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Wiązania chemiczne i cząsteczki

Pełny nierelatywistyczny hamiltonian układu jąder i elektronów:
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Przybliżenie Borna Oppenheimera

Współrzędne podukładu elektronowego i podukładu jądrowego (jonowego) są przemieszane, 
separacja zmiennych elektronowych i jądrowych jest niemożliwa 

Trzeba zastosować przybliżenie adiabatyczne Borna-Oppenheimera 

𝑚, Ԧ𝑟𝑖 , 𝑖 – elektrony

𝑀𝑁, 𝑅𝑁 , 𝑍𝑁 - jądra
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Przybliżenia

Energia kinetyczna drgań (oscylacji) i rotacji
(obrotów) separują się, ponieważ zakładamy „małe”
drgania i powolne obroty.

Operatory działają na różne współrzędne: możemy
rozdzielić zmienne.

27.11.2019 3

Wiązania chemiczne i cząsteczki
෠𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝐺 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 = 𝐸𝑛𝜒𝑛 𝑅

෠𝑇𝑜𝑠𝑐 + ෠𝑇𝑟𝑜𝑡 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝐺 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 = 𝐸𝑛𝜒𝑛 𝑅

𝜒𝑛 𝑅 = 𝜒𝑜𝑠𝑐
𝑛 𝑅 𝜒𝑟𝑜𝑡

𝑛 𝜃, 𝜑

𝐸𝑛 = 𝐸𝑜𝑠𝑐
𝑛 + 𝐸𝑟𝑜𝑡

𝑛

Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝜒𝑛 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝜒𝑜𝑠𝑐

𝑛 𝑅 𝜒𝑟𝑜𝑡
𝑛 𝜃, 𝜑 Ψ𝑒𝑙

𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅

𝐸𝑛 = 𝐸𝑜𝑠𝑐
𝑛 + 𝐸𝑟𝑜𝑡

𝑛 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛

Co daje:
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Wiązania chemiczne i cząsteczki

the potential energy surface
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potencjał efektywny

෠𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝐺 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 = 𝐸𝑛𝜒𝑛 𝑅

Równanie Schrodingera na ruch jąder w potencjale odpychającym 𝐺 𝑅 :



The Self-consistent Field Method 
Metoda pola samouzgodnionego, metoda orbitali molekularnych

Ψ𝑖 Ԧ𝑟 = ෍

𝐴

𝑐𝐴
𝑖𝜑𝐴 Ԧ𝑟
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Dla każdego orbitalu atomowego 𝜑𝐴 początek układu współrzędnych jest w innym punkcie 
(orbitale są centrowane na różnych jądrach atomowych). Metodę tę nazywa się LCAO-MO
(Linear Combination of Atomic Orbitals).

„Teoretycznie” można brać dowolne kombinacje orbitali atomowych, ale w rzeczywistości 
bierzemy pewne „właściwe”  (wynikające z symetrii układu – teoria grup).

Elektronowa funkcja falowa w postaci iloczynu orbitali molekularnych nie jest ścisłą funkcją 
własną hamiltonianu, ponieważ nie uwzględnia korelacji ruchów elektronów.

Można tę funkcję poprawić przez dodanie wyrazów odpowiadających kombinacjom innych 
orbitali atomowych (innym konfiguracjom atomowym). Metoda ta nosi nazwę oddziaływania 
konfiguracji – CI (Configuration Interaction)

W najdokładniejszych obliczeniach elektronowa funkcja falowa dla stanu podstawowego 
cząsteczki wodoru H2 uwzględnia 100 konfiguracji atomowych (W. Kołos).



Metoda orbitali molekularnych
LCAO
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Rozwiązanie numeryczne hamiltonianu elektronowego (dla zadanej konfiguracji jąder)

𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = ෠𝑇𝑒 + 𝑉 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝑉𝑒 Ԧ𝑟 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸𝑒𝑙
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

Każdy z orbitali jednoelektronowych 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛, 𝑠𝑛 musi być inny – dwa spinorbitale mogą mieć tę 
samą część orbitalną 𝜑, ale wtedy muszą mieć różny spin

𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛, 𝑠𝑛 = 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛
0
1

or 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛
1
0

Funkcja Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟1, Ԧ𝑟2, Ԧ𝑟3, … 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, … (poniżej) NIE jest dobrą funkcją falową elektronów -

dlaczego? 

Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟1, Ԧ𝑟2, Ԧ𝑟3, … 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, … = 𝜑1

𝑠𝑝
Ԧ𝑟1, 𝑠1 𝜑2

𝑠𝑝
Ԧ𝑟2, 𝑠2 …𝜑𝑛

𝑠𝑝
Ԧ𝑟𝑛, 𝑠𝑛



Metoda orbitali molekularnych
Metoda LCAO
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Rozwiązanie równania elektronowego wymaga metod numerycznych

𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = ෠𝑇𝑒 + 𝑉 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝑉𝑒 Ԧ𝑟 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸𝑒𝑙
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

Jedna z metod: LCAO-MO z przybliżeniem Hartree-Focka – metoda samouzgodniona
(rozwiązania iteracyjne), 𝑛-elektronowa funkcja falowa w postaci pojedynczego wyznacznika 
Slatera, automatycznie zapewniającego antysymetryczność funkcji falowej ze względu na 
przestawienie dwóch dowolnych elektronów: 

Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟1, Ԧ𝑟2, Ԧ𝑟3, … 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, … =

1

𝑛!

𝜑1
𝑠𝑝

Ԧ𝑟1, 𝑠1 𝜑1
𝑠𝑝

Ԧ𝑟2, 𝑠2

𝜑2
𝑠𝑝

Ԧ𝑟1, 𝑠1 𝜑2
𝑠𝑝

Ԧ𝑟2, 𝑠2

… 𝜑1
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛, 𝑠𝑛

… 𝜑2
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛, 𝑠2
… …

𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟1, 𝑠1 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟2, 𝑠2
…

… 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛, 𝑠𝑛

Każdy z jednoelektronowych spinorbitali 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛, 𝑠𝑛 musi być inny – dwa spinorbitale mogą np. 
mieć tę samą część orbitalną, ale wtedy muszą się różnić spinem 

𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛, 𝑠𝑛 = 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛
0
1

lub 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛
1
0



Dwuatomowe cząsteczki homojądrowe, np. H2, Li2, N2, O2

Ponieważ cząsteczka jest dwuatomowa szukamy kombinacji dwóch orbitali 𝜑𝐴 i 𝜑𝐵.

Skoro jądra są jednakowe:

overlap integral (całka nakrywania)
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Cząsteczki

Ψ = 𝑐𝐴𝜑𝐴 + 𝑐𝐵𝜑𝐵

𝑐𝐴
2 = 𝑐𝐵

2 ⇒ 𝑐𝐴 = ±𝑐𝐵

Ψ+ = 𝑁+ 𝜑𝐴 + 𝜑𝐵

Ψ− = 𝑁− 𝜑𝐴 − 𝜑𝐵

𝑆 = න𝜑𝐴𝜑𝐵 𝑑Ԧ𝑟

𝑁+ =
1

2 1 + 𝑆
𝑁− =

1

2 1 − 𝑆



overlap integral (całka nakrywania)
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Cząsteczki

Ψ = 𝑐𝐴𝜑𝐴 + 𝑐𝐵𝜑𝐵

𝑆 = න𝜑𝐴𝜑𝐵 𝑑Ԧ𝑟

P. Kowalczyk

Dwuatomowe cząsteczki homojądrowe, np. H2, Li2, N2, O2

Ponieważ cząsteczka jest dwuatomowa szukamy kombinacji dwóch orbitali 𝜑𝐴 i 𝜑𝐵.



overlap integral (całka nakrywania)
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Cząsteczki

Ψ = 𝑐𝐴𝜑𝐴 + 𝑐𝐵𝜑𝐵

𝑆 = න𝜑𝐴𝜑𝐵 𝑑Ԧ𝑟

+ =
+ =

12 A 3 A

s-orbital

Dwuatomowe cząsteczki homojądrowe, np. H2, Li2, N2, O2

Ponieważ cząsteczka jest dwuatomowa szukamy kombinacji dwóch orbitali 𝜑𝐴 i 𝜑𝐵.



overlap integral (całka nakrywania)
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Cząsteczki

Ψ = 𝑐𝐴𝜑𝐴 + 𝑐𝐵𝜑𝐵

𝑆 = න𝜑𝐴𝜑𝐵 𝑑Ԧ𝑟

p-orbital

12 A 3 A

+ =

Dwuatomowe cząsteczki homojądrowe, np. H2, Li2, N2, O2

Ponieważ cząsteczka jest dwuatomowa szukamy kombinacji dwóch orbitali 𝜑𝐴 i 𝜑𝐵.



overlap integral (całka nakrywania)
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Molecules

Ψ = 𝑐𝐴𝜑𝐴 + 𝑐𝐵𝜑𝐵

𝑆 = න𝜑𝐴𝜑𝐵 𝑑Ԧ𝑟

p-orbital

12 A 3 A

+ =

Dwuatomowe cząsteczki homojądrowe, np. H2, Li2, N2, O2

Ponieważ cząsteczka jest dwuatomowa szukamy kombinacji dwóch orbitali 𝜑𝐴 i 𝜑𝐵.
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Cząsteczki

Ψ+ = 𝑐𝐴𝜑𝐴 + 𝑐𝐵𝜑𝐵

1s 1s

EatEat

𝜀± = නΨ±
∗ ෡𝐻0Ψ±𝑑Ԧ𝑟

𝜀+ =
𝐻𝐴𝐴 + 𝐻𝐴𝐵 + 𝐻𝐵𝐴 +𝐻𝐵𝐵

2 1 + 𝑆

𝜀− =
𝐻𝐴𝐴 − 𝐻𝐴𝐵 − 𝐻𝐵𝐴 +𝐻𝐵𝐵

2 1 − 𝑆

𝐻𝐴𝐴 = න𝜑𝐴
∗ ෡𝐻0𝜑𝐴𝑑Ԧ𝑟 = 𝐻𝐵𝐵 ≈ 𝐸𝑎𝑡

𝐻𝐴𝐵 = න𝜑𝐴
∗ ෡𝐻0𝜑𝐵𝑑Ԧ𝑟 < 0

Dwuatomowe cząsteczki homojądrowe, np. H2, Li2, N2, O2

Ponieważ cząsteczka jest dwuatomowa szukamy kombinacji dwóch orbitali 𝜑𝐴 i 𝜑𝐵.

𝑆 = න𝜑𝐴𝜑𝐵 𝑑Ԧ𝑟 > 0 overlap integral

Ψ− = 𝑐𝐴𝜑𝐴 − 𝑐𝐵𝜑𝐵



overlap integral
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Cząsteczki

𝑆 = න𝜑𝐴𝜑𝐵 𝑑Ԧ𝑟 > 0
𝜀± = නΨ±

∗ ෡𝐻0Ψ±𝑑Ԧ𝑟

𝜀+ =
𝐸𝑎𝑡 − 𝐻𝐴𝐵

1 + 𝑆

𝜀− =
𝐸𝑎𝑡 + 𝐻𝐴𝐵

1 − 𝑆

𝐻𝐴𝐴 = න𝜑𝐴
∗ ෡𝐻0𝜑𝐴𝑑Ԧ𝑟 = 𝐻𝐵𝐵 ≈ 𝐸𝑎𝑡

𝐻𝐴𝐵 = න𝜑𝐴
∗ ෡𝐻0𝜑𝐵𝑑Ԧ𝑟 < 0

1s 1s

1su
+

1sg
+

EatEat

e+

e-

bonding orbital
orbital wiążący

antibonding orbital
orbital antywiążący

Dwuatomowe cząsteczki homojądrowe, np. H2, Li2, N2, O2

Ponieważ cząsteczka jest dwuatomowa szukamy kombinacji dwóch orbitali 𝜑𝐴 i 𝜑𝐵.

Ψ+ = 𝑐𝐴𝜑𝐴 + 𝑐𝐵𝜑𝐵 Ψ− = 𝑐𝐴𝜑𝐴 − 𝑐𝐵𝜑𝐵



overlap integral
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Cząsteczki - dygresja

𝑆 = න𝜑𝐴𝜑𝐵 𝑑Ԧ𝑟 > 0

1s 1s

1su
+

1sg
+

EatEat

e+

e-

Dwuatomowe cząsteczki homojądrowe, np. H2, Li2, N2, O2

Ponieważ cząsteczka jest dwuatomowa szukamy kombinacji dwóch orbitali 𝜑𝐴 i 𝜑𝐵.

Ψ+ = 𝑐𝐴𝜑𝐴 + 𝑐𝐵𝜑𝐵 Ψ− = 𝑐𝐴𝜑𝐴 − 𝑐𝐵𝜑𝐵

𝐻 =
𝐸1 Ω
Ω 𝐸2

𝜓± = 𝑐𝐴𝜑𝐴 ± 𝑐𝐵𝜑𝐵

𝐻𝜓± = 𝜀±𝜓±
𝜀+ =

𝐸𝑎𝑡 − 𝐻𝐴𝐵
1 + 𝑆

𝜀− =
𝐸𝑎𝑡 + 𝐻𝐴𝐵

1 − 𝑆

Podobne problemy gdy 
𝜑𝐴𝜑𝐵 = 𝛿𝐴𝐵 i 𝐸1 = 𝐸2:

Dygresja



27.11.2019 18

Exciton-polaritons in microcavities

Bragg mirror Bragg mirrorQuantum well

Electromagnetic field distribution inside a cavity

lower polariton

upper polariton

Photon
in a cavityExciton

in a quantum 
well

𝐻 =
𝐸𝑝ℎ 𝑘∥

ℏΩ

2
ℏΩ

2
𝐸𝑒𝑥𝑐 𝑘∥

Ω ∝
𝑓𝑜𝑠𝑐𝑁𝑄𝑊

𝐿𝐶

vacuum field Rabi splitting i.e. exciton-photon
couplingΩ, determines exciton polariton modes:

Hamiltonian matrix form

Ω

Photon recycling 
⇒ coherence

Fi
g.

 M
. K

ró
l



overlap integral
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Cząsteczki

Ψ± = 𝑐𝐴𝜑𝐴 ± 𝑐𝐵𝜑𝐵

𝑆 = න𝜑𝐴𝜑𝐵 𝑑Ԧ𝑟 > 0

1s 1s

1su
+

1sg
+

EatEat

e+

e-

Dwuatomowe cząsteczki homojądrowe, np. H2, Li2, N2, O2

Ponieważ cząsteczka jest dwuatomowa szukamy kombinacji dwóch orbitali 𝜑𝐴 i 𝜑𝐵.

Oznaczenia orbitali
• λ=|ml| rzut orbitalnego momentu pędu na oś 
cząsteczki
• λ = 0 – σ-orbitals. Orbitale te nie ulegają zmianie 
przy obrotach wokół osi cząsteczki
• λ = 1 – π-orbitals. Orbitale te zmieniają znak przy 
obrocie o π.
• g – gerade (even, parzyste) parzyste przy inwersji 
względem środka cząsteczki
• u – ungerade (odd, nieparzyste).
• ± – symetria przy odbiciu względem dowolnej 
płaszczyzny zawierającej oś cząsteczki.
• Liczba na początku – numer porządkowy orbitalu 
danego typu.
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Cząsteczki

𝑆 = න𝜑𝐴𝜑𝐵 𝑑Ԧ𝑟 > 0

Dwuatomowe cząsteczki homojądrowe, np. H2, Li2, N2, O2

Ponieważ cząsteczka jest dwuatomowa szukamy kombinacji dwóch orbitali 𝜑𝐴 i 𝜑𝐵.
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Oznaczenia orbitali
• λ=|ml| rzut orbitalnego momentu pędu na oś 
cząsteczki
• λ = 0 – σ-orbitals. Orbitale te nie ulegają zmianie 
przy obrotach wokół osi cząsteczki
• λ = 1 – π-orbitals. Orbitale te zmieniają znak przy 
obrocie o π.
• g – gerade (even, parzyste) parzyste przy inwersji 
względem środka cząsteczki
• u – ungerade (odd, nieparzyste).
• ± – symetria przy odbiciu względem dowolnej 
płaszczyzny zawierającej oś cząsteczki.
• Liczba na początku – numer porządkowy orbitalu 
danego typu.

Ψ± = 𝑐𝐴𝜑𝐴 ± 𝑐𝐵𝜑𝐵
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Cząsteczki

𝑆 = න𝜑𝐴𝜑𝐵 𝑑Ԧ𝑟 > 0

Dwuatomowe cząsteczki homojądrowe, np. H2, Li2, N2, O2

Ponieważ cząsteczka jest dwuatomowa szukamy kombinacji dwóch orbitali 𝜑𝐴 i 𝜑𝐵.
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Oznaczenia orbitali
• λ=|ml| rzut orbitalnego momentu pędu na oś 
cząsteczki
• λ = 0 – σ-orbitals. Orbitale te nie ulegają zmianie 
przy obrotach wokół osi cząsteczki
• λ = 1 – π-orbitals. Orbitale te zmieniają znak przy 
obrocie o π.
• g – gerade (even, parzyste) parzyste przy inwersji 
względem środka cząsteczki
• u – ungerade (odd, nieparzyste).
• ± – symetria przy odbiciu względem dowolnej 
płaszczyzny zawierającej oś cząsteczki.
• Liczba na początku – numer porządkowy orbitalu 
danego typu.

Ψ± = 𝑐𝐴𝜑𝐴 ± 𝑐𝐵𝜑𝐵



H2
+ ion

Funkcja próbna (trial functions) atomu 
wodoru – metoda wariacyjna 
(variational method)

1s 1s

1su
+

1sg
+

EatEat

e+

e-
P. Atkins
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Cząsteczki

Ψ+ = 𝑁+ 1𝑠𝐴 + 1𝑠𝐵

Ψ− = 𝑁− 1𝑠𝐴 − 1𝑠𝐵
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H2
+ ion

1s 1s

1su
+

1sg
+

EatEat

e+

e-
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Cząsteczki

Ψ+ = 𝑁+ 1𝑠𝐴 + 1𝑠𝐵

Ψ− = 𝑁− 1𝑠𝐴 − 1𝑠𝐵

P. Atkins

Atkins, Fridman Molecular QM

Funkcja próbna (trial functions) atomu 
wodoru – metoda wariacyjna 
(variational method)



1s 1s

1su
+

1sg
+

EatEat

e+

e-

H2

e+

1s 1s

1su
+

1sg
+

EatEat

e-

H2
+

1s 1s

1su
+

1sg
+

EatEat

e-

1s 1s

1su
+

1sg
+

EatEat

e-

He2
+

He2

e+

e+e+

Eat > e+ 2Eat > 2e+

3Eat > 2e++1e- 4Eat =2e++2e-
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Cząsteczki



1s 1s

1su
+

1sg
+

2s 2s

2su
+

2sg
+

2p 2p

1pg

1pu

3su
+

3sg
+

1s 1s

1su
+

1sg
+

2s 2s

2su
+

2sg
+

2p 2p

1pg

1pu

3su
+

3sg
+

Homonuclear diatomic molecules molecular orbital energy scheme

Most of the molecules Light molecules (incl. N2)
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Metoda orbitali molekularnych
Metoda LCAO
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Rozwiązanie równania elektronowego wymaga metod numerycznych

𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = ෠𝑇𝑒 + 𝑉 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝑉𝑒 Ԧ𝑟 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸𝑒𝑙
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

Jedna z metod: LCAO-MO z przybliżeniem Hartree-Focka – metoda samouzgodniona
(rozwiązania iteracyjne), 𝑛-elektronowa funkcja falowa w postaci pojedynczego wyznacznika 
Slatera, automatycznie zapewniającego antysymetryczność funkcji falowej ze względu na 
przestawienie dwóch dowolnych elektronów: 

Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟1, Ԧ𝑟2, Ԧ𝑟3, … 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, … =

1

𝑛!

𝜑1
𝑠𝑝

Ԧ𝑟1, 𝑠1 𝜑1
𝑠𝑝

Ԧ𝑟2, 𝑠2

𝜑2
𝑠𝑝

Ԧ𝑟1, 𝑠1 𝜑2
𝑠𝑝

Ԧ𝑟2, 𝑠2

… 𝜑1
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛, 𝑠𝑛

… 𝜑2
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛, 𝑠2
… …

𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟1, 𝑠1 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟2, 𝑠2
…

… 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛, 𝑠𝑛

Każdy z jednoelektronowych spinorbitali 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛, 𝑠𝑛 musi być inny – dwa spinorbitale mogą np. 
mieć tę samą część orbitalną, ale wtedy muszą się różnić spinem 

𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛, 𝑠𝑛 = 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛
0
1

lub 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛
1
0



overlap integral
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Cząsteczki

Ψ = 𝑐𝐴𝜑𝐴 + 𝑐𝐵𝜑𝐵

𝑆 = න𝜑𝐴𝜑𝐵 𝑑Ԧ𝑟 > 0

Oznaczenia orbitali
• λ=|ml| rzut orbitalnego momentu pędu na oś 
cząsteczki
• λ = 0 – σ-orbitals. Orbitale te nie ulegają zmianie 
przy obrotach wokół osi cząsteczki
• λ = 1 – π-orbitals. Orbitale te zmieniają znak przy 
obrocie o π.
• g – gerade (even, parzyste) parzyste przy inwersji 
względem środka cząsteczki
• u – ungerade (odd, nieparzyste).
• ± – symetria przy odbiciu względem dowolnej 
płaszczyzny zawierającej oś cząsteczki.
• Liczba na początku – numer porządkowy orbitalu 
danego typu.

Dwuatomowe cząsteczki homojądrowe, np. H2, Li2, N2, O2

Ponieważ cząsteczka jest dwuatomowa szukamy kombinacji dwóch orbitali 𝜑𝐴 i 𝜑𝐵.
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Cząsteczki

Oznaczenia orbitali
• λ=|ml| rzut orbitalnego momentu pędu na oś 
cząsteczki
• λ = 0 – σ-orbitals. Orbitale te nie ulegają zmianie 
przy obrotach wokół osi cząsteczki
• λ = 1 – π-orbitals. Orbitale te zmieniają znak przy 
obrocie o π.
• g – gerade (even, parzyste) parzyste przy inwersji 
względem środka cząsteczki
• u – ungerade (odd, nieparzyste).
• ± – symetria przy odbiciu względem dowolnej 
płaszczyzny zawierającej oś cząsteczki.
• Liczba na początku – numer porządkowy orbitalu 
danego typu.

Dwuatomowe cząsteczki homojądrowe, np. H2, Li2, N2, O2

Ponieważ cząsteczka jest dwuatomowa szukamy kombinacji dwóch orbitali 𝜑𝐴 i 𝜑𝐵.

See: Atkins, Fridman Molecular Quantum Mechanics

Symbole termów 2s+1Λ
• Λ =|σ𝜆| całkowity orbitalny 
moment pędu
• Λ = 0 – Σ-orbitals. 
• Λ = 1 – Π-orbitals.
• g – gerade (even, parzyste) parity, 
inversion through the center of the 
molecule
• u – ungerade (odd, nieparzyste).
• ± - reflection symmetry with respect 
to any plane containing the axis of 
the molecule.
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Cząsteczki

See: Atkins, Fridman Molecular Quantum Mechanics

1s 1s

1su
+

1sg
+

EatEat

e+

e-

1s 1s

1su
+

1sg
+

EatEat

e+

e-

H2
+ s=1/2: 2Σg

+

H2: 1Σg
+

Symbole termów 2s+1Λ
• Λ =|σ𝜆| całkowity orbitalny 
moment pędu
• Λ = 0 – Σ-orbitals. 
• Λ = 1 – Π-orbitals.
• g – gerade (even, parzyste) parity, 
inversion through the center of the 
molecule
• u – ungerade (odd, nieparzyste).
• ± - reflection symmetry with respect 
to any plane containing the axis of 
the molecule.

Dwuatomowe cząsteczki homojądrowe, np. H2, Li2, N2, O2
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2p 2p

1pg

1pu

2su
+

2sg
+

Oxygen

O2:  2×[(1s)2(2s)2(2p)4]

(1σg
+)2(1σu

+)2(2σg
+)2(2σu

+)2(3σg
+)2(1πu)

4(1πg)
2

ground state 3Σg
-

Dwuatomowe cząsteczki homojądrowe, np. H2, Li2, N2, O2
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2p 2p

1pg

1pu

2su
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2sg
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Oxygen

O2:  2×[(1s)2(2s)2(2p)4]

(1σg
+)2(1σu

+)2(2σg
+)2(2σu

+)2(3σg
+)2(1πu)

4(1πg)
2

ground state 3Σg
-

2p 2p

1pg

1pu

3su
+

3sg
+

2p 2p

1pg

1pu

3su
+

3sg
+

O2 excited states

Dwuatomowe cząsteczki homojądrowe, np. H2, Li2, N2, O2
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Oxygen

O2:  2×[(1s)2(2s)2(2p)4]

(1σg
+)2(1σu

+)2(2σg
+)2(2σu

+)2(3σg
+)2(1πu)

4(1πg)
2

ground state 3Σg
-

2p 2p

1pg

1pu

3su
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3sg
+

2p 2p

1pg

1pu

3su
+

3sg
+

O2 excited states

Dwuatomowe cząsteczki homojądrowe, np. H2, Li2, N2, O2



Electrons energy strongly depends on the distance between nuclei.

P. Kowalczyk

𝐸(𝑅) - usually in numerical form.

Approximations: Morse potential
eg. Lithium

𝑉 𝑟 = 𝐷𝑒 1 − 𝑒−𝛼 𝑟−𝑟0 + 𝑉 𝑟0

Approximations: Lenard-Jones potential
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Electronic states

𝑉 𝑟 = 4𝜀
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Electrons energy strongly depends on the distance between nuclei.

𝐸(𝑅) - usually in numerical form.

Approximations: Morse potential
eg. Lithium

𝑉 𝑟 = 𝐷𝑒 1 − 𝑒−𝛼 𝑟−𝑟0 + 𝑉 𝑟0

Approximations: Lenard-Jones potential
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Electronic states
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Electrons energy strongly depends on the distance between nuclei.

𝐸(𝑅) - usually in numerical form.

Approximations: Morse potential
eg. Lithium

𝑉 𝑟 = 𝐷𝑒 1 − 𝑒−𝛼 𝑟−𝑟0 + 𝑉 𝑟0

Approximations: Lenard-Jones potential
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Electronic states
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Electronic states
Nature 549, 242 (2017)
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Electronic states

Phys. Rev X 8 011021 (2018)
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Electronic states

Nature Commun. 10, 3007 (2019)



Homonuclear diatomic molecules, eg. H2, Li2, N2, O2

Ponieważ cząsteczka jest dwuatomowa szukamy kombinacji dwóch orbitali 𝜑𝐴 i 𝜑𝐵.

całka nakrywania

27.11.2019 39

Cząsteczki

𝑆 = න𝜑𝐴𝜑𝐵 𝑑Ԧ𝑟 > 0
𝜀± = නΨ±

∗ ෡𝐻0Ψ±𝑑Ԧ𝑟

𝜀+ =
𝐸𝑎𝑡 − 𝐻𝐴𝐵

1 + 𝑆

𝜀− =
𝐸𝑎𝑡 + 𝐻𝐴𝐵

1 − 𝑆

𝐻𝐴𝐴 = න𝜑𝐴
∗ ෡𝐻0𝜑𝐴𝑑Ԧ𝑟 = 𝐻𝐵𝐵 ≈ 𝐸𝑎𝑡

𝐻𝐴𝐵 = න𝜑𝐴
∗ ෡𝐻0𝜑𝐵𝑑Ԧ𝑟 < 0

1s 1s

1su
+

1sg
+

EatEat

e+

e-

bonding orbital

antibonding orbital

These were

𝑁+ =
1

2 1 + 𝑆
𝑁− =

1

2 1 − 𝑆

𝑐𝐴
2 = 𝑐𝐵

2 ⇒ 𝑐𝐴 = ±𝑐𝐵Ψ± = 𝑐𝐴𝜑𝐴 ± 𝑐𝐵𝜑𝐵
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Cząsteczki

𝑆 = න𝜑𝐴𝜑𝐵 𝑑Ԧ𝑟 > 0

Eat,B

Eat,A

𝑐𝐴
2 = 𝑐𝐵

2 ⇒ 𝑐𝐴 = ±𝑐𝐵Ψ± = 𝑐𝐴𝜑𝐴 ± 𝑐𝐵𝜑𝐵

Dwuatomowe cząsteczki heterojądrowe, np. HCl, CO, itp.

całka nakrywania
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Cząsteczki

𝑆 = න𝜑𝐴𝜑𝐵 𝑑Ԧ𝑟 > 0
𝜀 <

±Ψ׬
∗ ෡𝐻0Ψ±𝑑Ԧ𝑟

±Ψ׬
∗Ψ±𝑑Ԧ𝑟

𝐻𝐴𝐴 − 𝜀 𝐻𝐴𝐵 − 𝜀𝑆
𝐻𝐴𝐵 − 𝜀𝑆 𝐻𝐵𝐵 − 𝜀

𝑐𝐴
𝑐𝐵

= 0

𝑐𝐴
2 ≠ 𝑐𝐵

2

Eat,B

Eat,A

e1

e2

𝜀 𝑐𝐴
2 + 𝑐𝐵

2 + 2𝑐𝐴𝑐𝐵𝑆 = 𝑐𝐴
2𝐻𝐴𝐴 + 𝑐𝐵

2𝐻𝐵𝐵 + 2𝑐𝐴𝑐𝐵𝑆 𝐻𝐴𝐵

𝜕𝜀

𝜕𝑐𝐴
=

𝜕𝜀

𝜕𝑐𝐵
= 0

𝐻𝐴𝐴 ≈ 𝐸𝑎𝑡,𝐴

𝐻𝐵𝐵 ≈ 𝐸𝑎𝑡,𝐵

Załóżmy, że 𝐸𝑎𝑡,𝐴 < 𝐸𝑎𝑡,𝐵

Ψ± = 𝑐𝐴𝜑𝐴 ± 𝑐𝐵𝜑𝐵

Dwuatomowe cząsteczki heterojądrowe, np. HCl, CO, itp.

Ponieważ cząsteczka jest dwuatomowa szukamy kombinacji dwóch orbitali 𝜑𝐴 i 𝜑𝐵.

metoda wariacyjna
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Cząsteczki

𝑆 = න𝜑𝐴𝜑𝐵 𝑑Ԧ𝑟 > 0
𝜀 <

±Ψ׬
∗ ෡𝐻0Ψ±𝑑Ԧ𝑟

±Ψ׬
∗Ψ±𝑑Ԧ𝑟

𝐻𝐴𝐴 − 𝜀 𝐻𝐴𝐵 − 𝜀𝑆
𝐻𝐴𝐵 − 𝜀𝑆 𝐻𝐵𝐵 − 𝜀

𝑐𝐴
𝑐𝐵

= 0

𝑐𝐴
2 ≠ 𝑐𝐵

2

Eat,B

Eat,A

e1

e2

𝜀 𝑐𝐴
2 + 𝑐𝐵

2 + 2𝑐𝐴𝑐𝐵𝑆 = 𝑐𝐴
2𝐻𝐴𝐴 + 𝑐𝐵

2𝐻𝐵𝐵 + 2𝑐𝐴𝑐𝐵𝑆 𝐻𝐴𝐵

𝜕𝜀

𝜕𝑐𝐴
=

𝜕𝜀

𝜕𝑐𝐵
= 0

𝜀1 ≈ 𝐸𝑎𝑡,𝐴 −
𝐻𝐴𝐵 − 𝐸𝑎𝑡,𝐴𝑆

2

𝐸𝑎𝑡,𝐵 − 𝐸𝑎𝑡,𝐴

𝜀2 ≈ 𝐸𝑎𝑡,𝐵 −
𝐻𝐴𝐵 − 𝐸𝑎𝑡,𝐵𝑆

2

𝐸𝑎𝑡,𝐵 − 𝐸𝑎𝑡,𝐴

Ψ± = 𝑐𝐴𝜑𝐴 ± 𝑐𝐵𝜑𝐵

Dwuatomowe cząsteczki heterojądrowe, np. HCl, CO, itp.

Ponieważ cząsteczka jest dwuatomowa szukamy kombinacji dwóch orbitali 𝜑𝐴 i 𝜑𝐵.

metoda wariacyjna



The bonding is strong when:

Duża wartość całki nakrywania 𝑆 i proporcjonalnej do niej całki 𝐻𝐴𝐵.
Niewielka różnica energii orbitali atomowych 𝐸𝑎𝑡,𝐴, 𝐸𝑎𝑡,𝐵.
Orbitale molekularne nie muszą być zbudowane z orbitali atomowych tego samego typu (𝑠 − 𝑠
lub 𝑝 − 𝑝).
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Cząsteczki

𝐻𝐴𝐴 − 𝜀 𝐻𝐴𝐵 − 𝜀𝑆
𝐻𝐴𝐵 − 𝜀𝑆 𝐻𝐵𝐵 − 𝜀

𝑐𝐴
𝑐𝐵

= 0
Eat,B

Eat,A

e1

e2

𝜀 𝑐𝐴
2 + 𝑐𝐵

2 + 2𝑐𝐴𝑐𝐵𝑆 = 𝑐𝐴
2𝐻𝐴𝐴 + 𝑐𝐵

2𝐻𝐵𝐵 + 2𝑐𝐴𝑐𝐵𝑆 𝐻𝐴𝐵

𝜕𝜀

𝜕𝑐𝐴
=

𝜕𝜀

𝜕𝑐𝐵
= 0

𝜀1 ≈ 𝐸𝑎𝑡,𝐴 −
𝐻𝐴𝐵 − 𝐸𝑎𝑡,𝐴𝑆

2

𝐸𝑎𝑡,𝐵 − 𝐸𝑎𝑡,𝐴

𝜀2 ≈ 𝐸𝑎𝑡,𝐵 −
𝐻𝐴𝐵 − 𝐸𝑎𝑡,𝐵𝑆

2

𝐸𝑎𝑡,𝐵 − 𝐸𝑎𝑡,𝐴
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Cząsteczki - dygresja

𝑆 = න𝜑𝐴𝜑𝐵 𝑑Ԧ𝑟 > 0

Ponieważ cząsteczka jest dwuatomowa szukamy kombinacji dwóch orbitali 𝜑𝐴 i 𝜑𝐵.

Ψ+ = 𝑐𝐴𝜑𝐴 + 𝑐𝐵𝜑𝐵 Ψ− = 𝑐𝐴𝜑𝐴 − 𝑐𝐵𝜑𝐵

𝐻 =
𝐸1 Ω
Ω 𝐸2

𝜓± = 𝑐𝐴𝜑𝐴 ± 𝑐𝐵𝜑𝐵

𝐻𝜓± = 𝜀±𝜓±

Podobne problemy gdy 
𝜑𝐴𝜑𝐵 = 𝛿𝐴𝐵 i 𝐸1 ≠ 𝐸2:

Dygresja

Eat,B

Eat,A

e1

e2

𝜀1 ≈ 𝐸𝑎𝑡,𝐴 −
𝐻𝐴𝐵 − 𝐸𝑎𝑡,𝐴𝑆

2

𝐸𝑎𝑡,𝐵 − 𝐸𝑎𝑡,𝐴

𝜀2 ≈ 𝐸𝑎𝑡,𝐵 −
𝐻𝐴𝐵 − 𝐸𝑎𝑡,𝐵𝑆

2

𝐸𝑎𝑡,𝐵 − 𝐸𝑎𝑡,𝐴

Dwuatomowe cząsteczki heterojądrowe, np. HCl, CO, itp.

całka nakrywania
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Exciton-polaritons in microcavities

Bragg mirror Bragg mirrorQuantum well

Electromagnetic field distribution inside a cavity

lower polariton

upper polariton

Photon
in a cavityExciton

in a quantum 
well

𝐻 =
𝐸𝑝ℎ 𝑘∥

ℏΩ

2
ℏΩ

2
𝐸𝑒𝑥𝑐 𝑘∥

Ω ∝
𝑓𝑜𝑠𝑐𝑁𝑄𝑊

𝐿𝐶

vacuum field Rabi splitting i.e. exciton-photon
couplingΩ, determines exciton polariton modes:

Hamiltonian matrix form

Ω

Photon recycling 
⇒ coherence

Fi
g.

 M
. K

ró
l



Example: HF molecule

F: (1s)2(2s)2(2p)5 H: (1s)1

1. Similar energy values have 2p of F and 1s of H.
2. Only 2pz orbital gives non-zero overlap integral

with 1s (bonding orbital σ).
3. 2 Fluorine electrons 2px i 2 electrons 2py are not 

involved in the HF molecular bonding and are 
called lone pair (wolna para elektronowa)

4. Similarly fluorine 1s and 2s atomic orbitals do not 
form a bond with the 1s hydrogen electron 
because of the large energy difference

5. Ground state: 1Σ+
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Cząsteczki

Eat,B

Eat,A
e1

e2

P.
 K

o
w

al
cz

yk



Hybridization and overlap integrals

27.11.2019 47

Cząsteczki
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Hybridization sp, eg. BeH2
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Cząsteczki

The angle between the bonds is 180˚.

ℎ1 =
1

2
𝑠 −

1

2
𝑝𝑥

ℎ2 =
1

2
𝑠 +

1

2
𝑝𝑥



Hybridization sp2, eg. C2H4
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Cząsteczki

The angle between bonds is 120˚.

ℎ1 =
1

3
𝑠 −

1

2
𝑝𝑥 −

1

6
𝑝𝑧

ℎ3 =
1

3
𝑠 +

1

2
𝑝𝑧

ℎ2 =
1

3
𝑠 +

1

2
𝑝𝑥 −

1

6
𝑝𝑧

P.
 K

o
w
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Ethylene C2H4



Hybridization sp3, eg. CH4
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Cząsteczki

The angle between bonds is 109,5˚.

ℎ1 =
1

2
𝑠 + 𝑝𝑥 + 𝑝𝑦 + 𝑝𝑧

P.
 K

o
w

al
cz

yk

Methane CH4

ℎ2 =
1

2
𝑠 + 𝑝𝑥 − 𝑝𝑦 − 𝑝𝑧

ℎ3 =
1

2
𝑠 − 𝑝𝑥 + 𝑝𝑦 − 𝑝𝑧

ℎ4 =
1

2
𝑠 − 𝑝𝑥 − 𝑝𝑦 + 𝑝𝑧



Hybridization sp3, eg. CH4
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Cząsteczki

The angle between bonds is 109,5˚.

ℎ1 =
1

2
𝑠 + 𝑝𝑥 + 𝑝𝑦 + 𝑝𝑧

ℎ2 =
1

2
𝑠 + 𝑝𝑥 − 𝑝𝑦 − 𝑝𝑧

ℎ3 =
1

2
𝑠 − 𝑝𝑥 + 𝑝𝑦 − 𝑝𝑧

ℎ4 =
1

2
𝑠 − 𝑝𝑥 − 𝑝𝑦 + 𝑝𝑧

Methane CH4 Ammonia NH3 Water H2O

http://oen.dydaktyka.agh.edu.pl/dydaktyka/chemia/a_e_chemia/1_3_budowa_materii/01_04_03_2b.htm



Hybridization sp3, eg. CH4
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Cząsteczki

The angle between bonds is 109,5˚.

ℎ1 =
1

2
𝑠 + 𝑝𝑥 + 𝑝𝑦 + 𝑝𝑧

ℎ2 =
1

2
𝑠 + 𝑝𝑥 − 𝑝𝑦 − 𝑝𝑧

ℎ3 =
1

2
𝑠 − 𝑝𝑥 + 𝑝𝑦 − 𝑝𝑧

ℎ4 =
1

2
𝑠 − 𝑝𝑥 − 𝑝𝑦 + 𝑝𝑧



Hybridization
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Cząsteczki

h
tt

p
:/

/s
p

ar
kc

h
ar

ts
.s

p
ar

kn
o

te
s.

co
m

/c
h

em
is

tr
y/

o
rg

an
ic

ch
em

is
tr

y1
/s

ec
ti

o
n

2.
p

h
p

h
tt

p
:/

/w
w

w
.s

ci
en

ce
.u

w
at

er
lo

o
.c

a/
~c

ch
ie

h
/c

ac
t/

c1
2

0/
h

yb
ri

d
.h

tm
l



Hybridization
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Molecules

Uranium, a member of the actinide group of 
elements, can form molecules with five 
covalent bonds.
Each uranium atom has a total of 16 atomic 
orbitals that are available for bond formation. 
Gagliardi and Roos used an approach called 
CASSCF/CASPT2 to model how all the valence 
orbitals in one atom merge with those in the 
other atom to form the most stable chemical 
bond -- that is, the one with minimum energy. 

Gagliardi and Roos found that the uranium-
uranium bond is more complex than any 
other known diatomic bond: it contains three 
normal electron-pair bonds and four weaker 
one-electron bonds. They also find evidence 
for ferromagnetic coupling between two 
electrons, each localized on one of the atoms. 
This means that all the known forms of 
covalent bonding are found in the molecule. 



Hybridization
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Cząsteczki
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http://oen.dydaktyka.agh.edu.pl/dydaktyka/chemia

Carbon



Benzene molecule
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Cząsteczki

Wiązania σ (sp2) są „zlokalizowane” i tworzą sztywny 
szkielet, natomiast elektrony tworzące wiązania π są 
zdelokalizowane.

Benzene

𝑘 = 0, ±1,±2, 3

Ψk =
1

6
෍

𝑛=1

6

𝑒
2𝜋𝑖
6

𝑘𝑛
𝑝𝑧,𝑛

𝐸k = 𝛼 + 2𝛽 cos
2𝜋𝑖

6
𝑘

Funkcje falowe tej postaci pokazują, że sześć 
orbitali atomowych 2pz daje równoprawny 
wkład do wszystkich orbitali molekularnych. 

Funkcje te odpowiadają falom biegnącym wokół pierścienia 
atomów węgla, w przeciwnych kierunkach dla dodatnich i 
ujemnych wartości k



Benzene molecule
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Cząsteczki

𝑘 = 0, ±1,±2, 3

Ψk =
1

6
෍

𝑛=1

6

𝑒
2𝜋𝑖
6

𝑘𝑛
𝑝𝑧,𝑛

𝐸k = 𝛼 + 2𝛽 cos
2𝜋𝑖

6
𝑘

Friedrich August Kekule 1829 - 1896
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