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Nasz cel:

Twierdzenie Blocha
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Rys. XV.5. Powstawanie przerw na granicy kolejnych stref Brillouina i redukcja przedstawienia a; q; q; aq; a; a; g
pasm do pierwszej strefy a.



Potencjat periodyczny

Twierdzenie Blocha

Jesli potencjat jest periodyczny ~ V(#) = V(# + R)
to rozwigzania rdwnania Schrodingera

Wektory sieci Bravais

2
p - - -
<— + V(T)) i) =E z0,7{)

2m

maja postac: | fala ptaska !

Q7@ =u, (@) e™

\

amplituda Blocha,
obwiednia Blocha

funkcja Blocha,
stan Blocha

gdzie tzw. f. Blocha:

5 (7) = w3 (7 + R)
i) =0, 3,60)

"You want proof? I'll give you proof!"



Potencjat periodyczny

W przypadku funkcji Blocha @3 (#) = u;, (F)e"%f :
or(F + N; d;) = uz (7 + N; &) e kN &)
(;)eiﬁfeikNj d;

= u% ‘T
Musimy zazada¢, zeby e'¥Nidj = 1 L,
- 2T  4m 21N v
ki=0+—,£—, ... %
. . L.
j j j

dozwolone wektory falowe stanowig dyskretng sie¢ punktow réwnomiernie roztozong w
przestrzeni wektora falowego; komorke elementarng sieci odwrotnej (strefe Brillouina) wypetnia
N; - N, - N;
takich punktéw. Tyle tez bedzie stanow w kazdym pasmie. Ny, N5, N3 mogg by¢ rdzne, ale

najczesciej przyjmujemy takie same

M. Baj Fizyka materii skondensowanej i struktur potprzewodnikowych
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Jesli nasz krysztat ma skonczone rozmiary zbiér wektoréw kK jest skonczony (cho¢ olbrzymil), np.

dyczne warunki brzegowe i wtedy:
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Periodic potential

LOOKISON, A DIFFERENTIAL EQUATION!

' DIFFERENTIAL EbUATloNs EVERYWHERE'

\)\)
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The electronic band structure

CH, CsHyz C17H36 CasHas
Fig. 2.3 Development of the diamond band gap

W. R. Fahrner (Editor) Nanotechnology and Nanoelectronics
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Model ciasnego wigzania (LCAO)

Budujemy krysztat z atomow — bazg sg jednoelektronowe funkcje falowe elektronow
znajdujacych sie na poziomach E; swobodnych atomow rozmieszczonych w weztach siec
krystalicznej H = Hy, + V'

Ha(7 = Rn);(7 — Ry) = Ej9;(7 — Rn)

N

Oddziatywanie e z j-tystane | | Atom w potozeniu R,

,wiasnym” atomem
2

HA = —%A‘F VA(F— ﬁn)

2

h N —> N =g
H=HA+V’=—2—A+VA(r—Rn)+ ZVA(r—Rm)
m m+n

gdzie mata poprawka od potencjatu pochodzgcego od wszystkich pozostatych atomow:

V(7= Ra) = ) Va (7= R)

m+n
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Model ciasnego wigzania (LCAO)

Budujemy krysztat z atomow — bazg sg jednoelektronowe funkcje falowe elektronow
znajdujacych sie na poziomach E; swobodnych atomow rozmieszczonych w weztach siec
krystalicznej H = Hy, + V'

Hy (7_"> - ﬁn)‘P}'(F - ﬁn) = ]-E"J"pj(f‘> - ﬁn)

N

Oddziatywanie e z j-tystane | | Atom w potozeniu R,,
,wiasnym” atomem
2

HA = —%A‘F VA(F— ﬁn)

LCAO (linear combination of atomic orbitals) dos¢ dobrze opisuje pasma elektronowe powstate
na bazie wewnetrznych powtok elektronowych atomu (walencyjne). Metoda mniej doktadna dla
elektronow przewodnictwa.

Model ciasnego wigzania nadaje sie np. do opisu pasm d metali przejSciowych czy pasm

walencyjnych krysztatow kowalencyjnych.
hz - -
H=H,+V' = —%A+VA(F—R,,)+ Z Va (7 — Rp)

m#n
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Model ciasnego wigzania (LCAO)
Przyblizone rozwigzanie w postaci funkcji Blocha:

@) = ) angj(F ~ Bp) = ) expli kRy) (7 ~ )
n n

Sprawdzic: N
) D iic (7) = D% ()

b7 (? + T) = exp(i ET) d 7 (1)

Energie wyznaczmy metodg wariacyjna:

E(k) < <q’j,ﬁ @®|Ho,; (?)>
<CDJ',7€ () q)j,E (7:,)>
Wyrazenie
<CDLE N (F)> - Z explik(R, — Rm)] j 0j (7 = Rm)j(7 — Rp) AV

n,m
tatwo uprosci¢ zaktadajgc mate nakrywanie sie funkcji falowych dla n # m (liczymy tylko dla n)

CRGIENGIEDY j 0:(F = Rp)o,(F—R,) av = - =N
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Model ciasnego wigzania (LCAO)
Przyblizone rozwigzanie w postaci funkcji Blocha:

@) = ) angj(F ~ Bp) = ) expli kRy) (7 ~ )

n n

Sprawdzic:
D iic (7) = D% (#)

b7 (? + ?) = exp(i ET) d 7 (1)

Energie wyznaczmy metodg wariacyjna:

(@, ||, )

GG

-

E(k) <

E(k) ~ %{cpj’%(ﬂ H|CI>J.,E(F)> —

= 2 exp[i%(ﬁn — I_?)m)] f 40;7(7_') - ﬁm)[Ej + V’(F N ﬁn)]goj(f) a ﬁn) av

nm



Model ciasnego wigzania (LCAO)
Przyblizone rozwigzanie w postaci funkcji Blocha:

@) = ) angj(F ~ Bp) = ) expli kRy) (7 ~ )
n n

Sprawdzic:
D iic (7) = D% (#)

b7 (? + 7) = exp(i ET) d 7 (1)

Energie wyznaczmy metodg wariacyjna:

(@, ||, )

GG

-

E(k) <

Ograniczymy sie tylko do najblizszych sgsiadéw

E(k) ~ %(cpj’%o?) H|CI>].,E(F)> —

= 2 exp[iz(ﬁn — I_?)m)] f ¢;(7 - I_?)m)[Ej + V’(F N ﬁn)]goj(f) a ﬁn) av

nm f

Ograniczymy sie tylko do wyrazéw diagonalnych I_?)n = ﬁm w cztonie z Ej




Model ciasnego wigzania (LCAO)

E(R) ~ 1 (@)
= > explik(Fa = Fn)] [ 01 = Ry + V' = Ry~ R) av

nm f

Ograniczymy sie tylko do najblizszych sgsiadéw

H|c1>jﬁ(?)> = %

Ograniczymy sie tylko do wyrazow diagonalnych I_fn = I_fm w cztonie z Ej

Jesli funkcje @; (17 — I_?)n) sg sferycznie symetryczne (stany s), to catki nakrywania zalezg od
odlegtosci pomiedzy poszczegdlnymi weztami:

En(K) = B; — 4= B; ) explik(Ry — R)]
m
Aj = — j (p}‘(f‘) — ﬁn)[V’(F — ﬁn)]fpj(F . ﬁn) av

@=_f@@_agy@_@m%@_myw

Ograniczymy sie tylko do najblizszych sgsiadéw }_fn
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Model ciasnego wigzania (LCAO)

Jesli funkcje @; (17 — I_fn) sg sferycznie symetryczne (stany s), to catki nakrywania zalezg od
odlegtosci pomiedzy poszczegdlnymi weztami:

En(K) = B — 4= B; ) explik(Ry — R)]
m

Wynik sumowania zalezy od struktury, dla ktérej wykonujemy rachunki

Dla struktury sc: }_fn — }_Q)m = (+a, 0,0); (0,+a, 0); (0,0, +a);
En(E) ~ E; — A; — 2B; [cos kya + coskya + cos kza]

Dla struktury bcc:

> kya kya k,a
E,(k) = E; — Aj — 8Bj cos (%) Ccos (%) cos( ; )

Dla struktury fcc:

- k.a k,a
En(k) ~ E;j — A; — 4B; [cos (%) COS (%) + C.p.]

2019-01-22




Model ciasnego wigzania (LCAO)

Dla struktury sc: ﬁn — l_fm = (+a, 0,0); (0,+a, 0); (0,0, +a);
En(ﬁ) ~ E; — Aj — 2B; |cos kya + cos kya + cos k,al
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. Fig. 7.8 a—c. Qualitative illustration of the result of a tight-binding calculation for a primi- <
tive cubic lattice with lattice constant a. (a) Position of the energy levels E; and E in the 3
| potential ¥(r) of the free atom. (b) Reduction and broadening of the levels E; and E- as T
[ a function of the reciprocal atomic separation r~'. At the equilibrium separation a the '§
~ mean energy decrease is 4 and the width of the band is 12 B. (¢) Dependence of the one- X}
Q electron energy E on the wave vector k (1,1, 1) in the direction of the main diagonal [111] T
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C, Si, Ge

Electron energy

quantum states

¢ Number of available
per atom

L shell

Interatomic distance

Electron energy E

I

I

!

I

l Fig. 7.9. Schematic behavior of the energy bands as a function of atomic separation for
% I 1s K shell the tetrahedrally bound semiconductors diamond (C). 51, and Ge. At the equbbrium se-
I
I
I
I

paration ry there is a forbidden energy gap of width E; between the occupied and unoccu-

pied bands that result from the sp® hybrid orbitals. For diamond, the sp? hybrid stems

from the 25 and 2;33 atomic states, for 51 from the 35 and 3p3, and for Ge from the 45

Ta and 4p°. One sees from this figure that the existence of a forbidden energy region is not

Separation r tied to the periodicity of the lattice. Thus amorphous matenials can also display a band
gap. (After [7.1])

Fig. 1.1. Broadening of the energy levels as a large number of identical atoms from the
first row of the periodic table approach one another (schematic). The separation rg corre-
sponds to the approximate equilibrium separation of chemically bound atoms. Due to the
overlap of the 25 and 2p bands, elements such as Be with two outer electrons also become
metallic. Deep-lying atomic levels are only slightly broadened and thus, to a large extent,
they retain their atomic character

v

H. Ibach, H. Liith, Solid-State Physics
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Metoda ciasnego wigzania - wnioski

W ramach metody ciasnego wigzania powstawanie pasm wyjasniamy jako efekt wzajemnego
oddziatywania stanéw atomowych poszczegdlnych atomdéw tworzgcych ciato state. Stany
atomowe klasyfikujemy jako nalezgce do odpowiednich powtok:

&

l

i Jesli w krysztale makroskopowym mamy N

| komodrek elementarnych, to kazdemu stanowi
atomowemu, odpowiada N lub 2N miejsc na

% L shell elektrony — odpowiednio: bez uwzglednienia
o spinu lub z uwzglednieniem spinu
"§ i W takim razie, jesli uwzglednic¢ spin, to w
i . ;e . . .
% E ts K shell kazdym pasmie jest 2N miejsc na elektrony

I

i R

g "

Separation r

Fig. 1.1. Broadening of the energy levels as a large number of identical atoms from the
first row of the periodic table approach one another (schematic). The separation ry corre-
sponds to the approxmmate equilibnum separation of chemically bound atoms. Due to the
overlap of the 25 and 2p bands, elements such as Be with two outer electrons also become
metallic. Deep-lying atomic levels are only shghtly broadened and thus, to a large extent,

they retain their atomic character
2019-01-22 18
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Metoda ciasnego wigzania - wnioski

W ramach metody ciasnego wigzania powstawanie pasm wyjasniamy jako efekt wzajemnego
oddziatywania stanéw atomowych poszczegdlnych atomdéw tworzgcych ciato state. Stany

atomowe klasyfikujemy jako nalezgce do odpowiednich powtok:

e > N | = =
I -
Nieparzysta liczba Parzysta liczba Parzysta liczba elektrondw na
elektronow na elektronow na komorke ale przekrywajgce sie
komorke (metal) komorke (niemetal) pasma (metale Il grupy, np. Be

— slajd pdzniej!)

H. Ibach, H. Liith, Solid-State Physics
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Model ciasnego wigzania (LCAO)

Dla struktury sc: ﬁn — l_fm = (+a, 0,0); (0,+a, 0); (0,0, +a);
En(k)) ~ E; — Aj — 2B; |cos kya + cos kya + cos k,al

o
S Equilibrium separation
e
T 0
| ClI~ 3p —»
T
\-i 10 — M_
S-
—
c
TQ|: 20 F Cl”™ 35 —»
>
& °
N >
~ o -30 3
—~ c i<
g o £
Tz Ei o
= +2
& @ P %
S- .50 + Fig. 7.10. The four highest occu- =
— K*3g —a pied energy bands of KClI calcu- 5
| lated as a function of the ionic =
I 60 I | | R | ;eg;iillig_% in B;llllr radii Ea{] T _g
— L 5 8 10 . crn) ¢ energy levels 3
Q in the free ions are indicated by .
lon separation in Bohr radii arrows. (After [7.2])
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Tight-Binding Approximation

€ DCDCD

€CDE-DECD
CHDCDCD

CDCDCD
C-DCDECD
C-DCDCD

P,
| @
]—> xory
(b) E(K)# (c)
kB k,

FGURE 2.17. Valence bands constructed from p orbitals. (a) Lattice of p- orbitals. (b) Bal
structure of the p. orbitals only; the band is ‘light’ along £, to the right and ‘heavy™ ulong &, (or
k) to the [eft. (c) Total bands from all three p orbitals, showing a doubly degenerate “heavy ™ band
and a single ‘light” band.



Model ciasnego wigzania (LCAO)

Dla struktury sc: ﬁn — l_fm = (+a, 0,0); (0,+a, 0); (0,0, +a);
En(ﬁ) ~ E; — Aj — 2B; |cos kya + cos kya + cos k,al

~
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~~ 4 E,IVII": sE AE
i~
T r
I
T
& e |/
.N —_———===
S !
~—~~ 128,
- Vir) // AN !
I
T
E
-~ 1 HHHHHHHHH
% RN g
fes T T T . &
| 0 0 1 2% Tk 2
T (Distance)™’ Wave vector k along [111] A
~— o
S_ (%}
. Fig. 7.8 a—c. Qualitative illustration of the result of a tight-binding calculation for a primi- <
tive cubic lattice with lattice constant a. (a) Position of the energy levels E; and E in the 3
| potential ¥(r) of the free atom. (b) Reduction and broadening of the levels E; and E- as T
[ a function of the reciprocal atomic separation r~'. At the equilibrium separation a the '§
~ mean energy decrease is 4 and the width of the band is 12 B. (¢) Dependence of the one- X}
Q electron energy E on the wave vector k (1,1, 1) in the direction of the main diagonal [111] T

2019-01-22

N
(64}




The electronic band structure

denl N5 1nsh | denl N\&l5” 1nSh | deal \@5" 1nSh
&<F ii “7%4

27,2

Expanding En(E) = (En — hz:;

) near extremum, e.g. k = 0:

Landolt-Boernstein

2019-01-22 26




The electronic band structure

denl N5 1nSb | denl N\aJi" InSb
| i 1 8 |

F//' InSh

Expanding En(E) = (En —

2019-01-22

h2k
™ ) near extremum, e.g. k = 0:

2

L) by

. z
] g / i

\\J /,

A /7 Xg

X e
S Xk ST
r A X
k

Landolt-Boernstein
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Potencjat periodyczny

Twierdzenie Blocha
*Poniewaz funkcja Blocha przesunieta o wektor sieci odwrotnej nie zmienia sie to wygodnie jest
przedstawiaé wyniki tylko w I-szej strefie Brillouina. Trzeba wéwczas numerowac pasma

energetyczne.
Stan elektronu w ciele statym zadany jest przez wektor falowy z I-szej strefy, numer pasma oraz

rzut spinu.
=

Allowed a) b
e
Forbidden band
Allowed
band
Forbidden band
Allowed
band
Forbidden band T
Allowed band;\\__/:\\. 1 ! A _/jl\‘\_/ - i -
T ST . g T s <k " K r
- 56 -3 a -a 0 o 36 Stl_ k l——zgg—bl k “’g‘ +% k
| am—— |- z -
Brillouin : ¢ -
zone Rys. XV.5. Powstawanie przerw na granicy kolejnych stref Brillouina i redukcja przedstawienia

pasm do pierwszej strefy




Struktura pasmowa

_ ]
6.0 AIN Diamond LB G
B o Ttalics
L AINO BNO =
50 @ ® indirect gap
> B MgS
2 - ®
w 4oL SIS "Roman”
€3] A T ] =
C Ultra GaNO  “'e ZnS o 185¢ MeTe direct gap
G | violl 4H-5iCq@eZ000_____GaN® O "¢
2 3.0 2H-SiC
: = V;]O::L.QE_&_QQ ----- ZnSeO® CdSO;E“'""“' ZnSe Qaj-s-é“““'“"‘ o
-é‘ Eﬁ'ﬁg&,:::ﬁ:ﬁ:::}::}'@' s;&'.'.'_..:'_::::é?_’f ®-—--®7nTe -——----| hexagonal
g 20 e N O A RS a e ag|  structure
@ = Infra InNO CdSe O GdA\. - T *CaTe a
1ok ke S:‘ InP Al3o cubic
E . structure
2 InAs .ot JnSb
0 -l B O D) Dt v] bl G | l | IS o O O IS Bl B l 18- R-Tk T 14 l - rner-y-i1-1 !pl X-1-2-%
2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0

Lattice constant a (Angstroms)

Fig. 11.4. Room-temperature bandgap energy versus lattice constant of common
elemental and binary compound semiconductors.
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Potencjat periodyczny

Twierdzenie Blocha Y, 2P = up (He*

u, () ug )

Funkcje Blocha, ktorych
wektory falowe réznig sie o

wektor sieci odwrotnej sg A P
IDENTYCZNE!
Vuiss® = U5 28 M
7/ /N \ |
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Potencjat periodyczny

Twierdzenie Blocha

Funkcje Blocha, ktorych wektory falowe réznig sie o wektor przestrzeni odwrotne;j G sg takie
| - - = - - -
same! l/)n,fc’+é(r) = Y,z (#) G =hg, + kg, +1g3

Co z energig?

=2
(p— + V(ﬂ) 2@ = E(n k) ¥,

zmo
ﬁz - -
2m, +V(@) |, 46 = E(n,k+G) Ve ()
Energia jest periodyczng funkcjg wektora falowego K = E(Tl, k) = E(n, k + 5)



Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronow 21
Wartosci wtasne energii sg periodyczng funkcja liczby kwantowej K. |gi| = m
l

En(E) = En(E + 5)

Model prawie swobodnych elektronéw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od

wektora falowego wyraza sie wzorem: p212

2m

En=1(E) =
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Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronow 21
Wartosci wtasne energii sg periodyczng funkcja liczby kwantowej K. |gi| = m
l

E, (k) = E,(k + G)

Model prawie swobodnych elektronéw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od
wektora falowego wyraza sie wzorem: N
50 Wyraza SIs h2k? n2(k + G)
2

m 2m

Ep_1(k) = =E(k+G) =
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Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronow 21
Wartosci wtasne energii sg periodyczng funkcja liczby kwantowej K. |gi| = m
l

E, (k) = E,(k + G)

Model prawie swobodnych elektronéw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od
wektora falowego wyraza sie wzorem: N
50 Wyraza SIs h2k? n2(k + G)
2

—= (k+G) = -

Ep_i(k) =

(oLl ol

2019-01-22
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Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronow 21
Wartosci wtasne energii sg periodyczng funkcja liczby kwantowej K. |gi| = m
l

E, (k) = E,(k + G)

Model prawie swobodnych elektronéw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od
wektora falowego wyraza sie wzorem: N
50 Wyraza SIs h2k? n2(k + G)
2

m 2m

Ep_1(k) = =E(k+G) =

Lol l LNl ol

I
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Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronow 21
Wartosci wtasne energii sg periodyczng funkcja liczby kwantowej K. |gi| = m
l

E, (k) = E,(k + G)

Model prawie swobodnych elektronéw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od
wektora falowego wyraza sie wzorem: N
50 Wyraza SIs h2k? n2(k + G)
2

m 2m

Ep_1(k) = =E(k+G) =
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Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronow 21
Wartosci wtasne energii sg periodyczng funkcja liczby kwantowej K. |gi| = A
l

E, (k) = E,(k + G)

Model prawie swobodnych elektronéw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od
wektora falowego wyraza sie wzorem: N
50 Wyraza SIs h2k? n2(k + G)
2

m n(k+6) = 2m

Ep_i(k) =

Jest tzw. zredukowana strefa Brillouina.
Na granicy strefy +/- G/2=mn/a wartosci
energii sg zdegenerowane.
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Podstawy modelu jednoelektronowego

Twierdzenie Blocha T

Pojawia sie przerwa energetyczna na granicy strefy Brillouina
|

A nowa wspotrzedna

/{

|_—T S

! T k
a,

2 X
‘ ‘ ‘ = ~ COS T—
Wiy, g
Z N . 7 X

=wFy_~sin“n—

X

2 'mw o a
_7_5 E Cl a Cl Cl
DTSR
9 W D D ) ) ) ) W 9 2 )

DO OOOOOOOE
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Podstawy modelu jednoelektronowego

Twierdzenie Blocha T

I
I
. . . . . . 1
Pojawia sig przerwa energetyczna na granicy strefy Brillouina |
: : I

. I I I : <£: <€—— nowa wspbdtrzedna
I
I

: : I
| | I I
! N\ [\
! v\ [\
I I
| N\ L —T
| I : ! ! |7T k
I I ! : ! I — X
: ! : I I I ax* x
I _ ~ 2"
I I ]
1.4(\'/\.'4.'/"\-‘/\; * .2 X
' ' | =y y_~sin 71—,
27 'm ' 2r ' 4m ' 6m ' 8m ‘ i
a a a a a a a
—
D W .

9 9 I 9 I 9 I 9 I
DO OOOOOOOE
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Podstawy modelu jednoelektronowego

Twierdzenie Blocha T

|

|

Pojawia sie przerwa en_ergefcyczqa na_grar}icy strefy Brillouina :
- - 1

| | | | | I I I K :

|

I

<€—— nowa wspbdtrzedna

X

|

|

I

|

|

I

|

; |

| _—

| a

| | | X
1 1 - X
* 2

! = ~ COS8 T—

\/ ¥+ a

1 ’
m * . 2 X

' ' | =W y_ ~sin"mT—,

“onr ' 4m ' 6m ' 8m ‘ a

2m ' w

T
a a a a a a a
a'X
G——
9 I I

9 9 I 9 I 9 I 9 I
DO OOOOOOOE

2019-01-22



Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina
ﬁ = nlal + nzc_iz +Tl3C_l)3, n; € Z

-

G = mya; + myd, + msas, m; € Z

Strefa Brillouina w przestrzeni 1-wymiarowej
X

_ . —
T I
“a 0 P

Strefa Brillouina w przestrzeni 2-wymiarowej, siec
ukosnokatna.

{1

i
®

2019-01-22

1-1.1

}
>

200 |
‘kv/ N

11,1

Strefa Brillouina dla sieci kubicznej powierzchniowo
centrowanej (fcc). Ograniczajgce strefe Sciany
kwadratowe i szesciokatne pochodzg, odpowiednio,
od punktéw sieci odwrotnej typu (2,0,0)i(1,1,1).




Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina

R = nyd; + nyd, + n3ds, n; € Z Konstrukcja stref Brillouina w
G = myd + myds + mads m; € 7 dwuwymiarowej, kwadratowej sieci
)
odwrotnej

C_i;kC_l)] = 27'[5”'

Q @ L O 0 o O O O O O Q|10 1V
o O O O o O % Q @ Q| |0 ©
© O T O O o O ‘ O © © O |e@| O O
©c O O O O o O O O O © O[O0 ]|]0 O
©c O O O O O @ » © O O Q|| 0

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php
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Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina
I_é = nlal + nzc_iz +Tl3C_l)3, n; € Z

-

G = mya; + myd, + msas, m; € Z

C_i;kC_l)] = 27T5ij

O 60|00 © o w|ol| & o
o olo|lo © RS O
O O© g B ) O
o o|lo|lo o ;&/ o S
o ole|lo © O ,@/ /;*9\ O

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php
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Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina
ﬁ = nlal + nzc_iz +Tl3C_l)3, n; € Z

-

G = mya; + myd, + msas, m; € Z

c_ifc_i] = Zﬂ(yij

é www.doitpoms.ac.uk

i wwwl.dnit 5.ac.uk

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php
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Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina

R = nlal + nzc_iz + Tlgc_l)3, n; € Z
= -
G = myd; + myd; + msds, m; € Z
S>% >
a;a; = 27T5ij
© @ @
@
@ @
0 N .doit's.ac.uk‘ doit'ls.ac.u

2019-01-22

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php
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Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina
I_é = nlal + nzc_iz +Tl3C_l)3, n; € Z

-

G = mya; + myd, + msas, m; € Z

c_ifc_i] = 27'[(3}]'

www.doitpoms.ac.uk
g vw.cot

cc)(d 9 oit'ls.ac.u

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php
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Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina

R = nlC_l)l + nzc_iz + Tl3C_l)3, n; € Z lA H
G = mya; + myd, + msas, m; € Z VL
e st

Struktura bcc

Struktura fcc

Struktura heksagonalna

1
3 b a e,

Ibach, Luth
2019-01-22




Potencjat periodyczny

Fig. 2.2. (a) The crystal structure of diamond and zinc-blende (ZnS). (b) the fcc lattice
showing a set of primitive lattice vectors. (¢) The reciprocal lattice of the fcc lattice shown
with the first Brillouin zone. Special high-symmetry points are denoted by I'. X, and L.

Yu, Cardona Fundametals of semiconductors

while high-symmetry lines joining some of these points are labeled as A and A



Metoda ciasnego wigzania - wnioski

16+
- 1
g '|E' A T .._EF_ S =
E__ L
& 8 Al e
5 F 4
A -
D -
r X W r U X
a Reduced wave vector

Fig. 7.11. (a) Theoretical bandstructure E(k) for Al along directions of high symmetry (I
is the center of the Brillouin zone). The dotted lines are the energy bands that one would
obtain if the s- and p-electrons in Al were completely free (“empty” lattice). After [7.3].
(b) Cross section through the Brillouin zone of Al The zone edges are indicated by the
dashed lines. The Fermi “sphere™ of Al ( ) extends beyond the edges of the first Bril-
louin zone
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Spektroskopia fotoemisyjna

zrédto UV analizator energii
\
/\d % %
W_ 8 detektor
a probka
fe- hw =
o | F——hw—l |
o) ,'I' 1]
(=) 'l all
l’|| II\\,/ :
1z lI \ 4’ |\ >
Er EVac energi 0
gia pasmowa
o
Ee
- I
k-
w
o

P

energia kinetyczna E,

oy
o energia wigzania

H. Ibach, H. Liith, Solid-State Physics

2019-01-22

ha)=qb+Ekin+Eb

i

praca wyjscia bariera potencjatu

Rotatable Fringe field
sample comection

_{"b

Hemispherical
deflector

Electron
multiplier

Fig. V.1. Experimental setup for photoemission spectroscopy




Spektroskopia fotoemisyjna

(a) (b) hw = ¢ + Eyin + Ep

| . i

praca wyijscia

Fig. V.3. Illustration of the photoemission process. (a) A photon of energy hi excites an
clectron from the initial state E%(k) to the final state (k) above the vacuum level E, ..
The kinetic energy of the photoemitted electron is E,,, = E'(k) — E,__. (b) The wave vec-
tors of the eectron inside A"™ and outside &A™ have the same parallel components since
the spatial phase irj k)| has to be identical to make the wave function continuous at any
given pomnt r| of the surface
Rys. V.2. Pomiar rozktadu katowego widma fotg. 4'
elektronéw z powierzchni miedzi. Widmo (a) zareje.
strowano z powierzchni Cu(111) w kierunku [111),
Widma (b) i (c) pochodzg z powierzchni Cu(110)
rejestrowane byly pod katami biegunowymi odpo-
wiednio 35,2° i 52,5°. Wielko$¢ wektora k stany
poczatkowego odpowiadajacego widmu (a) wyzna-
czona jest przez rzut wektora k, dla ktérego takie
samo widmo rejestrowane jest z powierzchni (110)
(wg [V.2])

H. Ibach, H. Liith, Solid-State Physics

2019-01-22

natezenie promieniowania (jednostki wzgledne)

bariera potencjatu

(110)

-4 =3 -2 -1
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Spektroskopia fotoemisyjna

Struktura pasmowa ciat statych

Wyznaczanie struktury pasmowej
I

M K I M K M'
. ” E N
| |
- P | e A |
s [ u o S
> : | : : | P ,,,,
10 L & : e |
GCJ /J 62 i i i o i
L ¢ | 2" |
(@)] | '
s |\ i SN €=
= ; | & |
20 [ : : I 0'3 : : 03:
: | | F i |
I .
| 1 | | I
0 0 1 2

k A’
oA ) Phys. Rev. B 71, 161403 (2005)

http://www.physics.berkeley.edu/research/lanzara/research/Graphite.html



http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.71.161403

Spektroskopia fotoemisyjna

Struktura pasmowa ciat statych

Wyznaczanie struktury pasmowej

M K I M K M'
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e | ' XX <A
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S:j | K 71 l i
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o ARPES o | P '
I ~ | ARPES s a Photon-in I\ |
M oo | || Electron —out Probe. . G. |
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I probe the momenturm E i
L1 | resolved band structure of o : I |
0 materials and to provide R e 2
direct insight on the many T
interaction in solids. 71, 161403 (2005)
ira/research/Graphite.html
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Rownanie kp — masa efektywna

Blisko lezgce pasma

-]

\r
1 -

L A T A X UK )3 r
k

27,2

Rozwijamy En(l_é) = (En — hZ:;

) wokot punktu ekstremalnego, np. k = 0:

Landolt-Boernstein

2019-01-22 54




Rownanie kp — masa efektywna

@z = e’ Tu, (@)

Wektor k nie jest pedem (operator pedu p = —ihV)
D0z (@) = —ih (u, 7 ik + Vi, (7)) e 2 bk, (7)
Funkcja Blocha w rownaniu Schrédingera:

Agonjé (r) == (Aunﬁ (7) + ZiEVun} () — Ezun} (7_'))) ek

Po wstawieniu do réwnania i uproszczeniu przez e'*” dostajemy réwnanie na unE(F):

n A h '1?\7+h2 k2 G —<p2+hﬁ“+h2]z2> @)
2m m " 2m Ung\) = p m ) Pk

Réwnanie Schrodingera na obwiednie u_ 7 (7):

A2 27,2
p h M A - - h’ k -
<% + E kp + V(T)) un,%(r) = <En — m )un}(r




Rownanie kp — masa efektywna

@z = e’ Tu, (@)

Wektor k nie jest pedem (operator pedu p = —ihV)
D0z (@) = —ih (u, 7 ik + Vi, (7)) e 2 bk, (7)
Funkcja Blocha w rownaniu Schrédingera:

Agonjé (r) == (Aunﬁ (7) + ZiEVun} () — Ezun} (7_'))) ek

Po wstawieniu do réwnania i uproszczeniu przez e'*” dostajemy réwnanie na unE(F):

n A h kV + n k2 G —(ﬁz + h E“+h2]z2> @)
2m m " 2m Ung\) = p m ) Pk

Réwnanie Schrodingera na obwiednie u_ 7 (7):

A2 27,2
p h M A - - h’ k -
<% + E kp + V(T)) un,%(r) = <En — m )un}(r
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Rownanie kp — masa efektywna

Réwnanie Schrodingera na obwiednie u 7 (7):

A2 B hZEZ
(;— + — kp + V(r)) nk(r) = <E ~ = )un,,;(f’)

Jest to tzw. rownanie kp wykorzystywane do obliczen energii i funkcji falowych wokét pewnego
znanego rozwigzania dla k = k.

Petny hamiltonian
B, o @ = (A + ), 3@ = Ey(kK)u, ()

Zaburzenie:

-~

o oy
H—E(k ko)P

Funkcje u, 7 (7) oraz energie En(l_c)) znajdujemy w rachunku zaburzen

2019-01-22




Rownanie kp — masa efektywna

272

Rozwijamy En(l_c)) = (En — hzj:l

) wokot punktu ekstremalnego, np. k = 0:

R , |H,,|?
E,(k) = E,(0) + Hy},, + £ = £ (0) + o
N

Dla
3

ih -
Hy, = fun o(MH' U0 (7) d’r = —— k Un,o () Vuy o () d’r = 2 ak;

i=1
- - q
Liniowe w k

E, (k) = E,(0) + %aiki +Zi(— 8;j + bu> ok + -

W ekstremun(cz’fony liniowe znikajg

Fa(F) = E <0)+ZZ( L

1=

2019-01-22




Rownanie kp — masa efektywna

E (k) =E (0)+22( )hzkk +

=1 j=1
Wprowadzamty tzw. tensor odwrotnosci masy efektywne;j:

0 3 0 3
1 _ 5 N 3 z J uno ox; U d3r - [y 0%; Uy d’r
m;; m mb? E,(0) — E;(0)

Y l#n

Tensor jest symetryczny (m;; = m;;). Jesli ekstremum energii jest w punkcie I'(k=0) to

powierzchnia statej energii jest elipsoidg w przestrzeni E, ktéra po sprowadzeniu do osi
gtownych ma postaé:

kZ k%2 kZ
e e
m; m; Mm;

s h2
E,(k) = E,(0) + 5 (

Gdzie m; to masy efektywne w kierunku osi gtéwnych.
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Rownanie kp — masa efektywna

Energia E, (k) wokét ekstremum dla krysztatu jednoosiowego (np. GaN):

h2<kf+k§+k§>

* *
2 my m

E, (k) = E,(0) +

Dla krysztatu kubicznego:

21,2

S h2k
E,(k) = E,(0) + o

tzw. pasmo sferyczne

W poblizu ekstremum (np. punkt I'(k=0)) mozemy ograniczy¢ sie do przyblizenia parabolicznego
— pasmo parabloczne.

W ogdlnosci w zaleznosci energii od wektora falowego wystepujg cztony wyzszego rzedu, ktére
zostaty zaniedbane (wyzsze rzedy rachunku zaburzen).

W ogdlnosci energia elektronu jest funkcjg sktadowych wektora falowego k=(k,,k,,Ks).
Powierzchnia statej energii w ogélnym przypadku moze mie¢ skomplikowany charakter, a jej
ksztatt zalezy od wszystkich pasm.

Badanie tensora masy efektywnej to jeden z gtdwnych problemadw fizyki ciata statego.

2019-01-22 60




Rownanie kp — masa efektywna

Energia E,(K) wokét ekstremum

kz Pasmo niesferyczne

El.

n| Pasmo nieparaboliczne

N
NI

Przykladowa zalezno$¢ energii standéw Przykladowe powierzchnie stalej energii w
pasma n od wektora falowego k. dwuwymiarowej przestrzeni k.

R. StepniewsKi
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Rownanie kp — masa efektywna

Struktura pasmowa ciat statych

Przyktady:
NN
AT
<
- Si LA
B

L I X

.

\)

Energy eV)

L

7
—

—e—e dziury D. Wasik.

oooooooooooo
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Rownanie kp — masa efektywna

Struktura pasmowa ciat statych

Pas
przéwodnictwa

2019-01-22

Energy eV)

D. Wasik.




Rownanie kp — masa efektywna

The energy E, (k) around extremum for the uniaxial crystal (np. GaN):

hz(k§+k§+k§>

2 *

En(z) = E,(0) + m mi,[

For a cubic crystal:

h?k? Vd (ke):_ve(ke)

E,(k) = E,(0) +
)= B0 50 e AE vi(kg)=v,(k,)

bez par
f_f pary

\ ka3
=

2019-01-22




Rownanie kp — masa efektywna

Elektrony i dziury

2N 2N 2N
fa=21k;) kg =2 k; =2k —k, =k,
i=1 =1

=1

i#] 1#]
- h2 k2 vi(k,)=-v,(k,)
En(k) = E,(0) £ o )
m AS ‘;E Vg (krj) — ve(ke)
k k R, bez pary

":r
‘fr
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Tight-Binding Approximation

2019-01-22

€ DCDCD

€CDE-DECD
CHDCDCD

CDCDCD
C-DCDECD
C-DCDCD

| @
]—> xory
(b) E(K)# (c)
kB k,

FGURE 2.17. Valence bands constructed from p orbitals. (a) Lattice of p- orbitals. (b) Bal
structure of the p. orbitals only; the band is ‘light’ along £, to the right and ‘heavy™ ulong &, (or
k) to the [eft. (c) Total bands from all three p orbitals, showing a doubly degenerate “heavy ™ band
and a single ‘light” band.



Rownanie kp — masa efektywna

Elektrony i dziury

2N 2N 2N
fd = Zf(k.t) kdzzkfzzki_ke:_ke
i=1 =1 =1

. S
1+] '

Sy h2k> Vd (ke):_ve(ke)
En(k) — En(O) -I—_ 2m* Vd (kd) - Vg(ke)

a) b) c)
¢

e

i» i’
el deden S5 et a3
O e — e
bez pary
bez pary
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Potencjat kulombowski (ekscyton)

NAJPIERW:
Potencjat kulombowski 3D w pdétprzewodniku o statej dielektrycznej &,., masie efektywnej m™:

e’ 1

Ate, g T

e2 \* m h? 1 e?

V(r) = —

drey ) 2h2 - 2ma3 N 2 Ameyag
Amreyh? .
apg = > =05A
mgpe
E R ! m*\ 1 1
" " <m0> e Y n2

. Ame.goh* /my Mo
ah == () = a2 (332)
mee? \m m
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Potencjat periodyczny

W przypadku funkcji Blocha @3 (#) = u;, (F)e"%f :
or(F + N; d;) = uz (7 + N; &) e kN &)
(;)eiﬁfeikNj d;

= u% ‘T
Musimy zazada¢, zeby e'¥Nidj = 1 L,
- 2T  4m 21N v
ki=0+—,£—, ... %
. . L.
j j j

dozwolone wektory falowe stanowig dyskretng sie¢ punktow réwnomiernie roztozong w
przestrzeni wektora falowego; komorke elementarng sieci odwrotnej (strefe Brillouina) wypetnia
N; - N, - N;
takich punktéw. Tyle tez bedzie stanow w kazdym pasmie. Ny, N5, N3 mogg by¢ rdzne, ale

najczesciej przyjmujemy takie same

M. Baj Fizyka materii skondensowanej i struktur potprzewodnikowych
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Gestosc stanow

GQStOS’é stanow Ioé¢ stanéw na jednostke energii p™ (E) (zalezy od iloéci wymiaréw)
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Gestosc¢ stanow 3D
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Gestosc stanow

Wewnatrz studni:
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Gestosc stanow
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F1G. 2. Density of states of Al. The states responsible for structure are indicated by letters denoting their irreducible
representations. The arrows at 1.4, 2.4, 5.5, and 13 eV indicate the location of structure in the experimental K absorption in

Ref. 6. Michat Baj

Szmulowicz, F., Segall, B.: Phys. Rev. B21, 5628 (1980).
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The band theory of solids.
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Fig. 11.4. Room-temperature bandgap energy versus lattice constant of common

elemental and binary compound semiconductors.
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Rownanie kp — masa efektywna

Blisko lezgce pasma
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Rozwijamy En(l_é) = (En — hZ:;

) wokot punktu ekstremalnego, np. k = 0:

Landolt-Boernstein
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