
Wstęp do Optyki
i Fizyki Materii SkondensowanejI

Wydział Fizyki UW

Jacek.Szczytko@fuw.edu.pl

Piotr.Fita@fuw.edu.pl

Ciało stałe 4

1100-3003



Nasz cel:
Twierdzenie Blocha

2019-01-22

2

𝜑𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟



Twierdzenie Blocha
Jeśli potencjał jest periodyczny 

gdzie tzw. f. Blocha:

to rozwiązania równania Schrödingera

Wektory sieci Bravais

mają postać:
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Potencjał periodyczny 

𝑉 Ԧ𝑟 = 𝑉 Ԧ𝑟 + 𝑅

𝑝2

2𝑚
+ 𝑉 Ԧ𝑟 𝜑𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝐸𝑛,𝑘𝜑𝑛,𝑘 Ԧ𝑟

𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 + 𝑅

𝜑𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝜑𝑛,𝑘+ Ԧ𝐺 Ԧ𝑟

𝜑𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟

funkcja Blocha,
stan Blocha

amplituda Blocha,
obwiednia Blocha

fala płaska



Potencjał periodyczny 
W przypadku funkcji Blocha 𝜑𝑘 Ԧ𝑟 = 𝑢𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟 :

𝜑𝑘 Ԧ𝑟 + 𝑁𝑗 Ԧ𝑎𝑗 = 𝑢𝑘 Ԧ𝑟 + 𝑁𝑗 Ԧ𝑎𝑗 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟+𝑁𝑗 𝑎𝑗

= 𝑢𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟𝑒𝑖𝑘𝑁𝑗 𝑎𝑗

Musimy zażądać, żeby 𝑒𝑖𝑘𝑁𝑗 𝑎𝑗 = 1

dozwolone wektory falowe stanowią dyskretną sieć punktów równomiernie rozłożoną w 
przestrzeni wektora falowego; komórkę elementarną sieci odwrotnej (strefę Brillouina) wypełnia 

𝑁1 ⋅ 𝑁2 ⋅ 𝑁3
takich punktów. Tyle też będzie stanów w każdym paśmie. 𝑁1, 𝑁2, 𝑁3 mogą być różne, ale 
najczęściej przyjmujemy takie same

LxLy

Lz
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𝑘𝑗 = 0,±
2𝜋

𝐿𝑗
, ±

4𝜋

𝐿𝑗
, … ,±

2𝜋𝑁𝑗

𝐿𝑗

M. Baj  Fizyka materii skondensowanej i struktur półprzewodnikowych



Gęstość stanów
Gęstość stanów
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Warunki Borna-Karmana

Skończone rozmiary kryształu Lx, Ly, Lz

𝜓𝑛,𝑘– postać funkcji Blocha

Jeśli nasz kryształ ma skończone rozmiary zbiór wektorów k jest skończony (choć olbrzymi!), np. 
możemy przyjąć periodyczne warunki brzegowe i wtedy:

kx

ky

Ilość stanów 
w objętości

Ilość stanów na jednostkę energii 𝜌𝑛𝐷(𝐸) (zależy od ilości wymiarów)

𝑘𝑗 = 0,±
2𝜋

𝐿𝑗
, ±

4𝜋

𝐿𝑗
, … ,±

2𝜋𝑁𝑗

𝐿𝑗

𝑒𝑖𝑘𝑥𝐿𝑥 = 1

𝑒𝑖𝑘𝑦𝐿𝑦 = 1
𝑒𝑖𝑘𝑧𝐿𝑧 = 1

𝜓𝑛,𝑘 𝑥 + 𝐿𝑥 , 𝑦, 𝑧 = 𝜓𝑛,𝑘 𝑥, 𝑦 + 𝐿𝑦 , 𝑧 = 𝜓𝑛,𝑘 (𝑥, 𝑦, 𝑧 + 𝐿𝑧)

=
2

2𝜋
𝐿𝑥

×
2𝜋
𝐿𝑦

×
2𝜋
𝐿𝑧

=
2𝑉

2𝜋 3 2𝜋

𝐿𝑦 2𝜋

𝐿𝑥



Density of states
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kx

ky

2𝜋

𝐿𝑦 2𝜋

𝐿𝑥

Gęstość stanów w przestrzeni 𝑘
𝑛 wymiarowej (na jednostkę objetości)

𝜌𝑘
𝑛𝐷 = 2

1

2𝜋

3

Case 3D:

𝜌𝑘
𝑛𝐷 = 2

1

2𝜋

2

Case 2D:

𝜌𝑘
𝑛𝐷 = 2

1

2𝜋

1

Case 1D:

Gęstość stanów

Jeśli nasz kryształ ma skończone rozmiary zbiór wektorów k jest skończony (choć olbrzymi!), np. 
możemy przyjąć periodyczne warunki brzegowe i wtedy:

Ilość stanów na jednostkę energii 𝜌𝑛𝐷(𝐸) (zależy od ilości wymiarów)

Ilość stanów 
w objętości

=
2

2𝜋
𝐿𝑥

×
2𝜋
𝐿𝑦

×
2𝜋
𝐿𝑧

=
2𝑉

2𝜋 3
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Periodic potential
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W. R. Fahrner (Editor) Nanotechnology and Nanoelectronics

The electronic band structure



Model ciasnego wiązania (LCAO)
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Budujemy kryształ z atomów – bazą są jednoelektronowe funkcje falowe elektronów 
znajdujących się na poziomach 𝐸𝑖 swobodnych atomów rozmieszczonych w węzłach sieć 
krystalicznej 𝐻 = 𝐻𝐴 + 𝑉′:

𝐻𝐴 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 𝜑𝑗 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 = 𝐸𝑗𝜑𝑗 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛

𝐻 = 𝐻𝐴 + 𝑉′ = −
ℏ2

2𝑚
Δ + 𝑉𝐴 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 + ෍

𝑚≠𝑛

𝑉𝐴 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑚

gdzie mała poprawka od potencjału pochodzącego od wszystkich pozostałych atomów:

𝑉′ Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 = ෍

𝑚≠𝑛

𝑉𝐴 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑚

𝑗-ty stan 𝑒 Atom w położeniu 𝑅𝑛Oddziaływanie 𝑒 z
„własnym” atomem

𝐻𝐴 = −
ℏ2

2𝑚
Δ + 𝑉𝐴 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛



Model ciasnego wiązania (LCAO)
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Budujemy kryształ z atomów – bazą są jednoelektronowe funkcje falowe elektronów 
znajdujących się na poziomach 𝐸𝑖 swobodnych atomów rozmieszczonych w węzłach sieć 
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LCAO (linear combination of atomic orbitals) dość dobrze opisuje pasma elektronowe powstałe 
na bazie wewnętrznych powłok elektronowych atomu (walencyjne). Metoda mniej dokładna dla 
elektronów przewodnictwa.

Model ciasnego wiązania nadaje się np. do opisu pasm 𝑑 metali przejściowych czy pasm 
walencyjnych kryształów kowalencyjnych.

𝐻 = 𝐻𝐴 + 𝑉′ = −
ℏ2

2𝑚
Δ + 𝑉𝐴 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 + ෍

𝑚≠𝑛
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𝑗-ty stan 𝑒 Atom w położeniu 𝑅𝑛Oddziaływanie 𝑒 z
„własnym” atomem

𝐻𝐴 = −
ℏ2

2𝑚
Δ + 𝑉𝐴 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛



Model ciasnego wiązania (LCAO)
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Przybliżone rozwiązanie w postaci funkcji Blocha:

Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟 =෍

𝑛

𝑎𝑛𝜑𝑗 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 =෍

𝑛

exp 𝑖 𝑘𝑅𝑛 𝜑𝑗 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛

Sprawdzić:
Φ𝑗,𝑘+ Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 = Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟

Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟 + 𝑇 = exp 𝑖 𝑘𝑇 Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟

Energie wyznaczmy metodą wariacyjną:

𝐸 𝑘 ≤
Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟 𝐻 Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟

Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟 Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟

Wyrażenie 

Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟 Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟 =෍

𝑛,𝑚

exp 𝑖𝑘 𝑅𝑛 − 𝑅𝑚 න𝜑𝑗
∗ Ԧ𝑟 − 𝑅𝑚 𝜑𝑗 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 𝑑𝑉

łatwo uprościć zakładając małe nakrywanie się funkcji falowych dla 𝑛 ≠ 𝑚 (liczymy tylko dla 𝑛)

Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟 Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟 =෍

𝑛

න𝜑𝑗
∗ Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 𝜑𝑗 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 𝑑𝑉 = ⋯ … = 𝑁



Model ciasnego wiązania (LCAO)
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Przybliżone rozwiązanie w postaci funkcji Blocha:

Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟 =෍

𝑛

𝑎𝑛𝜑𝑗 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 =෍

𝑛

exp 𝑖 𝑘𝑅𝑛 𝜑𝑗 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛

Sprawdzić:
Φ𝑗,𝑘+ Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 = Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟

Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟 + 𝑇 = exp 𝑖 𝑘𝑇 Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟

Energie wyznaczmy metodą wariacyjną:

𝐸 𝑘 ≤
Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟 𝐻 Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟

Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟 Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟

𝐸 𝑘 ≈
1

𝑁
Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟 𝐻 Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟 =

=෍

𝑛,𝑚

exp 𝑖𝑘 𝑅𝑛 − 𝑅𝑚 න𝜑𝑗
∗ Ԧ𝑟 − 𝑅𝑚 𝐸𝑗 + 𝑉′ Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 𝜑𝑗 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 𝑑𝑉



Model ciasnego wiązania (LCAO)
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Energie wyznaczmy metodą wariacyjną:

𝐸 𝑘 ≤
Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟 𝐻 Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟
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𝐸 𝑘 ≈
1

𝑁
Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟 𝐻 Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟 =

=෍

𝑛,𝑚
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Ograniczymy się tylko do wyrazów diagonalnych 𝑅𝑛 = 𝑅𝑚 w członie z 𝐸𝑗

Ograniczymy się tylko do najbliższych sąsiadów



Model ciasnego wiązania (LCAO)
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𝐸 𝑘 ≈
1

𝑁
Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟 𝐻 Φ𝑗,𝑘 Ԧ𝑟 =

=෍

𝑛,𝑚

exp 𝑖𝑘 𝑅𝑛 − 𝑅𝑚 න𝜑𝑗
∗ Ԧ𝑟 − 𝑅𝑚 𝐸𝑗 + 𝑉′ Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 𝜑𝑗 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 𝑑𝑉

Jeśli funkcje 𝜑𝑗 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 są sferycznie symetryczne (stany 𝑠), to całki nakrywania zależą od 

odległości pomiędzy poszczególnymi węzłami:

𝐸𝑛 𝑘 ≈ 𝐸𝑗 − 𝐴𝑗 − 𝐵𝑗෍

𝑚

exp 𝑖𝑘 𝑅𝑛 − 𝑅𝑚

𝐴𝑗 = −න𝜑𝑗
∗ Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 𝑉′ Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 𝜑𝑗 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 𝑑𝑉

𝐵𝑗 = −න𝜑𝑗
∗ Ԧ𝑟 − 𝑅𝑚 𝑉′ Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 𝜑𝑗 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 𝑑𝑉

Ograniczymy się tylko do wyrazów diagonalnych 𝑅𝑛 = 𝑅𝑚 w członie z 𝐸𝑗

Ograniczymy się tylko do najbliższych sąsiadów

Ograniczymy się tylko do najbliższych sąsiadów 𝑅𝑛



Model ciasnego wiązania (LCAO)
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Jeśli funkcje 𝜑𝑗 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑛 są sferycznie symetryczne (stany 𝑠), to całki nakrywania zależą od 

odległości pomiędzy poszczególnymi węzłami:

𝐸𝑛 𝑘 ≈ 𝐸𝑗 − 𝐴𝑗 − 𝐵𝑗෍

𝑚

exp 𝑖𝑘 𝑅𝑛 − 𝑅𝑚

Wynik sumowania zależy od struktury, dla której wykonujemy rachunki

Dla struktury 𝑠𝑐: 𝑅𝑛 − 𝑅𝑚 = ±𝑎, 0,0 ; 0, ±𝑎, 0 ; 0,0, ±𝑎 ;

𝐸𝑛 𝑘 ≈ 𝐸𝑗 − 𝐴𝑗 − 2𝐵𝑗 cos 𝑘𝑥𝑎 + cos 𝑘𝑦𝑎 + cos 𝑘𝑧𝑎

Dla struktury 𝑏𝑐𝑐:

𝐸𝑛 𝑘 ≈ 𝐸𝑗 − 𝐴𝑗 − 8𝐵𝑗 cos
𝑘𝑥𝑎

2
cos

𝑘𝑦𝑎

2
cos

𝑘𝑧𝑎

2

Dla struktury 𝑓𝑐𝑐:

𝐸𝑛 𝑘 ≈ 𝐸𝑗 − 𝐴𝑗 − 4𝐵𝑗 cos
𝑘𝑥𝑎

2
cos

𝑘𝑦𝑎

2
+ 𝑐. 𝑝.



Model ciasnego wiązania (LCAO)
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Dla struktury 𝑠𝑐: 𝑅𝑛 − 𝑅𝑚 = ±𝑎, 0,0 ; 0, ±𝑎, 0 ; 0,0, ±𝑎 ;

𝐸𝑛 𝑘 ≈ 𝐸𝑗 − 𝐴𝑗 − 2𝐵𝑗 cos 𝑘𝑥𝑎 + cos 𝑘𝑦𝑎 + cos 𝑘𝑧𝑎
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𝐵
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−
න
𝜑
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Ԧ𝑟
−
𝑅
𝑚
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′
Ԧ𝑟
−
𝑅
𝑛

𝜑
𝑗
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Metoda ciasnego wiązania - wnioski
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Be

C, Si, Ge



Metoda ciasnego wiązania - wnioski
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W ramach metody ciasnego wiązania powstawanie pasm wyjaśniamy jako efekt wzajemnego 
oddziaływania stanów atomowych poszczególnych atomów tworzących ciało stałe. Stany 
atomowe klasyfikujemy jako należące do odpowiednich powłok: 

H
. I

b
ac

h
, H

. L
ü

th
, S

o
lid

-S
ta

te
 P

h
ys

ic
s

Jeśli w krysztale makroskopowym mamy N 
komórek elementarnych, to każdemu stanowi 
atomowemu, odpowiada N lub 2N miejsc na 
elektrony – odpowiednio: bez uwzględnienia 
spinu lub z uwzględnieniem spinu

W takim razie, jeśli uwzględnić spin, to w 
każdym paśmie jest 2N miejsc na elektrony 



Metoda ciasnego wiązania - wnioski
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W ramach metody ciasnego wiązania powstawanie pasm wyjaśniamy jako efekt wzajemnego 
oddziaływania stanów atomowych poszczególnych atomów tworzących ciało stałe. Stany 
atomowe klasyfikujemy jako należące do odpowiednich powłok: 
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Nieparzysta liczba 
elektronów na 
komórkę (metal)

Parzysta liczba 
elektronów na 
komórkę (niemetal)

Parzysta liczba elektronów na 
komórkę ale przekrywające się 
pasma (metale II grupy, np. Be 
→ slajd później!)



Model ciasnego wiązania (LCAO)
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Dla struktury 𝑠𝑐: 𝑅𝑛 − 𝑅𝑚 = ±𝑎, 0,0 ; 0, ±𝑎, 0 ; 0,0, ±𝑎 ;

𝐸𝑛 𝑘 ≈ 𝐸𝑗 − 𝐴𝑗 − 2𝐵𝑗 cos 𝑘𝑥𝑎 + cos 𝑘𝑦𝑎 + cos 𝑘𝑧𝑎
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𝐵
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න
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Tight-Binding Approximation



Model ciasnego wiązania (LCAO)
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Dla struktury 𝑠𝑐: 𝑅𝑛 − 𝑅𝑚 = ±𝑎, 0,0 ; 0, ±𝑎, 0 ; 0,0, ±𝑎 ;

𝐸𝑛 𝑘 ≈ 𝐸𝑗 − 𝐴𝑗 − 2𝐵𝑗 cos 𝑘𝑥𝑎 + cos 𝑘𝑦𝑎 + cos 𝑘𝑧𝑎
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Landolt-Boernstein

Expanding 𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 −
ℏ2𝑘2

2𝑚
near extremum, e.g. 𝑘 = 0:

The electronic band structure
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Landolt-Boernstein

Expanding 𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 −
ℏ2𝑘2

2𝑚
near extremum, e.g. 𝑘 = 0:

The electronic band structure



Potencjał periodyczny 
Twierdzenie Blocha
•Ponieważ funkcja Blocha przesunięta o wektor sieci odwrotnej nie zmienia się to wygodnie jest 
przedstawiać wyniki tylko w I-szej strefie Brillouina. Trzeba wówczas numerować pasma 
energetyczne.
•Stan elektronu w ciele stałym zadany jest przez wektor falowy z I-szej strefy, numer pasma oraz 
rzut spinu.

2019-01-22
28
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Struktura pasmowa
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𝑘1 − 𝑘2 = Ԧ𝐺

𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝑢𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟

Funkcje Blocha, których 
wektory falowe różnią się o 
wektor sieci odwrotnej są 
IDENTYCZNE!

Potencjał periodyczny 
Twierdzenie Blocha

𝜓𝑛,𝑘+ Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 = 𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟



Funkcje Blocha, których wektory falowe różnią się o wektor przestrzeni odwrotnej Ԧ𝐺 są takie 
same!
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Potencjał periodyczny 

𝜓𝑛,𝑘+ Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 = 𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 Ԧ𝐺 = ℎ Ԧ𝑔1 + 𝑘 Ԧ𝑔2 + 𝑙 Ԧ𝑔3

Twierdzenie Blocha

Co z energią? Ԧ𝑝2

2𝑚0
+ 𝑉 Ԧ𝑟 𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝐸 𝑛, 𝑘 𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟

Ԧ𝑝2

2𝑚0
+ 𝑉 Ԧ𝑟 𝜓𝑛,𝑘+ Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 = 𝐸 𝑛, 𝑘 + Ԧ𝐺 𝜓𝑛,𝑘+ Ԧ𝐺 Ԧ𝑟

⇒ 𝐸 𝑛, 𝑘 = 𝐸 𝑛, 𝑘 + Ԧ𝐺Energia jest periodyczną funkcją wektora falowego 𝑘!



Potencjał periodyczny 
Model prawie swobodnych elektronów

Model prawie swobodnych elektronów – dla fali płaskiej w pustej przestrzeni energia od 
wektora falowego wyraża się wzorem:

Wartości własne energii są periodyczną funkcją liczby kwantowej k.
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𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 𝑘 + Ԧ𝐺

𝐸𝑛=1 𝑘 =
ℏ2𝑘2

2𝑚

Ԧ𝑔𝑖 =
2𝜋

Ԧ𝑎𝑖

2𝜋

𝑎𝑖
−
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𝑎𝑖
−
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𝑎𝑖
−
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𝑎𝑖
−
8𝜋

𝑎𝑖

4𝜋

𝑎𝑖

6𝜋

𝑎𝑖

8𝜋

𝑎𝑖



Potencjał periodyczny 
Model prawie swobodnych elektronów
Wartości własne energii są periodyczną funkcją liczby kwantowej k.
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Potencjał periodyczny 
Model prawie swobodnych elektronów
Wartości własne energii są periodyczną funkcją liczby kwantowej k.
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Potencjał periodyczny 
Model prawie swobodnych elektronów
Wartości własne energii są periodyczną funkcją liczby kwantowej k.
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Potencjał periodyczny 
Model prawie swobodnych elektronów
Wartości własne energii są periodyczną funkcją liczby kwantowej k.
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Potencjał periodyczny 
Model prawie swobodnych elektronów
Wartości własne energii są periodyczną funkcją liczby kwantowej k.

Jest tzw. zredukowana strefa Brillouina.
Na granicy strefy +/- G/2=p/a wartości 
energii są zdegenerowane. 
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Model prawie swobodnych elektronów – dla fali płaskiej w pustej przestrzeni energia od 
wektora falowego wyraża się wzorem:

𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 𝑘 + Ԧ𝐺

𝐸𝑛=1 𝑘 =
ℏ2𝑘2

2𝑚
= 𝐸𝑛 𝑘 + Ԧ𝐺 =

ℏ2 𝑘 + Ԧ𝐺
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2𝑚
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Ԧ𝑎𝑖
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𝜋

𝑎𝑖

𝜋

𝑎𝑖



Podstawy modelu jednoelektronowego
Twierdzenie Blocha

kx

k nowa współrzędna

ax

Pojawia się przerwa energetyczna na granicy strefy Brillouina
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Podstawy modelu jednoelektronowego
Twierdzenie Blocha

kx

k nowa współrzędna

ax

Pojawia się przerwa energetyczna na granicy strefy Brillouina

pasmo

pasmo

pasmo
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Strefy Brillouina

http://oen.dydaktyka.agh.edu.pl/dydaktyka/fizyka/c_teoria_pasmowa/2.php

Strefa Brillouina dla sieci kubicznej powierzchniowo 
centrowanej (fcc). Ograniczające strefę ściany 
kwadratowe i sześciokątne pochodzą, odpowiednio, 
od punktów sieci odwrotnej typu (2,0,0) i (1,1,1).

Strefa Brillouina w przestrzeni 1-wymiarowej

Strefa Brillouina w przestrzeni 2-wymiarowej, sieć 
ukośnokątna. 

Potencjał periodyczny 
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𝑅 = 𝑛1 Ԧ𝑎1 + 𝑛2 Ԧ𝑎2 + 𝑛3 Ԧ𝑎3, 𝑛𝑖 ∈ ℤ
Ԧ𝐺 = 𝑚1 Ԧ𝑎1

∗ +𝑚2 Ԧ𝑎2
∗ +𝑚3 Ԧ𝑎3

∗ , 𝑚𝑖 ∈ ℤ
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Strefy Brillouina

Potencjał periodyczny 

𝑅 = 𝑛1 Ԧ𝑎1 + 𝑛2 Ԧ𝑎2 + 𝑛3 Ԧ𝑎3, 𝑛𝑖 ∈ ℤ
Ԧ𝐺 = 𝑚1 Ԧ𝑎1

∗ +𝑚2 Ԧ𝑎2
∗ +𝑚3 Ԧ𝑎3

∗ , 𝑚𝑖 ∈ ℤ

Ԧ𝑎𝑖
∗ Ԧ𝑎𝑗 = 2𝜋𝛿𝑖𝑗

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php

Konstrukcja stref Brillouina w 
dwuwymiarowej, kwadratowej sieci 
odwrotnej
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Strefy Brillouina

Potencjał periodyczny 

𝑅 = 𝑛1 Ԧ𝑎1 + 𝑛2 Ԧ𝑎2 + 𝑛3 Ԧ𝑎3, 𝑛𝑖 ∈ ℤ
Ԧ𝐺 = 𝑚1 Ԧ𝑎1

∗ +𝑚2 Ԧ𝑎2
∗ +𝑚3 Ԧ𝑎3

∗ , 𝑚𝑖 ∈ ℤ

Ԧ𝑎𝑖
∗ Ԧ𝑎𝑗 = 2𝜋𝛿𝑖𝑗

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php
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Strefy Brillouina

Potencjał periodyczny 
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∗ +𝑚2 Ԧ𝑎2
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Ԧ𝑎𝑖
∗ Ԧ𝑎𝑗 = 2𝜋𝛿𝑖𝑗

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php
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Strefy Brillouina

Potencjał periodyczny 
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http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php
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Strefy Brillouina

Potencjał periodyczny 

𝑅 = 𝑛1 Ԧ𝑎1 + 𝑛2 Ԧ𝑎2 + 𝑛3 Ԧ𝑎3, 𝑛𝑖 ∈ ℤ
Ԧ𝐺 = 𝑚1 Ԧ𝑎1
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http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php



Strefy Brillouina

Ibach, Luth

Potencjał periodyczny 
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Struktura bcc

Struktura heksagonalna

𝑅 = 𝑛1 Ԧ𝑎1 + 𝑛2 Ԧ𝑎2 + 𝑛3 Ԧ𝑎3, 𝑛𝑖 ∈ ℤ
Ԧ𝐺 = 𝑚1 Ԧ𝑎1

∗ +𝑚2 Ԧ𝑎2
∗ +𝑚3 Ԧ𝑎3

∗ , 𝑚𝑖 ∈ ℤ

Struktura fcc



Potencjał periodyczny 
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Yu, Cardona Fundametals of semiconductors



Metoda ciasnego wiązania - wnioski
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Spektroskopia fotoemisyjna

2019-01-22 50

H
. I

b
ac

h
, H

. L
ü

th
, S

o
lid

-S
ta

te
 P

h
ys

ic
s

ℏ𝜔 = 𝜙 + 𝐸𝑘𝑖𝑛 + 𝐸𝑏

praca wyjścia bariera potencjału



Spektroskopia fotoemisyjna
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Spektroskopia fotoemisyjna
Struktura pasmowa ciał stałych

Wyznaczanie struktury pasmowej

http://www.physics.berkeley.edu/research/lanzara/research/Graphite.html

Phys. Rev. B 71, 161403 (2005)
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http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.71.161403


Spektroskopia fotoemisyjna
Struktura pasmowa ciał stałych

Wyznaczanie struktury pasmowej

http://www.physics.berkeley.edu/research/lanzara/research/Graphite.html

Phys. Rev. B 71, 161403 (2005)

2019-01-22 53

http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.71.161403


Równanie kp – masa efektywna
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Landolt-Boernstein

Rozwijamy 𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 −
ℏ2𝑘2

2𝑚
wokół punktu ekstremalnego, np. 𝑘 = 0:

Blisko leżące pasma



Równanie kp – masa efektywna
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𝜑𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟

Wektor 𝑘 nie jest pędem (operator pędu Ƹ𝑝 = −𝑖ℏ𝛻)

Ƹ𝑝𝜑𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = −𝑖ℏ 𝑢𝑛,𝑘 𝑖𝑘 + 𝛻𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟 ≠ ℏ𝑘𝜑𝑛,𝑘 Ԧ𝑟

Funkcja Blocha w równaniu Schrödingera:

Δ𝜑𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = ⋯ = Δ𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 + 2𝑖𝑘𝛻𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 − 𝑘2𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟

Po wstawieniu do równania i uproszczeniu przez 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟 dostajemy równanie na 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 :

−
ℏ2

2𝑚
Δ −

ℏ

𝑚
𝑖𝑘𝛻 +

ℏ2

2𝑚
𝑘2 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 =

Ƹ𝑝2

2𝑚
+
ℏ

𝑚
𝑘 Ƹ𝑝 +

ℏ2𝑘2

2𝑚
𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟

Równanie Schrodingera na obwiednię 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 :

Ƹ𝑝2

2𝑚
+
ℏ

𝑚
𝑘 Ƹ𝑝 + 𝑉 Ԧ𝑟 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝐸𝑛 −

ℏ2𝑘2

2𝑚
𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟



Równanie kp – masa efektywna
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Wektor 𝑘 nie jest pędem (operator pędu Ƹ𝑝 = −𝑖ℏ𝛻)

Ƹ𝑝𝜑𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = −𝑖ℏ 𝑢𝑛,𝑘 𝑖𝑘 + 𝛻𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟 ≠ ℏ𝑘𝜑𝑛,𝑘 Ԧ𝑟

Funkcja Blocha w równaniu Schrödingera:

Δ𝜑𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = ⋯ = Δ𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 + 2𝑖𝑘𝛻𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 − 𝑘2𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟

Po wstawieniu do równania i uproszczeniu przez 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟 dostajemy równanie na 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 :

−
ℏ2

2𝑚
Δ −

ℏ

𝑚
𝑖𝑘𝛻 +

ℏ2

2𝑚
𝑘2 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 =

Ƹ𝑝2

2𝑚
+
ℏ

𝑚
𝑘 Ƹ𝑝 +

ℏ2𝑘2

2𝑚
𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟

Równanie Schrodingera na obwiednię 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 :

Ƹ𝑝2

2𝑚
+
ℏ

𝑚
𝑘 Ƹ𝑝 + 𝑉 Ԧ𝑟 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝐸𝑛 −

ℏ2𝑘2

2𝑚
𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟
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Równanie Schrodingera na obwiednię 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 :

Ƹ𝑝2

2𝑚
+
ℏ

𝑚
𝑘 Ƹ𝑝 + 𝑉 Ԧ𝑟 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝐸 −

ℏ2𝑘2

2𝑚
𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟

Jest to tzw. równanie 𝒌𝒑 wykorzystywane do obliczeń energii i funkcji falowych wokół pewnego 

znanego rozwiązania dla 𝑘 = 𝑘0.

Pełny hamiltonian 

෡𝐻𝑘𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = ෡𝐻𝑘0
+ ෡𝐻′ 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝐸𝑛 𝑘 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟

Zaburzenie: 

෡𝐻′ =
ℏ

𝑚
𝑘 − 𝑘0 Ƹ𝑝

Funkcję 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 oraz energię 𝐸𝑛 𝑘 znajdujemy w rachunku zaburzeń
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Rozwijamy 𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 −
ℏ2𝑘2

2𝑚
wokół punktu ekstremalnego, np. 𝑘 = 0:

𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 0 + 𝐻𝑛𝑛
′ +෍

𝑙≠𝑛

𝐻𝑛𝑙
′ 2

𝐸𝑛 0 − 𝐸𝑙 0
+⋯

Dla 

𝐻𝑛𝑙
′ = න𝑢𝑛,0 Ԧ𝑟 ෡𝐻′ 𝑢𝑙,0 Ԧ𝑟 𝑑3𝑟 = −

𝑖ℏ

𝑚
𝑘න𝑢𝑛,0 Ԧ𝑟 𝛻𝑢𝑙,0 Ԧ𝑟 𝑑3𝑟 =෍

𝑖=1

3

𝑎𝑖𝑘𝑖

𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 0 +෍

𝑖=1

3

𝑎𝑖𝑘𝑖 +෍

𝑖=1

3

෍

𝑗=1

3
ℏ2

2𝑚
𝛿𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗 𝑘𝑖𝑘𝑗 +⋯

Liniowe w 𝑘

W ekstremum człony liniowe znikają

𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 0 +෍

𝑖=1

3

෍

𝑗=1

3
1

𝑚∗

ℏ2𝑘𝑖𝑘𝑗

2
+⋯
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𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 0 +෍

𝑖=1

3

෍

𝑗=1

3
1

𝑚𝑖𝑗
∗

ℏ2𝑘𝑖𝑘𝑗

2
+ ⋯

Wprowadzamty tzw. tensor odwrotności masy efektywnej:

1

𝑚𝑖𝑗
∗ =

𝛿𝑖𝑗

𝑚
+
2ℏ2

𝑚2
෍

𝑙≠𝑛

𝑢𝑛,0׬
𝜕
𝜕𝑥𝑖

𝑢𝑙,0 𝑑
3𝑟 ⋅ ׬ 𝑢𝑛,0

𝜕
𝜕𝑥𝑗

𝑢𝑙,0 𝑑
3𝑟

𝐸𝑛 0 − 𝐸𝑙 0

Tensor jest symetryczny (𝑚𝑖𝑗 = 𝑚𝑗𝑖). Jeśli ekstremum energii jest w punkcie G(k=0) to 

powierzchnia stałej energii jest elipsoidą w przestrzeni 𝑘, która po sprowadzeniu do osi 
głównych ma postać:

𝐸𝑛 𝑘 ≈ 𝐸𝑛 0 +
ℏ2

2

𝑘1
2

𝑚1
∗ +

𝑘2
2

𝑚2
∗ +

𝑘3
2

𝑚3
∗

Gdzie 𝑚𝑖
∗ to masy efektywne w kierunku osi głównych.
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Energia En(k) wokół ekstremum dla kryształu jednoosiowego (np. GaN): 

W pobliżu ekstremum (np. punkt G(k=0)) możemy ograniczyć się do przybliżenia parabolicznego 
– pasmo parabloczne.

Dla kryształu kubicznego:

tzw. pasmo sferyczne

W ogólności w zależności energii od wektora falowego występują człony wyższego rzędu, które 
zostały zaniedbane (wyższe rzędy rachunku zaburzeń).
W ogólności energia elektronu jest funkcją składowych wektora falowego k=(k1,k2,k3). 
Powierzchnia stałej energii w ogólnym przypadku może mieć skomplikowany charakter, a jej 
kształt zależy od wszystkich pasm.
Badanie tensora masy efektywnej to jeden z głównych problemów fizyki ciała stałego.
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𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 0 +
ℏ2

2

𝑘1
2 + 𝑘2

2

𝑚⊥
∗ +

𝑘3
2

𝑚∥
∗

𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 0 +
ℏ2𝑘2

2𝑚∗
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Energia En(k) wokół ekstremum

R. Stępniewski
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Pasmo nieparaboliczne

Pasmo niesferyczne



Równanie kp – masa efektywna
Struktura pasmowa ciał stałych

Przykłady:

D. Wasik.
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Równanie kp – masa efektywna
Struktura pasmowa ciał stałych

D. Wasik.
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E

k

Eg

G

Pasmo 
przewodnictwa

Pasma 
walencyjne

hh

lh



The energy En(k) around extremum for the uniaxial crystal (np. GaN): 

For a cubic crystal:
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𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 0 +
ℏ2

2

𝑘1
2 + 𝑘2

2

𝑚⊥
∗ +

𝑘3
2

𝑚∥
∗

𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 0 ±
ℏ2𝑘2

2𝑚∗

Równanie kp – masa efektywna



Elektrony i dziury
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𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 0 ±
ℏ2𝑘2

2𝑚∗

Równanie kp – masa efektywna
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Tight-Binding Approximation



Elektrony i dziury
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𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 0 ±
ℏ2𝑘2

2𝑚∗

Równanie kp – masa efektywna



Potencjał kulombowski (ekscyton)
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NAJPIERW: 
Potencjał kulombowski 3D w półprzewodniku o stałej dielektrycznej 𝜀𝑟, masie efektywnej 𝑚∗:

𝑅𝑦 =
𝑒2

4𝜋𝜀0

2
𝑚

2ℏ2
=

ℏ2

2𝑚𝑎𝐵
2 =

1

2

𝑒2

4𝜋𝜀0𝑎𝐵
= 13.6 eV

𝑎𝐵 =
4𝜋𝜀0ℏ

2

𝑚0𝑒2
= 0.5 Å

𝑉 𝑟 = −
𝑒2

4𝜋𝜀𝑟𝜀0

1

𝑟

𝐸𝑛 = −
𝑚∗

𝑚0

1

𝜀𝑟
2 𝑅𝑦

1

𝑛2

𝑎𝐵
∗ =

4𝜋𝜀𝑟𝜀0ℏ
2

𝑚0𝑒2
𝑚0

𝑚∗
= 𝑎𝐵𝜀𝑟

𝑚0

𝑚∗

𝐸𝑛 = −𝑅𝑦
1

𝑛2



Potencjał periodyczny 
W przypadku funkcji Blocha 𝜑𝑘 Ԧ𝑟 = 𝑢𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟 :

𝜑𝑘 Ԧ𝑟 + 𝑁𝑗 Ԧ𝑎𝑗 = 𝑢𝑘 Ԧ𝑟 + 𝑁𝑗 Ԧ𝑎𝑗 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟+𝑁𝑗 𝑎𝑗

= 𝑢𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟𝑒𝑖𝑘𝑁𝑗 𝑎𝑗

Musimy zażądać, żeby 𝑒𝑖𝑘𝑁𝑗 𝑎𝑗 = 1

dozwolone wektory falowe stanowią dyskretną sieć punktów równomiernie rozłożoną w 
przestrzeni wektora falowego; komórkę elementarną sieci odwrotnej (strefę Brillouina) wypełnia 

𝑁1 ⋅ 𝑁2 ⋅ 𝑁3
takich punktów. Tyle też będzie stanów w każdym paśmie. 𝑁1, 𝑁2, 𝑁3 mogą być różne, ale 
najczęściej przyjmujemy takie same

LxLy

Lz
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𝑘𝑗 = 0,±
2𝜋

𝐿𝑗
, ±

4𝜋

𝐿𝑗
, … ,±

2𝜋𝑁𝑗

𝐿𝑗

M. Baj  Fizyka materii skondensowanej i struktur półprzewodnikowych



Gęstość stanów
Gęstość stanów
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Warunki Borna-Karmana

Skończone rozmiary kryształu Lx, Ly, Lz

𝜓𝑛,𝑘– postać funkcji Blocha

Jeśli nasz kryształ ma skończone rozmiary zbiór wektorów k jest skończony (choć olbrzymi!), np. 
możemy przyjąć periodyczne warunki brzegowe i wtedy:

kx

ky

Ilość stanów 
w objętości

Ilość stanów na jednostkę energii 𝜌𝑛𝐷(𝐸) (zależy od ilości wymiarów)

𝑘𝑗 = 0,±
2𝜋

𝐿𝑗
, ±

4𝜋

𝐿𝑗
, … ,±

2𝜋𝑁𝑗

𝐿𝑗

𝑒𝑖𝑘𝑥𝐿𝑥 = 1

𝑒𝑖𝑘𝑦𝐿𝑦 = 1
𝑒𝑖𝑘𝑧𝐿𝑧 = 1

𝜓𝑛,𝑘 𝑥 + 𝐿𝑥 , 𝑦, 𝑧 = 𝜓𝑛,𝑘 𝑥, 𝑦 + 𝐿𝑦 , 𝑧 = 𝜓𝑛,𝑘 (𝑥, 𝑦, 𝑧 + 𝐿𝑧)

=
2

2𝜋
𝐿𝑥

×
2𝜋
𝐿𝑦

×
2𝜋
𝐿𝑧

=
2𝑉

2𝜋 3 2𝜋

𝐿𝑦 2𝜋

𝐿𝑥
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Gęstość stanów
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Gęstość stanów w przestrzeni 𝑘 o wymiarach 𝑛 (w jednostkowej objętości)

kx

ky

yL

p2

kula Fermiego
T=0 K

𝜌𝑘
𝑛𝐷 = 2

1

2𝜋

𝑛

𝜌3𝐷 𝐸 𝑑𝐸 = 𝜌𝑘
3𝐷𝑑𝑘 = 2

1

2𝜋

3

4𝜋𝑘2𝑑𝑘

𝜌𝑐
3𝐷 𝐸 =

1

2𝜋2
2𝑚0𝑚𝑐

∗

ℏ2

3/2

𝐸 − 𝐸𝑐

𝜌𝑣
3𝐷 𝐸 =

1

2𝜋2
2𝑚0𝑚ℎ

∗

ℏ2

3/2

𝐸𝑣 − 𝐸

Dla pasma sferycznego i parabolicznego:

Ilość stanów na jednostkę energii 𝜌𝑛𝐷(𝐸) (zależy od ilości wymiarów)

Przypadek 3D
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kx

ky

𝜌3𝐷 𝐸 𝑑𝐸 = 𝜌𝑘
3𝐷𝑑𝑘 = 2

1

2𝜋

3

4𝜋𝑘2𝑑𝑘

2𝜋

𝐿𝑦 2𝜋

𝐿𝑥

𝜌2𝐷 𝐸 𝑑𝐸 = 𝜌𝑘
2𝐷𝑑𝑘 = 2

1

2𝜋

2

2𝜋𝑘 𝑑𝑘

𝜌1𝐷 𝐸 𝑑𝐸 = 𝜌𝑘
1𝐷𝑑𝑘 = 2

1

2𝜋

1

2 𝑑𝑘

𝐸 𝑘 =
ℏ2𝑘2

2𝑚∗

Gęstość stanów

Gęstość stanów w przestrzeni 𝑘 o wymiarach 𝑛 (w jednostkowej objętości) 𝜌𝑘
𝑛𝐷 = 2

1

2𝜋

𝑛

Ilość stanów na jednostkę energii 𝜌𝑛𝐷(𝐸) (zależy od ilości wymiarów)

Przypadek 3D

Przypadek 2D

Przypadek 1D

Gęstość stanów

kula Fermiego
T=0 K
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Gęstość stanów w przestrzeni 𝑘 o wymiarach 𝑛 (w jednostkowej objętości) 𝜌𝑘
𝑛𝐷 = 2

1

2𝜋

𝑛

𝜌3𝐷 𝐸 𝑑𝐸 = 𝜌𝑘
3𝐷𝑑𝑘 = 2

1

2𝜋

3

4𝜋𝑘2𝑑𝑘

𝜌𝑐
3𝐷 𝐸 =

1

2𝜋2
2𝑚0𝑚𝑐

∗

ℏ2

3/2

𝐸 − 𝐸𝑐

𝜌𝑣
3𝐷 𝐸 =

1

2𝜋2
2𝑚0𝑚ℎ

∗

ℏ2

3/2

𝐸𝑣 − 𝐸

Dla pasma sferycznego i parabolicznego:

Ilość stanów na jednostkę energii 𝜌𝑛𝐷(𝐸) (zależy od ilości wymiarów)

Przypadek 3D
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Przypadek 2D

𝜌2𝐷 𝐸 𝑑𝐸 = 𝜌𝑘
2𝐷𝑑𝑘 = 2

1

2𝜋

2

2𝜋𝑘 𝑑𝑘
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2D

1D

Gęstość stanów

Gęstość stanów w przestrzeni 𝑘 o wymiarach 𝑛 (w jednostkowej objętości) 𝜌𝑘
𝑛𝐷 = 2

1

2𝜋

𝑛

Ilość stanów na jednostkę energii 𝜌𝑛𝐷(𝐸) (zależy od ilości wymiarów)

Gęstość stanów
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𝜓 𝑥, 𝑡 =
2

𝐿
sin 𝑘𝑛𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑡

Wewnątrz studni:

𝑘𝑛 =
𝑛𝜋

𝐿

𝜀𝑛 =
ℏ2𝑘𝑛

2

2𝑚
=
ℏ2𝑛2𝜋2

2𝑚𝐿2

𝜀1 = 𝐸𝑔 +
ℏ2𝜋2

2𝑚0𝑚∗𝐿2

𝜀2 = 𝐸𝑐 +
2ℏ2𝜋2

𝑚0𝑚
∗𝐿2

𝜀3 = 𝐸𝑐 +
9ℏ2𝜋2

2𝑚0𝑚∗𝐿2

Gęstość stanów
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The band theory of solids.
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Równanie kp – masa efektywna
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Landolt-Boernstein

Rozwijamy 𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 −
ℏ2𝑘2

2𝑚
wokół punktu ekstremalnego, np. 𝑘 = 0:

Blisko leżące pasma


