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Fala elektromagnetyczna

Piotr Fita
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Polaryzacja światła
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Polaryzacja światła

Bloch sphere

↓

↓



Bloch sphere
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Polaryzacja światła

𝜎+ 𝜎−



Świat klasyczny i kwantowy
Ewolucja funkcji falowej jest DETERMINISTYCZNA. Jednak w momencie pomiaru 
„dowiadujemy” się w jakim stanie jest funkcja (tzw. redukcja f. falowej)

pomiar 
A lub B

prawdopodobieństwo A2 lub B2
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Ψ = 𝐴Ψ𝐴 + 𝐵Ψ𝐵

Ψ = Ψ𝐴

Ψ = Ψ𝐵

Ψ = Ψ𝐴

Ψ = Ψ𝐵



Świat klasyczny i kwantowy
Ewolucja funkcji falowej jest DETERMINISTYCZNA. Jednak w momencie pomiaru 
„dowiadujemy” się w jakim stanie jest funkcja (tzw. redukcja f. falowej)

Czasami ważna jest KOLEJNOŚĆ pomiaru: 

Pomiar = obserwable = operatory = reguły komutacji
Zasady nieoznaczoności Heisenberga (położenie i pęd, 
energia i czas, rzuty momentów pędu itd).

Zasada superpozycji stanów. Stany splątane

gdy

prawdopodobieństwo A2 lub B2

19.10.2019 7

pomiar 
A lub B

Ψ = 𝐴Ψ𝐴 + 𝐵Ψ𝐵

Ψ = Ψ𝐴

Ψ = Ψ𝐵

Ψ = Ψ𝐴

Ψ = Ψ𝐵

෡𝑈 ෡𝑊 Ψ ≠ ෡𝑊෡𝑈 Ψ ෡𝑈 ෡𝑊 − ෡𝑊෡𝑈 = ෡𝑈෢,𝑊 ≠ 0

Ƹ𝑝, ො𝑥 = −𝑖ℏ

Δ𝑝Δ𝑥 ≥
1

2
ℏ



Kryptografia kwantowa

http://wug.physics.uiuc.edu/courses/phys214/fall04/

Wielokrotna i bezpieczna procedura 
uzgadniania klucza jednorazowego
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Kryptografia kwantowa

Wielokrotna i bezpieczna procedura 
uzgadniania klucza jednorazowego

Charles Bennett Gilles Brassard
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Scientific American, January 2005

Kryptografia kwantowa 
Protokół BB84 (Bennett, Brassard, 1984)

Bolek publicznie informuje Alicje jakiej bazy uzywał, zaś Alicja informuje go czy była to baza własciwa czy nie.
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Kryptografia kwantowa 
Uwagi:
Porównując bity wysłane przez Alicję z bitami zarejestrowanymi przez Bolka możemy podzielić
bity zarejestrowane przez Bolka na trzy kategorie:
– bity pewne (średnio 50 %) — te dla których Bolek wybrał prawidłową bazę i które mogą być 
traktowane jako klucz kryptograficzny;
– bity prawidłowe pomimo złego wyboru bazy (średnio 25 %);
– bity nieprawidłowe (srednio 25 %).

Zatem prawdopodobieństwo tego, że zarejestrowany bit będzie prawidłowy (taki sam jak bit 
wysłany) jest równe 3/4
• Prawdopodobieństwo zarejestrowania bitu nieprawidłowego wynosi wiec 1/4
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Kryptografia kwantowa 
Uwagi:
Jeśli Ewa podsłuchuje stosując strategię tzw. nieprzezroczystego podsłuchu, to wybiera 
losowo bazę prostą lub ukośną, dokonuje pomiaru polaryzacji w tej bazie i następnie przesyła 
do Bolka foton o takiej polaryzacji jaką zmierzyła.
• Dokonywane przez Ewę pomiary muszą wprowadzić błędy, które Alicja i Bolek mogą wykryć
przy uzgadnianiu klucza.

Takie błedy Alicja i Bolek mogą wykryć wybierając losowo pewną liczbę bitów klucza i 
porównując publicznym kanałem ich wartości. Te bity oczywiście następnie się wyrzuca.
• Jeśli liczba błędów przekracza założony poziom to uznaje się, że kanał był podsłuchiwany i 
procedurę uzgadniania klucza rozpoczyna się od nowa.

• Mechanika kwantowa nie dopuszcza możliwości pasywnego podsłuchu. Bezpieczeństwo 
kwantowego systemu kryptograficznego gwarantowane jest przez prawa fizyki!
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Produkty
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Produkty
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Produkty
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Produkty

http://www.magiqtech.com/qpnpresentation/SC05-BerzanskisWEB.pdf19.10.2019 16



Kryptografia kwantowa Artur Ekert
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Kryptografia kwantowa 

Artur Ekert

Artur Ekert
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Kryptografia kwantowa 

Alice Bob

a1 0°
a2 45°
a3 90°

b1 45°
b2 90°
b3 135°

Artur Ekert
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Kryptografia kwantowa 

Alice Bob

a1 0°
a2 45°
a3 90°

b1 45°
b2 90°
b3 135°

a

1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 x 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0

b

1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1

t 0 1 t 0 0 t 1 0 1 x t 0 1 t t t 1 t t t

jawne

jawne

test 
(jawny)

Klucz: 0100101011…

Artur Ekert
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Absorpcja i emisja światła

Piotr Fita
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Absorpcja i emisja światła

Prawo Lamberta-Beera

Piotr Fita
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Absorpcja i emisja światła

Prawo Lamberta-Beera

Piotr Fita
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Spektroskopia emisyjna i absorpcyjna
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Jednostki w spektroskopii 

Częśtość kołowa: 𝜔 [1/s]

Częstotliwość: 𝜈 =
1

𝑇
=

𝜔

2𝜋
[Hz]

Długość fali: 𝜆 =
𝑐

𝜈
[nm, 𝜇m]

Energia: ℇ = h𝜈 = ℏ𝜔 [J, eV, meV]

Liczba falowa: ǁ𝜈 =
1

𝜆
[cm-1]



Optyka - powtórzenie
Równania Maxwella

𝛻 × 𝐸 = −
𝜕𝐵

𝜕𝑡

𝛻 × 𝐻 = Ԧ𝑗𝑠𝑤 +
𝜕𝐷

𝜕𝑡

𝛻𝐷 = 𝜌𝑠𝑤

𝛻𝐵 = 0

𝐷 = 𝜀𝜀0𝐸

𝐵 = 𝜇𝜇0𝐻

Ԧ𝑗𝑠𝑤 = 𝜎𝐸
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Electromagnetic wave in vacuum Electromagnetic wave in dielectric

Maxwell equations:

𝛻 × 𝐸 = 𝑟𝑜𝑡 𝐸 = −
𝜕𝐵

𝜕𝑡

𝛻 × 𝐵 = 𝑟𝑜𝑡 𝐵 = 𝜀0𝜇0
𝜕𝐸

𝜕𝑡
Wave equation:

Δ𝐸 = 𝜀0𝜇0
𝜕2𝐸

𝜕𝑡2

Δ𝐵 = 𝜀0𝜇0
𝜕2𝐵

𝜕𝑡2

The speed of the electromagnetic wave:

𝑐 =
1

𝜀0𝜇0
, 𝑐 ≈ 3 ⋅ 108

𝑚

𝑠

Refractive index:
𝑛 = 1

Maxwell equations:

𝛻 × 𝐸 = 𝑟𝑜𝑡 𝐸 = −
𝜕𝐵

𝜕𝑡

𝛻 × 𝐵 = 𝑟𝑜𝑡 𝐵 = 𝜀0𝜇0𝜀𝜇
𝜕𝐸

𝜕𝑡
Wave equation:

Δ𝐸 = 𝜀0𝜇0𝜀𝜇
𝜕2𝐸

𝜕𝑡2

Δ𝐵 = 𝜀0𝜇0𝜀𝜇
𝜕2𝐵

𝜕𝑡2

The speed of the electromagnetic wave:

𝑐 =
1

𝜀0𝜇0𝜀𝜇
=
𝑐

𝑛
Refractive index:

𝑛 =
𝑐

𝑣
= 𝜀𝜇

Optyka - powtórzenie

𝑘 =
𝜔

𝑐
𝑘 =

𝑛𝜔

𝑐
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Electromagnetic wave in vacuum Electromagnetic wave in dielectric

Maxwell equations:

𝛻 × 𝐸 = 𝑟𝑜𝑡 𝐸 = −
𝜕𝐵

𝜕𝑡

𝛻 × 𝐵 = 𝑟𝑜𝑡 𝐵 = 𝜀0𝜇0
𝜕𝐸

𝜕𝑡
Wave equation:

Δ𝐸 = 𝜀0𝜇0
𝜕2𝐸

𝜕𝑡2

Δ𝐵 = 𝜀0𝜇0
𝜕2𝐵

𝜕𝑡2

The speed of the electromagnetic wave:

𝑐 =
1

𝜀0𝜇0
, 𝑐 ≈ 3 ⋅ 108

𝑚

𝑠

Refractive index:
𝑛 = 1

Maxwell equations:

𝛻 × 𝐸 = 𝑟𝑜𝑡 𝐸 = −
𝜕𝐵

𝜕𝑡

𝛻 × 𝐵 = 𝑟𝑜𝑡 𝐵 = 𝜀0𝜇0𝜀𝜇
𝜕𝐸

𝜕𝑡
Wave equation:

Δ𝐸 = 𝜀0𝜇0𝜀𝜇
𝜕2𝐸

𝜕𝑡2

Δ𝐵 = 𝜀0𝜇0𝜀𝜇
𝜕2𝐵

𝜕𝑡2

The speed of the electromagnetic wave:

𝑐 =
1

𝜀0𝜇0𝜀𝜇
=
𝑐

𝑛
Refractive index:

𝑛 =
𝑐

𝑣
= 𝜀𝜇

Optyka - powtórzenie

𝑘 =
𝑛𝜔

𝑐

But how the medium interacts with an 
electromagnetic wave? Is e (so n) constant?

𝑘 =
𝜔

𝑐
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Klasyczny model współczynnika załamania
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Dielektryk

Klasyczny model współczynnika załamania

19.10.2019 30

𝐸

Fala w ośrodku wypełnionym oscylatorami (model Lorentza):



Polaryzacja ośrodka

– + – + – + – + – + – +

– + – + – + – + – + – +

– + – + – + – + – + – +

– + – + – + – + – + – +

Moment dipolowy 
atomu (cząsteczki)

-q +q

Klasyczny model współczynnika załamania
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𝐸

𝑃

𝐷 = 𝜀0𝐸 + 𝑃
Ԧ𝑥

Ԧ𝑝 = 𝑞 Ԧ𝑥

Dielektryk

Fala w ośrodku wypełnionym oscylatorami (model Lorentza):



Moment dipolowy atomu (cząsteczki)

polaryzacja

polarisability
polaryzowalność dielectric susceptibility

podatność dielektryczna

-q +q

Klasyczny model współczynnika załamania
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Ԧ𝑥
Ԧ𝑝 = 𝑞 Ԧ𝑥

𝑃 = 𝑁 Ԧ𝑝 = 𝑁 𝜀0𝛼𝐸 = 𝜀0𝜒𝐸

Fala w ośrodku wypełnionym oscylatorami (model Lorentza):

Rozważamy

 przestrzeń wypełnioną oscylatorami o częstotliwości rezonansowej 0 i współczynniku

tłumienia ;

 oscylatory mają masę 𝑚, ładunek 𝑞

 są poruszane (wzbudzane) przez oscylujące pole elektryczne 𝐸.



Polaryzacja

Wystarczy wyznaczyć Ԧ𝑥(𝑡)

-q +q

Klasyczny model współczynnika załamania
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Ԧ𝑥

Ԧ𝑝 = 𝑞 Ԧ𝑥

𝑃 𝑡 = 𝑁 Ԧ𝑝 𝑡 = 𝑁𝑞 Ԧ𝑥 𝑡 = 𝜀0𝜒𝐸 𝑡

Stąd 𝐷 = 𝜀0𝐸 + 𝑃 = 𝜀0 1 + 𝜒 𝐸 = 𝜀0𝜀𝐸

Szukamy:
𝑛2 = 𝜀 = 1 + 𝜒

Fala w ośrodku wypełnionym oscylatorami (model Lorentza):

Rozważamy

 przestrzeń wypełnioną oscylatorami o częstotliwości rezonansowej 0 i współczynniku

tłumienia ;

 oscylatory mają masę 𝑚, ładunek 𝑞

 są poruszane (wzbudzane) przez oscylujące pole elektryczne 𝐸.



We consider

 A space filled with oscillators of the resonant frequency 0 and damping factor ;

 Oscillators have a mass 𝑚, the charge 𝑞

 They are moved by the oscillating electric field 𝐸.

-q +q

Klasyczny model współczynnika załamania
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Ԧ𝑥

Ԧ𝑝 = 𝑞 Ԧ𝑥

𝑑2 Ԧ𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝛾

𝑑 Ԧ𝑥

𝑑𝑡
+𝜔0

2 Ԧ𝑥 =
𝑞

𝑚
𝐸𝑒𝑖𝜔𝑡

The Lorentz Oscillator model 

Szukamy:
𝑛2 = 𝜀 = 1 + 𝜒

damping
tłumienie

driving force
siła wymuszającathe elastic force

siła sprężysta
the steady state solution:
stan ustalony:

Ԧ𝑥 𝑡 = Ԧ𝑥0𝑒
𝑖𝜔𝑡



-q +q

Klasyczny model współczynnika załamania
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Ԧ𝑥

Ԧ𝑝 = 𝑞 Ԧ𝑥

𝑑2 Ԧ𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝛾

𝑑 Ԧ𝑥

𝑑𝑡
+𝜔0

2 Ԧ𝑥 =
𝑞

𝑚
𝐸𝑒𝑖𝜔𝑡

damping
tłumienie

driving force
siła wymuszającathe elastic force

siła sprężysta

The Lorentz Oscillator model 

the steady state solution:
stan ustalony:

Ԧ𝑥 𝑡 = Ԧ𝑥0𝑒
𝑖𝜔𝑡

Rozważamy

 przestrzeń wypełnioną oscylatorami o częstotliwości rezonansowej 0 i współczynniku

tłumienia ;

 oscylatory mają masę 𝑚, ładunek 𝑞

 są poruszane (wzbudzane) przez oscylujące pole elektryczne 𝐸. Szukamy:
𝑛2 = 𝜀 = 1 + 𝜒



Fala w ośrodku (różnym)

Lorentz model

Emission spectrum

Plasma waves

Klasyczny model współczynnika załamania
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𝑑2 Ԧ𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝛾

𝑑 Ԧ𝑥

𝑑𝑡
+ 𝜔0

2 Ԧ𝑥 =
𝑞

𝑚
𝐸𝑒𝑖𝜔𝑡

𝑑2 Ԧ𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝛾

𝑑 Ԧ𝑥

𝑑𝑡
+ 𝜔0

2 Ԧ𝑥 = 0

𝑑2 Ԧ𝑥

𝑑𝑡2
+ 0 + 0 =

𝑞

𝑚
𝐸𝑒𝑖𝜔𝑡

the steady state solution:

Ԧ𝑥 𝑡 = Ԧ𝑥0𝑒
𝑖𝜔𝑡
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Absorpcja i emisja światła



a)

b)

We obtain:
Kramers – Kronig dispersion relations

anomalous dispersion

Klasyczny model współczynnika załamania
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𝜅 =
𝑁𝑞2

2𝜀0𝑚

𝛾𝜔

𝜔0
2 − 𝜔2 2 + 𝛾2𝜔2

𝑛′ = 1 +
𝑁𝑞2

2𝜀0𝑚

𝜔0
2 −𝜔2

𝜔0
2 −𝜔2 2 + 𝛾2𝜔2

The Lorentz Oscillator model 



a)

b)

• 𝑛 is the refractive index and indicates the phase velocity –
real refractive index.

• Without absorption 𝑛′ = 𝑛.

• the imaginary part κ is called the extinction coefficient and
indicates absorption of the wave propagating through the
material

• The quantity
𝑑𝑛′

𝑑𝜔
is called the dispersion of the medium

Klasyczny model współczynnika załamania
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Model oscylatorów Lorentza (ośrodek dyspersyjny) 

𝑑𝑛′

𝑑𝜔
• Poza rezonansem jest ona funkcją dodatnią - dyspersja normalna.

• Dla częstości bliskich częstości rezonansowej dyspersja ma znak

ujemny - dyspersja anomalna.



a)

b)

Several resonances in the medium

.

H2O

Klasyczny model współczynnika załamania
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Model oscylatorów Lorentza (ośrodek dyspersyjny) 



a)

b)

.

H2O

Klasyczny model współczynnika załamania
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The Lorentz Oscillator model 

Several resonances in the medium

Dla jednej częstości oscylatora 𝜔0

𝜀𝐿 = 1
ale dla wielu jest to w przybliżeniu stała
suma wkładów od pozostałych.



Water example:

.

Klasyczny model współczynnika załamania
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The Lorentz Oscillator model 



Water example:

.

Klasyczny model współczynnika załamania
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The Lorentz Oscillator model 

Roger Waters



Wzory Fresnela
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Odbicie, transmisja, absorpcja

p-like (parallel) or TM

s-like (from senkrecht, German for perpendicular) or TE.
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Odbicie, transmisja, absorpcja

https://en.wikipedia.org/wiki/Fresnel_equations


