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Teoretyczny opis wtasciwosci
krysztatow

® Opis scisty (praktycznie) niemozliwy
— s3 to uktady zbyt skomplikowane.

e | cm’ — 10?2 atomdw
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Rozdziat: Pasma energetyczne

Charles Nittel

‘Eﬂfjgfiigz[\:;l{i ® Rozdziatl ten nie nalezy do

ciala najtatwiejszych

stalego rozdziatéw w ksiazce, ale
przedstawione sg w nim
sprawy najwazniejsze...




Metale. Model elektronow prawie swobodnych

® Jadra + elektrony powtok zamkni¢tych — nierozdzielne jony — rdzenie atomowe
e Elektrony walencyjne — stosunkowo stabo zwigzane.

® W wyniku oddzialywan odrywaja si¢ od macierzystych rdzeni 1 poruszajg si¢
niemal swobodnie w catej objetosci krysztatu.

e Krysztal zwigzany dzieki elektrostatycznym oddzialywaniom pomiedzy ujemna
chmurg elektronowg a dodatnimi jonami.

Wiasciwosci:
® duze przewodnictwo elektryczne

e Kowalnosc - poniewaz jony metalu nie sg ze sobg scisle zwigzane 1 mogg si¢
wzgledem siebie stosunkowo tatwo przesuwac, niewielkimi sitami mozna
zmienic ksztatt. ..
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Metale. Model elektrondéw prawie swobodnych

e Przyblizenia:
e Rdzenie nieruchome, ustawione w sie€ przestrzenna.
e Przyblizenie jednoelektronowe (przyblizenie Hartree’ ego)

Y, n,.....r) =Y (7)Y, (%)..\Y (7)

e ,Jednoelektronowe” réwnanie Schrédingera

[ Py +Vn(7n)]‘1’n(?’n) =E Y (7))

2m,

e Potencjat efektywny, periodyczny z okresem sieci, jednakowy dla
wszystkich elektronow.

V() =V(F+7,)
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Metale. Model elektrondéw prawie swobodnych

V(F)=V(F+TF)
- 2
B (F) = (pw(f)}y(f) —E¥ (F)
2m,
e Potencjat staby — mozna go potraktowac jako zaburzenie
hamiltonianu elektrondw swobodnych.
e Opisujemy rozchodzenie sie fali elektronowej w periodycznym

osrodku, przy czym oddziatywanie elektronu z tym osrodkiem jest
niewielkie.

e Zagadnienie podobne do rozpraszania promieni X w krysztale.

e Powinnismy oczekiwac silniejszych efektow tylko wtedy gdy
interferencja fal, ktore ulegty dyfrakcji na poszczegdlnych
centrach, a wiec efekty istotne dla fal elektronowych o takich
wektorach falowych dla ktérych spetnione sg warunki Lauego.
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ntod’

B 2m, dx’

+V(x)

Model jedowymiarowy

Y(x)=E¥Y(x)

Potencjat ma takg samg periodycznosc jak
sieC, to mozna go rozwingcC w szereg
Fouriera:

Vi(x) = ZVneingx ® g=2m/a — wektor sieci odwrotne;j

n

Poszukiwana funkcja falowa moze by¢ wyrazona w postaci
funkcji Blocha:

\P(x) — eikacn (k)eingx — eikxuk(x)

k — wektor z pierwszej strefy Brillouina



kIS Bunkeja Blocha

Y (x)= eikacn (k)e™ = e™u, (x)
HY, =Ek)Y,

- e
- YYYVYVYY
V.. (F) =Y, (F) vsw W,

E(k)=E(k+G)

Otrzymana postac funkcji

falowej jest prawdziwa dla

dowolnego potencjalu exp(iker) /\/\/
periodycznego, niezaleznie

czy potencjat jest silny czy
staby.



KB \Wazny whiosek!

® Z ogolnego warunku periodycznosci wynika, ze mozliwe stany
elektronowe nie sg ograniczone do pojedynczej paraboli w
przestrzeni k, lecz rownie dobrze mogg by¢ znalezione na parabolach
przesunietych o dowolny wektor G.

e W przypadku granicy strefy, tam gdzie przecinajg sie dwie parabole
rachunek zaburzen dla zdegenerowanych stanow wtasnych.

&
E

J. Ginter

>
k
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Dalsze uproszczenia
V(x)=-2V cos(gx)=-V (eigx + e_igx)

e Rozwazmy stan w poblizu granicy strefy, k =g/2 —n=n/a—1
(m — bardzo mate)

e Mozemy wowczas pomingc¢ przyczynki od bardziej odlegtych
standw energetycznych.

e Pamietamy, ze

Wtedy funkcja falowa
ma postac: | 8

J. Ginter



Podstawiamy tej postaci funkcji falowg i( g —njx i(—ﬁ—n)x
Y(x)=ce'? ' +ce'?

do hamiltonianu {_ n” d22+v(x)}}f(x)=ELP(x)

2m, dx

Mnozymy prze funkcje f , 5
—i(é—njx | catkujemy po obszarze { h (g -n| - E}c1 —Vec, =0

¢ 2 komoérki elementarnej ... 2
D)

2
(8 i catkujemy po obszarze h: (g B
l(2+njx komoérki elementarnej ... — Ve, + {2 ’ tn | —E|c,=

€

n
~_
1w (g Y n (g Y
° E, =— -7 + —+ x
Otrzymuje.my dwa . £ 75 {2’%0 ( ) n om, \ 2 n
rozwiazania na energi¢ w
okolicach granicy strefy )

'

2 2\
Brillouina : n’ (i_nj _ n (54_77) + 4V 2
2mgy \ 2 2mgy \ 2
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Na granicy strefy pojawia si¢ przerwa energetyczna,
dla n—0 otrzymujemy:

7’ R 1o R R %
3] 5] [ am (3) o (3) |+
2my \ 2 2mg \ 2 2\ 2m,\ 2 2mg \ 2




® Poniewaz funkcja Blocha przesunieta o wektor sieci odwrotnej nie zmienia
sie to wygodnie jest przedstawia¢ wyniki tylko w pierwszej strefie
Brillouina. Trzeba wéwczas numerowac pasma energetyczne.

e Stan elektronu w ciele statym zadany jest przez wektor falowy z pierwszej
strefy, numer pasma oraz rzut spinu.
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Rys. XV.5. Powstawanie przerw na granicy kolejnych stref Brillouina i redukcja przedstawienia
pasm do pierwszej strefy



F Wyktad 13 Elektron w ciele stalym jako quasiczastka

e Zaleznos¢ E(k) dla elektronu w ciele statym r6zni si¢ od zaleznosci dla elektronu
swobodnego (prozni), poniewaz elektron w krysztale stale oddziatuje z
pozostatymi czgstkami uktadu — elektronami 1 jgdrami.

® Quasiczastka — elektron w ciele stalym.

a) b) C)
E\i Ef : E?
Predkosc
o4 4 . grupowa
Kk k k
vi vi : : vi N da)
* k 7 |
| V=-V,E
g L - v n

ys. XV.8. Predkosé jako funkcja wektora falowego dla réznych zaleznosci E(k): a) czastka
swobodna, b) czastka relatywistyczna, c) elektron w krysztale T. Stacewicz & A. Witowski
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Krysztaty kowalency jne

e Atomy — rdzenie atomowe + elektrony walencyjne

e Elektrony walencyjne sg zlokalizowane




Metoda ciasnego wigzania
(zmodyfikowana metoda orbitali molekularnych)

2

A=A 4V == V24V, =7) 437 =7,)
m

e V, —potencjal swobodnego atomu

v(F=7)=) V,(F-F,)

m#n

o (T H [ )
E (k ) — Szukamy rozwigzan
<\Pk ‘ lPk> przyblizonych w postaci
~ kombinacji atomowych
R <q)k ‘H‘ q)k> funkciji wtasnych...
E(k)<

Stosujemy metode wariacyjna...
<q)k ‘q)k > jemy & yina
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Metoda ciasnego wigzania

e Stany energetyczne E(k) elektronu w krysztale, wywodzace si¢ z
poziomu energetycznego E, swobodnego atomu.

e Zakladamy, ze funkcja falowa jest kombinacjg liniowg atomowych
funkcj1 wlasnych

O, =>ad®,(F-7)=) "D, (F-7)
D D, =Y T [ DU 7P, (F T, )dF

Dla elektronu zlokalizowanego funkcja @, ma znaczace wartosci tylko w sgsiedztwie
wezla sieci r, . Dlatego uwzgledniamy tylko wyrazenia dla ktérych m=n
N — liczba atoméw w krysztale.

D, D, =Y [@uF —7)P,(F —T)dF =N
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Metoda ciasnego wigzania

- 1 (7 —7 * - - - - - - —
E(k) = WZe’k(""_rm)J.CID a(r — rm)[El. +v(r — rn)]CIDA(r —r,)dr
Dla wyrazéw zawierajgcych zaburzenie v(r-r, ) uwzgledniamy
przekrywanie funkcji falowych zlokalizowanych na najblizszych
sasiadach.

A =—[® (F-FWFE —F)P,(F —F)drF

B =—[® (F—F W(F —F)®(F —F)drF

E(E) - Ei B Al. B BlZ eiE(Fn—?m)

Suma po m zawiera tylko te wartosci, dla ktorychr,,

opisuje najblizszych sgsiadow r,. A; > 0
H. Ibach



Fw wwad3 - Gieé pegularna prosta

r—7 =(£a,0,0);(0,£a,0);(0,0,xa)
E(k)=~E,— A —2B,(cos(k,a)+cos(k a)+cos(k,a))

Uwaga!
w poblizu k =0

E(k)=~E,—A —6B, +B.a’k’

Szerokos¢ pasma tym wieksza im wicksze B,
(przekrywanie si¢ funkcji falowych = i ]
sgsiadujacych atomow). '

W. Ibach

RN e W
(odlegloéé)'1 wektor falowy k wzdtuz kierunku [111]

b c
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2s

stan kwantowy

stala siatki dla diamentu

stany kwantowe
na atom
“~- pasmo walencyjne
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6 8 10 12 14 16
Stala siatki w A

J. Ginter

Silne przekrywanie — szerokie pasma...

energia wigzania (eV)

Przyktady

potozenie rownowagowe

20 F Cl” 3s —»
-30 - K+3p—.
_[.0 B
% -\
-50 -
K*3s —»f
-60 | 1 § 1 | l
fA 6 8 10

odlegto$¢ migdzy jonami w promieniach Bohra

Stabe przekrywanie — waskie pasma...

H. Ibach



Rola zakazu Pauliego - metal, izolator
Przyktad

« Sie¢ regularna prosta - N atomow przypada na N komorek elementarnych
« W wyniku oddziatywania poziom energetyczny swobodnego atomu ulega
rozszczepieniu z pozostatymi N-71 atomami na N stanow.

« Stany te utworzg kwazi-ciggte pasmo, ktore ze wzgledu na degeneracje
spinowa moze by¢ obsadzone, przez 2N elektronow!

Krysztat sodu

Konfiguracja atomowego sodu 1s2, 2s2, 2p°, 3s1

Do przekrywajgcych sie pasm w krysztale wktad wnoszg atomowe poziomy
3s, 3p

Poziom atomowy 3s' wnosi do pasma 3s tylko jeden elektron na komérke
elementarng, jednak pasmo 3s moze przyjg¢ dwa elektrony na kazdg komorke
sieci.

Tak wiec (nawet bez przekrycia pasm 3s-3p) pasmo 3s bedzie zapetnione w
potowie. Mamy wiec do czynienia z metalem!



Metal, izolator

Przykilad - diament
|zolowane atomy wegla — konfiguracja 1s2, 2s2, 2p2

W przypadku diamentu na kazdg komorke elementarng przypadajg po dwa atomy
wegla. Na jeden atom w komérce przypadajg po cztery elektrony walencyjne...

Hybrydyzacja sp? (stanéw 2s i 2p)

Oddziatywanie pomiedzy hybrydami sp? powoduje rozszczepienie stanéw na dwa
pasma, z ktorych kazde (wtaczajgc spin) moze przyjgc¢ po cztery elektrony.

Cztery elektrony ze standw 2s i 2p zapetniajg catkowicie dolng czesé

pasma sp?3, gérne pasmo pozostaje puste i jest oddzielone od dolnego przerwa
energetyczng...

Mamy wiec do czynienia z izolatorem.
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Przewodniki i izolatory

Potprzewodniki — (najczesciej) substancije krystaliczne, ktérych
przewodnictwo wiasciwe moze by¢ zmieniana w szerokim zakresie
poprzez domieszkowanie.

Wartos¢ przerwy energetycznej dla roznych potprzewodnikow
W temeraturze pokojowej:

Ge 0,7eV,Si1,1eV,GaAs 1,4eV, GaN 3,4 eV, AIN 6,2 eV

Potprzewodniki szerokoprzerwowe — wielkosS¢ przerwy energetycznej
jak dla izolatorow...

Kiedys stosowano podziat dla Eg < 3 eV — poétprzewodnik
dla Eg > 3 eV izolator, jednak mozliwos¢ zmian przewodnictwa (przez
domieszkowanie jest znacznie wazniejsza.

Przyktad: diament domieszkowany jest potprzewodnikiem...
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Doswiadczalne metody wyznaczania przerw
energetycznych

substrate materials

cr (105 m 1y

[ " exciton  exciton ) S1C sapphire Gads
1.2t J o5 ‘LJ, A ! | g
o ] T N T N T ] T —l
0.l M ;‘s" - o : 6 I AIN ® direct band gap -
g . " 4 ) | o indirect band gap |
[u] [ ] 8 g —
0.6F = . %
L 2K IR K 90K 21K =
04r 7 1 & S— . blue
; GaAs 1 B ] ™,
02F e e { & 2f spectrum red
o T (oo — 1.425)1 | = InN GaAs W g InP = fibre
(0 - 1 1 I | P | i ) [ [ InAs o _r[lrll['li_'!i
142 144 146 148 150 1.52 1.54 1.56 ol L
Ph eV 3 4 5 3]
oton energy (eV) Lattice constant {f’t}l
Jesli jest przerwa energetyczna to mozna jg wyznaczy¢ badajgc M. Fox

transmisje swiatta, odbicie, luminescencje, itd...
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Potprzewodniki

e Cotojestk?

e Wielkos¢ hk ma wymiar pedu,
ale nie jest pedem poniewaz
funkcja Blocha nie jest funkcja
wlasng operatora pedu

® Kk jestliczbg kwantowg
opisujacg stany Blocha.

Predkos¢ grupowa

; _do
O dk
- 1

VzgvkE

Energy (eV)

GaAs

;

}

1 RO P

] y : r
%

| :
JT_ :

i

I : I

} |

] AN

| | bo. §
j \ - k

J. Ginter
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Masa efektywna

W okolicach ekstremum

2 271.2

E,=E,0)+~| L5 | 2 = g 0)+ 1K

2\ dk 0 2m

2 2 - \"}
1*= iaf}hflubm*:h2 dl;j
m o dk dk

Crystal - Fp |..,"..1_ Fp eV
Ve ldE 1 - (0K (300 K )

hdk m GaAs 1519 | 474

Bk =m’V GaSh  (0.8] .75

|l | .42 1.4

ﬁ InAs .42 [1.35

Insh (.24 1Nk

Kwaziped

conduction band

{}_,?_T_'T

valence band

A.

A

AdeVy ] LT
i ad LY (1.5 LLRAL
.76 XISy 28 L03
il 0AFT7 6 (.12
AR 22 N4 IR LR
(kS A EER HREH

(L15
(L4
(.12
=
(L4
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Sita zewhetrzna

F=n®
dt

Elektron w ciele statym zachowuje si¢ inaczej niz w prozni, poniewaz
oddziatuje z siecig krystaliczng.

AE = FVAt
dE 2 >

AE = Y Ar _dV _1ddE_1dEdk _ 1 dE 1
dk — dt  hdrdk hdk>dr R dkE om

AE =hVAk = FVAt
hAk = FAt




i wWyktad 13 Struktura pasmowa grafenu
...zhana od lat: (P.R. Wallace, Phys. Rev. (1947))

& Ei(k) =+t/3F f(k)-

/3 :
f(k) = 2cos (\/gl.'yu.) + 4 cos (\Tgl.'yu) CcoS (;k‘c(n)

ko(Z2m), xo (o)
30 330 32’ 3./3a

A.H. Castro Neto, F. Guinea, N.M. Peres, K.S. Novoselov, and A.K. Geim, The electronic properties of graphene, Rev. Mod. Phys.



Bezmasowe fermiony Diraca w poblizu punktow K, K’

k—k-K g:ig.‘p"
k—>k—K l:\ Relacja dyspersyjna jak dla fotonu
— c—c¢ =cl/300
F
it-a ~ ~ ~ -~
| p c=(0,,0,,0,)
H=co-p=hco-k=y0-k % =4 0)
. . (0 —i)
,\0 A’}/(k?q Z]CU) FA(T) _ FA(’I") O.x_u' 0
v(ky+ik,) 0 FE(r) FB(r) (1o
RS

Rownianie Diraca dla bezmasowych fermionow!



Fig. 4. — Zero gap band structure of the first stage. FIG. 1. Inverted band structure of HgTe.

J. Blinowski et al., Y. Guldner, ...M. Grynberg,...
J. Physique 41 (1980) 47-58 Phys. Rev. B 8, 3875 (1973)



M Wykad 3 Tle stanéw mamy w krysztale?

Warunki Borna-Karmana

Wyobrazamy sobie pewien fikcyjny obszar w krysztale nieskonczonym w
postaci szescianu o boku L 1 zagdamy aby funkcja falowa posiadata
periodycznos¢ dla tego obszaru:

Yx+Ly,z)=¥YXx,y+L,z)=¥Y(X,y,z+ L) (¥ —funkcja Blocha)

Stad: Stany te wyznaczaja w przestrzeni odwrotnej siatke o gestosci V/(2x)?
Zatem gestos$¢ stanow na jednostke obj. tréjwymiarowej przestrzeni k
elka —1 B 1 I 3
. pk B 2 3 p = | —
elkyL ~1 _72' k V1 .
. L T,
et =1 Zwykle przyjmuje sie, ze wyrézniony obszar
’ ma objetos¢ jednostkowg mamy (w trzech k.
k =n T wymiarach), zatem po uwzglednieniu - —
i i e . .
L degeneracji spinowej : > 2 ¢
Pr = 3 L >
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Ile stanow jest w przedziale energii (E, E + dE)?

® Pasmo paraboliczne 1 sferyczne

n’k’

*

E(k)=E, (0)+

2m
k*=k;+k; +k:

3

dn dndk 1 (m*jz

g(E)= E—E,

dE  dk dE 27*\ h?

Uwagal
Tak jest w 3 wymiarach!
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Mate podsumowanie

conduction kand

e  Wektor falowy k jest wielkoscig numerujgca
stany w pasmie.

e Kazde pasmo jest oznaczane indeksem . E

e  Predkosc elektronu w pasmie. 7 1dE 1

—

hk

Chdk om () "
® Zmiana wektora falowego pod wplywem sity.
F= hdk valence band
dt

® Funkcja falowa jest postaci

Y (x)=e""u .
uﬂg(r) = uﬂg(r +7)
e Funkcja ta opisuje stany, ktore sg stacjonarnymi

rozwigzaniami rOwnania Schrodingera z
potencjalem periodycznym.
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e W idealnym nieskonczonym krysztale
elektron nie ulega rozproszeniom. Droga
swobodna w nhiskich temperaturach czystych
krysztatach metali jest .ogromna” ~ mm lub
hawet cm

e Mechanizm rozpraszania - wszelkie
odstepstwa od periodycznosci.
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Z jawisko termoelektryczne

fon)

LB

® Na, K, Co, Al - elektrony 7i
e Zn,Cu, Au- ?7? ¥
e Pasmo prawie catkowicie @

zapelnione elektronami.
® Masa efektywna ujemna.
e Jeden stan pusty.
e (Catkowity ped a)

j:—ZeVi =0

44

J. Ginter
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Quasi - czagstka dziura

Efekt w polu elektrycznym:

a) b) c)

- - =4 i B S

.] _ _eve—bez—pary - -t --

- . bez pary

J = +eve—w—pustym—miejscu bez pary
Vi, = ve—w—pustym—miejscu

J. Ginter
Dziura quasi czgstka z dodatnig masg efektywng, ktora opisuje

wlasnosci zbioru elektronow w ciele stalym o masie ujemnej z
jednym stanem pustym
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Quasi - czastka dziura

Pseudoped
nk, = nk, .
i
hk, =hk, ;
Masa efektywna elektronu w pasmie walencyjny jest ujemna:
- = _ = _ hke—bez—pary
Vi = Ve pustym—miejscu Ve ber- pary m* _

= (— 1*jhl€ - Lk

m m,
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Quasi - czagstka dziura

AG

® Przeniesienie jednego elektronu o
pseudopedzie hk z pasma walencyjnego
do pasma przewodnictwa powoduje
powstanie jednego ,.,elektronu w ciele
stalym” o psudopedzie hk i predkosci
hk/m*,

- bez pary

K
>

e Zwalnia si¢ jeden stan w pasmie
walencyjnym. Powstaje jedna dziura o
rownym co do wartosci, ale przeciwnie
skierowanym pseudopedzie — hk

(taki jest catkowity psudoped wszystkich

elektronow w prawie pelnym pasmie

walencyjnym).

Predkosé dziury — hk/m*, ~hK

J. Ginter



B Viskiad 13 Quasi - czgstka dziura

- GaAs
IIJ Th{l} d

Energy (eV)

L A r A X b) +E
Wave vector k H
1=3/2
stan D ] 3 = ﬁ \
_ 00—
_ll # 4 dziury dziury
s=1/2 7 lekkie iziury
p cleikie
—200000 ——————
- =1,/2
hh‘ J 1 5 /_.\
N N — )
dziury
odszczepione

Masy efektywne dziur z roznych podpasm roznig sie!
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Rys. XV.13. Schemat pomiaru i powstawania napigcia Halla Uy

T. Stacewicz & A. Witowski



Kwantowy efekt Halla
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FIG. 14. Experimental curves for the Hall resistance Ry =Py
and the resistivity p,, ~R, of a heterostructure as a function of
the magnetic field at a fixed carrier density corresponding to a
gate voltage V=0 V. The temperature is about 8 mK.

Klaus von Klitzing

'for the discovery of the
quantized Hall effect”
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FIG. 1. Recordings of the Hall voltage Uy, and the
voltage drop between the potential probes, U,,, as a
function of the gate voltage V, at T'=1,5 K, The con-
stant magnetic field (B} is 18 T and the source drain
current, /, is 1 pA. The inset shows a top view of the
device with a length of L =400 um, a width of W =50 um
and a distance between the potential probes of L,, =130
pm.
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Utamkowy
effekt Halla

1998 - Robert B. Laughlin,

Horst L. Stoermer,

and Daniel C. Tsui

"for their discovery of a new form of
quantum fluid with fractionally
charged excitations.”

Fractional quantum Hall effect

L
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FIG. 1. Composite view showing the Hall resistance R,
=V,/I, and the magnetoresistance R, =V, /I, of a two-
dimensional electron system of density n=2.33x 10" cm 2 at a
temperature of 85 mK, vs magnetic field. Numbers identify the
filling factor v, which indicates the degree to which the se-
quence of Landau levels is filled with electrons. Instead of ris-
ing strictly linearly with magnetic field, R, exhibits plateaus,
quantized to h/(ve®) concomitant with minima of vanishing
R,,. These are the hallmarks of the integral (v=i=integer)
quantum Hall effect (IQHE) and fractional (v=p/q) quantum
Hall effect (FQHE). While the features of the IQHE are the
results of the quantization conditions for individual electrons
in a magnetic field, the FQHE is of many-particle origin. The
insert shows the measurement geometry. B=magnetic field,
I,=current, V,=longitudinal voltage, and V =transverse or
Hall voltage. From Eisenstein and Stormer, 1990.



Two-dimensional gas of massless Dirac fermions in
graphene

K. S. Novoselov', A. K. Geim', S. V. Morozov?, D. Jiang', M. I. Katsnelson®, I. V. Grigorieva', S. V. Dubonos®
& A. A. Firsov’

Anomalny kwantowy efekt Halla
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Kwantowy efekt Halla w temperaturze pokojowej!
K.S. Novoselov, Z. Jiang, Y. Zhang, S. V. Morozov, H.L. Stormer, U. Zeitler, J.C. Maan, G. S.

Boebinger,
P. Kim, A.K. Geim, Science 315, 1379 (2007)
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