
Elektrony i dziury – obsadzenie stanów 

Rozkład Fermiego-Diraca
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J. Ginter

F - energia swobodna  Helmholtza. W warunkach równowagi energia swobodna całego układu musi
być niezmiennicza ze względu na wariację względnych obsadzeni poziomów. 



Półprzewodnik samoistny
Koncentracja (gęstość) elektronów o 
energii z przedziału (E, E+dE)
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Zakładamy, że EF jest w przerwie 
energetycznej,  (E – EF) >> k0T
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(inne oznaczenie)



Półprzewodnik samoistny
Prawdopodobieństwo znalezienia dziury w paśmie 
walencyjnym
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Koncentracja elektronów i dziur
(przypadek niezdegenerowany EF << k0T)
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Elektrony w paśmie 
przewodnictwa 
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Analogicznie dla dziur
w paśmie walencyjnym:



Półprzewodnik samoistny
n = p=ni

Eg = Ec – Ev 
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Generujemy tyle samo elektronów co dziur 
(warunek neutralności) 



Półprzewodnik samoistny

J. Singleton

Wykład 14

Im większa przerwa tym mniejsza koncentracja samoistna!



Półprzewodniki domieszkowe

Donory  (dostarczają elektronów) Akceptory (dostarczają dziur)

Wykład 14

Domieszki dostarczają nośników prądu.
Umiejętność domieszkowania półprzewodników to klucz do zastosowań!



Model wodoropodobny

Piąty elektron porusza się w polu wytworzonym przez centrum 
fosforu oraz pozostałe atomy. Centrum P (fosfor) ma ładunek 
+1e, wytwarza dodatkowy potencjał kulombowski (słabo 
wiąże piąty elektron) 

ε - stała dielektryczna.
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Domieszka fosforu w Si

Energia potencjalna

Potencjał Vcc powoduje
przesunięcia energii 
stanów o niezerowej gęstości 
funkcji falowej na centrum , a 
więc stanów o symetrii s - takie 
przesuniecie z ang. „chemical 
shift” wyróżnia różne centra 
wodoropodobne.

Do rozwiązania problem wodoropodobny!



Atom wodoru
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Model wodoropodobny
Ostatecznie zagadnienie sprowadza się do 
problemu atomu wodoru z nośnikiem 
swobodnym o masie m*, w ośrodku 
dielektrycznym ze stałą ε i małą „poprawką”
do potencjału.
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ED
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E

Stany domieszkowe

p.p.

p.w.

Elektrony z donorów (dziury z akceptorów)
łatwo jest przenieść do pasma przewodnictwa
(walencyjnego)

R*=Ej<< Eg



E

Luminescencja par donor-akceptor
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Emisja par donor-akceptor
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Emisja par donor-akceptor w GaN

Elum = Eg - EA - ED + e2/(4π ε0εs Rn)
ED , EA, εs



„Historyczne” widma par w GaP

D. G. Thomas et al. Phys. Rev. 133, A269 (1964)



Donory i akceptory
Wykład 14

Donory i akceptory dostarczają swobodnych nośników!



Własności elektryczne

Wysoka temperatura: n = ND – NA (donory i akceptory są zjonizowane) 

pNNn DA +=+ +−

( ) 







++=

∝
−

c

D
DcF

Tk
E

N
NTkEEE

en
D

ln
2
1

2
1

0

2 0

Wykład 14

Warunek neutralności:

W przypadku półprzewodnika typu n, w niskich temperaturach:



Własności elektryczne

J. Singleton

Wykład 14
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Półprzewodniki zdegenerowane

Pasmo domieszkowe. 
Przejście Motta (funkcje falowe 

donorów zaczynają się przykrywać –
tworzy się pasmo!)
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Elektrony „wpychają się”
do pasma przewodnictwa

Patrz ćwiczenia…



Przewodnictwo

 Model Drudego – 1900 r
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Dwa rodzaje nośników pe pene µµσ +=

Paul Karl Ludwig Drude 
1863-1906

Wykład 14



Zależność oporu od temperatury
Wykład 14

Koncentracja nośników nie zmienia się, wzrasta efektywność
rozpraszania na drganiach sieci (fononach).

Metale



Zależność oporu od temperatury
- półprzewodniki  

Wykład 14
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Zmienia się koncentracja nośników i ruchliwość!



Własności optyczne ciał stałych



Własności optyczne ciał stałych

Wykład 14

M. Fox



Izolatory i półprzewodniki 
Szafir (korund Al2O3)
- przezroczysty w obszarze 
widzialnym

M. Fox

Wykład 14



Metale

M. Fox

Wykład 14



Przejścia międzypasmowe
Ef = Ei + ћω
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Przejścia proste

Dla fotonu k ~ 107 m-1

dla elektronu k ~ 1010 m-1

Wykład 14

Zakładamy, że w pobliżu ekstremum M=const



Przejścia międzypasmowe proste
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Przejścia międzypasmowe proste
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Absorpcja ekscytonowa w GaAs 

M. D. Sturge Phys. Rev. 127, 768 (1962)

Drastyczne odstępstwo od zależności pierwiastkowej! 



Efekty ekscytonowe

Ekscyton – kwazicząstka powstająca w wyniku oddziaływania kulombowskiego 
pomiędzy elektronem i dziurą (analog atomu wodoru)

Wykraczamy poza przybliżenie jednoelektronowe!

Frenkiel (1931 r.) – nie każdej absorpcji światła odpowiada pobudzenie 
elektronowemu odpowiada fotoprzewodnictwo (pojawienie się swobodnych 
elektronów) 

Rozważmy  elektron o masie efektywnej           i wektorze położenia  

oraz dziurę o masie efektywnej           i wektorze położenia

w półprzewodniku o stałej dielektrycznej
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M - masa całego ekscytonu
- ruch postępowy środka masy

μ -masa zredukowana 
odpowiada za ruch 
względny elektronu i dziury



Promień bohrowski ekscytonu:
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Energia kinetyczna środka masy (ruch całego ekscytonu):  
2
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Funkcja falowa ekscytonu:
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==
Rnl – stowarzyszone wielomiany Laguera
Ylm – harmoniki sferyczne 
l, m – orbitalna i magnetyczna liczba kwantowa

Ekscytony o dużych 
promieniach

Ekscytony Waniera-Motta
Ekscytony małych 
promieniach

Ekscytony Frenkla

Znamy funkcje falowe, energie stanów – możemy wyznaczyć prawdopodobieństwa 
dla różnych przejść ekscytonowych, a zatem i współczynniki absorpcji…



Energia całkowita ekscytonu:
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Warunki obserwacji ekscytonów 
w kryształach idealnych 
- kT<< En
- poszerzenie poziomu mniejsze 
od odległości pomiędzy stanami

(czas życia na stanie ekscytonowym 
odpowiednio długi)   

w rzeczywistych kryształach:
- mała koncentracja płytkich 
domieszek (energia domieszek 
wodoropodobnych jest bliska 
energii wiązania ekscytonu) 
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Krawędź absorpcji jest silnie modyfikowana przez przejścia 
ekscytonowe! Najlepiej widać to w niskich temperaturach.



Transmisja ekscytonowa w GaN

P. Trautman et al. APL 83, 3510 (2003) 

- pola elektryczne (np. wokół dyslokacji),
- niejednorodne naprężenia 

Problemy:



Przegląd kompleksów ekscytonowych

• na neutralnym donorze D0X
• na neutralnym akceptorze A0X
• na zjonizowanym donorze D+X
• na zjonizowanym akceptorze A-X

EgEkscyton zwiazany

0

Ex
X

D0X
A0X

Eloc

Jak zidentyfikować poszczególne linie ekscytonowe?

Nie jest to łatwe!

Pomaga pole magnetyczne…



Luminescencja ekscytonowa w GaN
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Widmo luminescencji GaN
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Przejścia międzypasmowe skośne
np. w Si, Ge..
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Potrzebny jest fonon…

Energia 

Kwazipęd 



Przejścia międzypasmowe skośne

M. Fox

Wykład 14



Półprzewodniki domieszkowe
Głębokie domieszki

M. Fox

Wykład 14



Sławne rubiny i szafiry

www.wec.com.pl



Al2O3 (korund)

• Al2O3:Cr → rubin

• Al2O3:Ti → szafir



Skąd te kolory?

Cr – [Ar]

Ti  - [Ar]

4s1 3d5

4s2 3d2



Po wbudowaniu do Al2O3

3d1

Cr – 3 elektrony → Cr3+

Ti – 3 elektrony → Ti3+

Metale przejściowe:

Chrom, tytan, żelazo, mangan, kobalt, nikiel….

Orbitale d zachowują swój atomowy charakter!

3d3



Cr3+

Charakterystyczne widmo absorpcji rubinu



Przykład - widma rubinu 
(pomiary w temperaturze 300K i 77K)
A. Kuźniak, II Pracownia WF UW (2006) T≈0.86

Widmo transmisji dostarcza też informacji

o współczynniku odbicia…

R≈0.075

Odbicie wynika z różnicy współczynników załamania na granicy ośrodków!
Z powyższych pomiarów można uzyskać informacje o 
współczynniku załamania Al2O3….

76,1
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Rn Skąd to wynika? Rozważmy 

równania Maxwella…



Domieszki – centra barwne

Niewielka liczba atomów chromu zmienia bezbarwny 
korund w rubin…
Badanie absorpcji, luminescencji jest więc dobrą 
metodą wykrywania domieszek!
półprzewodnikowych…



Luminescencja
Wykład 14



M. Fox

Luminescencja
Wykład 14

Półprzewodniki z prostą przerwą
- Proces dwucząstkowy  - silna emisja 

Półprzewodniki ze skośną 
przerwą do emisji 
potrzebna jest dodatkowa 
kwazicząstka - fonon



Drgania sieci - fonony

M d2x2n/dt2 = C(x2n+1 – x2n + x2n-1 – x2n)  ,

m d2x2n+1/dt2 = C(x2n+2 – x2n+1 + x2n – x2n+1) .
Wychylenia można opisać bieżącą falą płaską o wektorze falowym q:

x2n = A ei(ωt+2nqa) i     x2n+1 = B ei(ωt+(2n+1)qa) .
Po podstawieniu do równań otrzymujemy równania na parametry A i B. 

Z warunku istnienia rozwiązań, wyznaczamy zależność dyspersyjną, 
czyli ω(k):

Wykład 14



Dyspersja
(zależność energii 
fononu 
od wektora falowego)

-ω2MA = 2CB cosqa – 2CA  ,

-ω2mB = 2CA cosqa - 2CB .

Wykład 14



Fonony realne

Rys. XVI.3 Krzywe dyspersji dla:
Na w 90K (A.D.B. Woods et al., Proc. Soc. 
London 79, 440 (1962)), linie przerywane 
przedstawiają zależność sinusoidalną;
HgSe w 12K (dzięki uprzejmości W. 
Szuszkiewicza); otrzymane z rozpraszania 
neutronów. 

Wykład 14



Ciepło właściwe

Ciepło właściwe Molowe ciepło właściwe
[J/gK] [J/molK]   

Ołów 0,0305 26,5
Wolfram 0,0321 24,8
Srebro 0,0564 25,5
Miedź 0,0923 24,5
Glin 0,215 24,4

231002,61 ⋅=mol

Prawo Dulonga-Petita (1819r):

Molowe ciepło właściwe = const = 3R
(w temperaturze pokojowej)

Wykład 14



Ciepło właściwe

Young and Freedman, University Physics, Pearson International Edition

Wykład 14

W niskich temperaturach
prawo Doulonga-Petita
nie działa… 



Ciepło właściwe
Drgania sieci można utożsamiać ze zbiorem oscylatorów
harmonicznych. Stosunek obsadzeń kolejnych poziomów
(liczba wzbudzonych oscylatorów) zadany jest czynnikiem
Boltzmana:

Nn+1/Nn = e-βω,   gdzie β = 1/kBT.

Nn/Σi Ni = e-nβω/ Σi e-iβω .

Średnia liczba wzbudzeń opisana jest wyrażeniem:

〈n〉 = Σn n e-nβω/ Σi e-iβω .

〈n〉 = e-βω/(1– e-βω) = 1/ (eβω–1).

Jeśli ω < kBT to 〈n〉 ~ kTB/ω.

Wykład 14



Model Einsteina
Model Einsteina zakładał istnienie drgań sieci o jednej tylko częstości. Model
Debye’a zakładał istnienie całego spektrum dozwolonych częstości do pewnej
częstości granicznej.

W modelu Einsteina jest N oscylatorów o tej samej energii ω, co daje energię
całkowitą układu w postaci:

E = N 〈n〉 ω = Nω/ (eβω–1) .

Oznacza to, że ciepło właściwe wynosi (trzy stopnie swobody):

CV = (dE/dT)V = 3NkB(βω)2 eβω/(eβω–1)2 .

Dla wysokich temperatur CV = 3NkB – prawo Dulonga-Petita.

Jednak doświadczalnie stwierdzono, że w niskich temepraturach

CV ~ T3

Wykład 14



Model Debye’a

zależność dyspersyjna ω = vq (gdzie v jest prędkością dźwięku). Gęstość w
przestrzeni odwrotnej q jest zgodna z warunkami Borna-Karmana, czyli wynosi
1/(2π)3 . Gęstość stanów w przestrzeni częstości dana jest zależnością:

ρk 4π q2 dq/dω dω = 1/(2π2) ω2/v3 dω.

Całkowitą energię układu można zapisać jako:

E = ∫ D(ω) n(ω) ω dω = ∫ ω2/2π2v3 ω/(eβω–1) dω.

Zakładamy istnienie najwyższej częstości ωD i jest to górna granica całkowania.

CV = NkB(T/Θ)3
0∫

xDx4ex/(ex –1)2 dx. 

Θ to temperatura Debye'a zdefiniowana równością kBΘ = ωD

Wykład 14



Porównania

Rys. XVI.4 Zależność ciepła właściwego od temperatury 
dla różnych kryształów porównana z zależnością 
wynikającą z modelu Debye'a.

Rys. XVI.5 Fononowa gęstość stanów dla krzemu. 
Linią przerywaną zaznaczono gęstość daną modelem 
Debye’a, linią ciągłą obliczoną z krzywych dyspersji.

Wykład 14

Model Debay’a działa świetnie!
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