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• STW: arena zjawisk fizycznych: R4 wyposażone w płaska̧ metrykȩ
η = diag(1,−1,−1,−1) o sygnaturze lorentzowskiej.

• OTW: arena zjawisk fizycznych: 4-ro wymiarowa rozmaitość M wyposażona
w metrykȩ gL o sygnaturze lorentzowskiej; wymaga siȩ by gL spełniała
równania Einsteina.

• TW(teorie wszystkiego): konieczność uwzglȩdnienia innych odziaływań niż
grawitacyjne, prowadzi do obiektów wielowymiarowych, takich jak struny,
membrany, etc i zmusza do doła̧czenia dodatkowych wymiarów do każdego
punktu czasoprzestrzeni M .
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Schemat Kaluzy-Kleina

• arena zjawisk fizycznych: wia̧zka P nad czasoprzestrzenia̧ (M, gL), z
włóknami bȩda̧cymi zwartymi rozmaitościami X ; wymiar tych rozmaitości
zależy od modelu

• włókna X sa̧ wyposażone w metrykȩ riemannowska̧ g

• wymaga siȩ, aby rozmaitości riemannowskie (X, g) posiadały dodatkowa̧
strukturȩ, która zależy od modelu
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równania:

∇TΨ = 0, δ(T ) = 0, T ·Ψ = µΨ.



Przykład: Teoria strun Typ II B

• rozmaitości riemannowskie (X, g), oprócz koneksji Levi-Civity ∇LC, sa̧
dodatkowo wyposażone w:

? metryczna̧ koneksjȩ ∇T z torsja̧ Tijk, która jest całkowicie
antysymetryczna

? nietrywialne pole spinorowe Ψ kowariantnie stałe wzglȩdem koneksji ∇T

• specjalna struktura riemannowska (X, g,∇T , T, Ψ) spełnia miȩdzy innymi
równania:

∇TΨ = 0, δ(T ) = 0, T ·Ψ = µΨ.

Istnienie kowariantnie stałego spinora ze wzglȩdu na metryczna̧ koneksjȩ z torsja̧
jest ogólna̧ cecha̧ takich modeli.
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Rozmaitości (X, g) ze zredukowana̧ grupa̧ holonomii

• Gdyby spinor Ψ był kowariantnie stały wzglȩdem koneksji Levi-Civity ∇LC,
wtedy grupa holonomii dla (X, g) musiałaby być zredukowana.

• Koneksja LC miałaby wartości w algebrze Liego h grupy holonomii
H ⊂ SO(g).

• Nieredukowalne struktury riemannowskie (X, g) ze zredukowana̧ grupa̧
holonomii sa̧ sklasyfikowane (Berger).

• Albo sa̧ to przestrzenie symetryczne G/H , z H ⊂ SO(n) grupa̧ holonomii,
albo znajduja̧ siȩ na liście Bergera:
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Lista Bergera

Grupa holonomii g Wymiar X Typ X Uwagi
SO(n) n generic

U(n) 2n, n ≥ 2 Kähler manifold Kähler

SU(n) 2n, n ≥ 2 Calabi-Yau manifold Ricci-flat,Kähler

Sp(n) · Sp(1) 4n, n ≥ 2 quaternionic Kähler Einstein

Sp(n) 4n, n ≥ 2 hyperkähler manifold Ricci-flat,Kähler

G2 7 G2 manifold Ricci-flat

Spin(7) 8 Spin(7) manifold Ricci-flat
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Specjalne geometrie typu (X, g,∇T , T, Ψ)

• Geometrie (X, g) z listy Bergera maja̧ spinor Ψ kowariantnie stały ze wzgledu
na koneksjȩ Levi-Civity

• Dla nich: ∇T ≡ ∇LC, wiȩc T ≡ 0.

• Przez to nie sa̧ one specjalnie interesuja̧ce dla TW.
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• Niech Υ bȩdzie obiektem (np. tensorem), który jest zachowywany przez
podgrupȩ H ⊂ SO(n). Oprócz włożenia H w SO(n) wyznacza on także
podalgebrȩ Liego h w so(n).

• Na rozmaitości (X, g) wyposażonej w taki tensor Υ możemy rozłożyc formȩ

koneksji Levi-Civity
LC

Γ ∈ so(n) na czȩść Γ z h i resztȩ:

LC

Γ = Γ + 1
2T.



• Wtedy pierwsze równania struktury dθ + (Γ + 1
2T ) ∧ θ = 0 dla koneksji

Levi-Civity zapisujemy jako

dθ + Γ ∧ θ = Tor

i interpretujemy jako pierwsze równanie struktury dla metrycznej koneksji Γ
z antysymetryczna̧ torsja̧ Tor.



• Wtedy pierwsze równania struktury dθ + (Γ + 1
2T ) ∧ θ = 0 dla koneksji

Levi-Civity zapisujemy jako

dθ + Γ ∧ θ = Tor

i interpretujemy jako pierwsze równanie struktury dla metrycznej koneksji Γ
z antysymetryczna̧ torsja̧ Tor.

• Krzywizna tej koneksji K ∈ h - z drugiego równania struktury:

dΓ + Γ ∧ Γ = K.
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• Teoria strun sugeruje, że warto rozważac Tijk całkowicie antysymetryczne.

• Czy istnieja̧ geometrie (X, g) dopuszczaja̧ce rozkład
LC

Γ = Γ + 1
2T z Tijk całkowicie antysymetrycznym?

• Dla jakich n i H ⊂ SO(n)?

• Jak wygla̧da dla nich obiekt Υ redukuja̧cy SO(n) do H?
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Ostatnie 20 lat

• Każda geometria z holonomia̧ z pierwszej listy Bergera może być uznana za
geometriȩ z antysymetryczna̧ torsja̧ T ≡ 0

• Szuka siȩ (np. grupa Friedricha z Berlina) geometrii z koneksja̧ o wartościach
w algebrze Liego grup H z pierwszej listy Bergera maja̧cych T 6= 0:

H Υ Nazwa geometrii Uwagi
U(n) ⊂ SO(2n) Jik s.t. JikJkj = −gij nearly Kähler Bismut (∗)
SU(2) ⊂ SO(4) two selfdual 2-forms hyperheaven Plebański

SU(3) ⊂ SO(6)
3
ω= (13−24)5−(14+23)6 W1 ⊕W3 ⊕W4

Salamon,
Hitchin

G2 ⊂ SO(7)
3

φ=
3
ω +(12 + 34)7 + 567 W1 ⊕W3 ⊕W4

Bryant,
Gray

Spin(7) ⊂ SO(8) spinor weak Spin(7) Fernandez
(∗) pełna klasyfikacja dla n 6= 3, Nagy
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nieredukowalnych przestrzeniach symetrycznych G/H sklasyfikowanych
przez Cartana.

• Pierwsza możliwość na liście Cartana: G/H = SU(3)/SO(3).



Możliwe H dla geometrii z T ∈ Λ3Rn spoza pierwszej
listy Bergera

• Te podgrupy H ⊂ SO(n), które wystȩpuja̧ jako dzielnik H w zwartych
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Możliwe H dla geometrii z T ∈ Λ3Rn spoza pierwszej
listy Bergera

• Te podgrupy H ⊂ SO(n), które wystȩpuja̧ jako dzielnik H w zwartych
nieredukowalnych przestrzeniach symetrycznych G/H sklasyfikowanych
przez Cartana.

• Pierwsza możliwość na liście Cartana: G/H = SU(3)/SO(3).

• Tutaj: rozmaitość X = SU(3)/SO(3) ma wymiar 5 i działa na niej
H = SO(3) ⊂ SO(5). To działanie w przestrzeni stycznej do X jest
nieredukowalne.

• Zbadać nieredukowalna̧ geometriȩ SO(3) w wymiarze n = 5.
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SO(3) geometrie w wymiarze 5

• Tensor Υ łamia̧cy grupȩ SO(5) do nieredukowalnej SO(3) jest 3-tensorem
spełniaja̧cym nastȩpuja̧ce warunki (Bobieński+PN):

i) Υijk = Υ(ijk), (całkowicie symetryczny)
ii) Υijj = 0, (bezśladowy)
iii) ΥjkiΥlmi + ΥljiΥkmi + ΥkliΥjmi = gjkglm + gljgkm + gklgjm.

• 5-wymiarowa riemannowska rozmaitość (X, g) wyposażona w każdym
punkcie w tensor Υ spełniaja̧cy warunki i)-iii) oraz dopuszczaja̧ca rozkład

LC

Γ ijk = Γijk + 1
2Tijk.

z Tijk = T[ijk] nazywa siȩ niemal całkowalna̧ (nearly integrable).
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• Znamy dużo przykładów takich geometrii.

• M. in. mamy 7-mio parametrowa̧ rodzinȩ nierównoważnych przykładów
spełniaja̧cych równania

∇TΨ = 0, δ(T ) = 0, T ·Ψ = µΨ

teorii strun IIB. Maja̧ one T 6= 0 i w każdym punkcie dwie 2-wymiarowe
przestrzenie kowariantnie ∇T -stałych spinorów. Ponadto dla tej rodziny
Ric∇

T
= 0.
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Pytanie

Dla jakich n w przestrzeni Rn może istnieć tensor Υ spełniaja̧cy warunki:

i) Υijk = Υ(ijk), (całkowita symetria)

ii) Υijj = 0, (brak śladu)

iii) ΥjkiΥlmi + ΥljiΥkmi + ΥkliΥjmi = gjkglm + gljgkm + gklgjm?
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• tworzymy wielomian w(a) = Υijkaiajak, gdzie ai ∈ R, i = 1, 2, 3, 4, 5

• tensor łamia̧cy SO(5) do SO(3) daje:

w(a) = 6
√

3a1a2a3+3
√

3(a2
1−a2

2)a4−
(

3a2
1+3a2

2−6a2
3−6a2

4+2a2
5

)
a5



W wymiarze n = 5

• tworzymy wielomian w(a) = Υijkaiajak, gdzie ai ∈ R, i = 1, 2, 3, 4, 5

• tensor łamia̧cy SO(5) do SO(3) daje:

w(a) = 6
√

3a1a2a3+3
√

3(a2
1−a2

2)a4−
(

3a2
1+3a2

2−6a2
3−6a2

4+2a2
5

)
a5

• warto zauważyć, że:

w(a) = det

a5 −
√

3a4

√
3a3

√
3a2√

3a3 a5 +
√

3a4

√
3a1√

3a2

√
3a1 −2a5


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• bo ... oprócz R, mamy C, H, O.

• dla n = 5 tensor Υ jest zadany formuła̧:

Υijkaiajak = w(a) = det

a5 −
√

3a4

√
3a3

√
3a2√

3a3 a5 +
√

3a4

√
3a1√

3a2

√
3a1 −2a5





W wymiarach n = 5, 8, 14 i 26

• bo ... oprócz R, mamy C, H, O.

• dla n = 5, 8, 14 i 26 można wzia̧ć:

w(a) = det

a5 −
√

3a4

√
3α3

√
3α2√

3α3 a5 +
√

3a4

√
3α1√

3α2

√
3α1 −2a5


gdzie



W wymiarach n = 5, 8, 14 i 26

• bo ... oprócz R, mamy C, H, O.

• dla n = 5, 8, 14 i 26 można wzia̧ć:

w(a) = det

a5 −
√

3a4

√
3α3

√
3α2√

3α3 a5 +
√

3a4

√
3α1√

3α2

√
3α1 −2a5


gdzie dla n = 5:

α1 = a1

α2 = a2

α3 = a3



W wymiarach n = 5, 8, 14 i 26

• bo ... oprócz R, mamy C, H, O.

• dla n = 5, 8, 14 i 26 można wzia̧ć:

w(a) = det

a5 −
√

3a4

√
3α3

√
3α2√

3α3 a5 +
√

3a4

√
3α1√

3α2

√
3α1 −2a5


gdzie dla n = 8:

α1 = a1

α2 = a2

α3 = a3

+a6i
+a7i
+a8i



W wymiarach n = 5, 8, 14 i 26

• bo ... oprócz R, mamy C, H, O.

• dla n = 5, 8, 14 i 26 można wzia̧ć:
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W wymiarach n = 5, 8, 14 i 26

• bo ... oprócz R, mamy C, H, O.

• dla n = 5, 8, 14 i 26 można wzia̧ć:

w(a) = det

a5 −
√

3a4

√
3α3

√
3α2√

3α3 a5 +
√

3a4

√
3α1√

3α2

√
3α1 −2a5


gdzie dla n = 26:

α1 = a1

α2 = a2

α3 = a3

+a6i
+a7i
+a8i

+a9j + a10k
+a11j + a12k
+a13j + a14k

+a15p + a16q + a17r + a18s,
+a19p + a20q + a21r + a22s,
+a23p + a24q + a25r + a26s.

• W każdym z czterech przypadków n = 5, 8, 14 i 26 tensor Υ określony przez

Υijkaiajak = w(a)

spełnia warunki i)-iii)!
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• Twierdzenie 1
W wymiarach n = 5, 8, 14 i 26 tensor Υ redukuje grupȩ GL(n, R) poprzez
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? dla n = 5 grupa H5 jest nieredukowalna̧ SO(3) w SO(5);
model z T ≡ 0: SU(3)/SO(3)



Stabilizator H dla Υ

• Twierdzenie 1
W wymiarach n = 5, 8, 14 i 26 tensor Υ redukuje grupȩ GL(n, R) poprzez
O(n) do jej podgrupy Hn, gdzie:
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Stabilizator H dla Υ

• Twierdzenie 1
W wymiarach n = 5, 8, 14 i 26 tensor Υ redukuje grupȩ GL(n, R) poprzez
O(n) do jej podgrupy Hn, gdzie:

? dla n = 5 grupa H5 jest nieredukowalna̧ SO(3) w SO(5);
model z T ≡ 0: SU(3)/SO(3)

? dla n = 8 grupa H8 jest nieredukowalna̧ SU(3) w SO(8);
model z T ≡ 0: SU(3)

? dla n = 14 grupa H14 jest nieredukowalna̧ Sp(3) w SO(14);
model z T ≡ 0: SU(6)/Sp(3)

? dla n = 26 grupa H26 jest nieredukowalna̧ F4 w SO(26);
model z T ≡ 0: E6/F4

• Patrza̧c na wymiary n i grupy Hn widać, że wszystkie sa̧ spoza pierwszej listy
Bergera
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• Twierdzenie 2

? Tensory Υ zdefiniowane tu za pomoca̧ liczb z R, C, H i O sa̧ jedynymi
rozwia̧zaniami równań i)-iii).

• Dowód

? Wynika z prac Cartana na temat powierzchni izoparametrycznych w
sferach Sn.

? Sprowadza siȩ do dowodu tego faktu, że ciało R można rozszerzyć tylko do
C, H, O. Dalsze rozszerzanie prowadzi do dzielników zera.

? Można pokazać, że nasze pytanie o istnienie tensora Υ jest równoważne
pytaniu o możliwe rozszerzenia R.



Wiȩc co wyróżnia nk = 5, 8, 14 i 26?
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Wiȩc co wyróżnia nk = 5, 8, 14 i 26?

• To samo co k = 1, 2, 4 i 8; bo nk = 3k + 2.

• To samo co l = 0, 1, 2 i 3; bo k = 2l.
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