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o STW: arena zjawisk fizycznych: R* wyposazone w ptaska metryke
n = diag(1, —1,—1, —1) o sygnaturze lorentzowskie;j.

e OTW: arena zjawisk fizycznych: 4-ro wymiarowa rozmaitos¢ M wyposazona

w metryke g7, o sygnaturze lorentzowskiej; wymaga sie by gy, spetniata
réwnania Einsteina.

e TW(teorie wszystkiego): koniecznos¢ uwzglednienia innych odziatywan niz
grawitacyjne, prowadzi do obiektéw wielowymiarowych, takich jak struny,
membrany, etci zmusza do dotaczenia dodatkowych wymiaréw do kazdego
punktu czasoprzestrzeni M .
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Schemat Kaluzy-Kleina

e arena zjawisk fizycznych: wiazka P nad czasoprzestrzenia (M, gr,), z
wiéknami bedacymi zwartymi rozmaitosciami X ; wymiar tych rozmaitosci
zalezy od modelu

e widkna X sa wyposazone w metryke riemannowskq g

e wymaga sie, aby rozmaitosci riemannowskie (X, g) posiadaty dodatkowa
strukture, ktéra zalezy od modelu
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Przyktad: Teoria strun Typ Il B

e rozmaitosci riemannowskie (X, g), oprécz koneksji Levi-Civity V¢, sa
dodatkowo wyposazone w:

* metryczng koneksje V1 z torsjg Ty, ktéra jest catkowicie
antysymetryczna
* nietrywialne pole spinorowe U kowariantnie state wzgledem koneksji V7

e specjalna struktura riemannowska (X, g, VI, T, ¥) spetnia miedzy innymi
réwnania:

Viw =0, 6(T)=0, T-U=pu0,

Istnienie kowariantnie statego spinora ze wzgledu na metryczna koneksje z torsja
jest ogdlna cecha takich modeli.
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Rozmaitosci (X, g) ze zredukowana grupa holonomii

e Gdyby spinor ¥ byt kowariantnie staty wzgledem koneks;ji Levi-Civity V¢,
wtedy grupa holonomii dla (X, g) musiataby by¢ zredukowana.

e Koneksja LC miataby wartosci w algebrze Liego b grupy holonomii

H C SO(g).

e Nieredukowalne struktury riemannowskie (X, g) ze zredukowana grupa
holonomii sa sklasyfikowane (Berger).

e Albo sa to przestrzenie symetryczne G/H, z H C SO(n) grupa holonomii,
albo znajduja sie na liscie Bergera:
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Lista Bergera

Grupa holonomii g | Wymiar X | Typ X Uwagi

SO(n) n generic

U(n) 2n, n > 2 | Kahler manifold Kahler

SU(n) 2n, n > 2 | Calabi-Yau manifold | Ricci-flat,Kahler

Sp(n) - Sp(1) 4dn, n > 2 | quaternionic Kahler | Einstein
Sp(n) dn, n > 2 | hyperkdhler manifold | Ricci-flat,Kahler

Go 7 G- manifold Ricci-flat

Spin(7) 8 Spin(7) manifold Ricci-flat
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Specjalne geometrie typu (X, g, V!, T, 0)

e Geometrie (X, g) z listy Bergera maja spinor W kowariantnie staty ze wzgledu
na koneksje Levi-Civity

e Dla nich: VT = VY wiec T = 0.

e Przez to nie sa one specjalnie interesujace dla TW.
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Jak tworzy¢ geometrie typu (X, g, VL, T,0) z T # 07

e Niech T bedzie obiektem (np. tensorem), ktéry jest zachowywany przez
podgrupe H C SO(n). Oprécz whozenia H w SO(n) wyznacza on takze
podalgebre Liego b w so0(n).

e Na rozmaitosci (X, g) wyposazonej w taki tensor T mozemy roztozyc forme
LC
koneksji Levi-Civity T' € so(n) na czes¢ I' z by i reszte:

LC

I =I+3T.



e Wtedy pierwsze réwnania struktury df + (I" + %T) A 0 = 0 dla koneksji
Levi-Civity zapisujemy jako

dfd +1T'N6O = Tor

| interpretujemy jako pierwsze réwnanie struktury dla metrycznej koneksji I'
z antysymetryczna torsja I'or.



e Wtedy pierwsze réwnania struktury df + (I" + %T) A 0 = 0 dla koneksji
Levi-Civity zapisujemy jako

dfd +1T'N6O = Tor

| interpretujemy jako pierwsze réwnanie struktury dla metrycznej koneksji I'
z antysymetryczna torsja I'or.

e Krzywizna tej koneksji K € b - z drugiego réwnania struktury:

dI' +T'A T = K.
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Teoria strun sugeruje, ze warto rozwazac 717 catkowicie antysymetryczne.

Czy istnieja geometrie (X, g) dopuszczajace rozktad
LC
I :P+%T z T, catkowicie antysymetrycznym?

Dla jakich ni H C SO(n)?

Jak wyglada dla nich obiekt T redukujacy SO(n) do H?
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Ostatnie 20 lat

e Kazda geometria z holonomia z pierwszej listy Bergera moze by¢ uznana za
geometrie z antysymetryczna torsja 1’ = 0

e Szuka sie (np. grupa Friedricha z Berlina) geometrii z koneksja o wartosciach
w algebrze Liego grup H z pierwszej listy Bergera majacych 1" # 0:

H T Nazwa geometrii Uwagi
( ) C SO(2n) Jik st Jigdrk; = — i nearly Kahler Bismut (*)
U(2) c SO4) two selfdual 2-forms hyperheaven Plebanski
SU(3) € SO(6) | w= (13—24)5—(14+23)6 | W1 & W5 © W, a?t'im“
3
G, C SO(7) | =0 +(124+ 347 +567 | Wi & Ws ® Wy Egi”t'
Spin(7) C SO(8) spinor weak Spin(7) Fernandez

(%) petna klasyfikacja dla n # 3, Nagy
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Mozliwe H dla geometrii z T € A’R" spoza pierwszej
listy Bergera

e Te podgrupy H C SO(n), ktére wystepuja jako dzielnik H w zwartych
nieredukowalnych przestrzeniach symetrycznych G /H sklasyfikowanych
przez Cartana.

e Pierwsza mozliwos¢ na liscie Cartana: G/H = SU(3)/SO(3).
e Tutaj: rozmaitos¢ X = SU(3)/SO(3) ma wymiar 5 i dziata na nigj
H = SO0O(3) C SO(5). To dziatanie w przestrzeni stycznej do X jest

nieredukowalne.

e /badac¢ nieredukowalng geometrie SO(3) w wymiarze n = 5.
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e Tensor T tamiacy grupe SO(5) do nieredukowalnej SO(3) jest 3-tensorem
spetniajacym nastepujace warunki (Bobienski-+PN):

) Tiie = L), (catkowicie symetryczny)
ii) Tijj = 0, (bezéladowy)
i) YikiYimi + Y10 Y hmi + Yrii L jmi = GkGim + 915 9km + gkiGim.



SO(3) geometrie w wymiarze 5

e Tensor T tamiacy grupe SO(5) do nieredukowalnej SO(3) jest 3-tensorem
spetniajacym nastepujace warunki (Bobienski-+PN):

) Tiie = L), (catkowicie symetryczny)
ii) Tijj = 0, (bezéladowy)
i) YikiYimi + Y10 Y hmi + Yrii L jmi = GkGim + 915 9km + gkiGim.

e 5-wymiarowa riemannowska rozmaitos¢ (X, g) wyposazona w kazdym
punkcie w tensor Y spetniajacy warunki i)-iii) oraz dopuszczajaca rozktad

ILC 1
Tijk = Uije + 515k

z Tyjr = Tj; k) nazywa sie niemal catkowalng (nearly integrable)



e /namy duzo przyktadéw takich geometrii.



e /namy duzo przyktadéw takich geometrii.

e M. in. mamy 7-mio parametrowa rodzine nieréwnowaznych przyktadéw
spetniajacych réwnania

VIw =0, 6(T)=0, T -V =p"

teorii strun |IB. Maja one T" # 0 i w kazdym punkcie dwie 2-wymiarowe

przestrzenie kowariantnie V7 -statych spinoréw. Ponadto dla tej rodziny
. T

RicY" = 0.
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Pytanie

Dla jakich n w przestrzeni R™ moze istnie¢ tensor Y spetniajacy warunki:
i) Tije = Tin)s (catkowita symetria)
ii) Tijj — O, (brak éladu)

1) Yk Limi + Y15 Tomi + Trti Ljmi = GikGim + 91 Gkm + grigim”?
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W wymiarze n = 5

e tworzymy wielomian w(a) = Y;;xa;a,ak, gdzie a; € R, ¢ =1,2,3,4,5
e tensor famiacy SO(5) do SO(3) daje;

w(a) = 6vV/3a1asa3+3v3(a2 —a2)ay — (3a7+3a5—6a;—6a;+2az )as

e warto zauwazyc¢, ze:

as — \/§a4 \/§a3 \/gaz
w(a) = det V3as as +V3as V3a;
V3as V3a1  —2as



e bo ...

W wymiarach n =5, §, 14 i 26



W wymiarach n =5, §, 14 i 26

e bo ... oprécz R, mamy C, H, O.



W wymiarach n =5, §, 14 i 26

e bo ... oprécz R, mamy C, H, O.

e dla n =5 tensor T jest zadany formuta:
as — \/§CL4 \/§a3 \/§a2
Tiikaia;ar = w(a) = det Vv3as as +vV3as V3aq
V3as V3ar  —2as



W wymiarach n =5, §, 14 i 26

e bo ... oprécz R, mamy C, H, O.

e dan=2>5 8 14126 mozna wziaé:

as — \/§a4 \/5043 \/5042
w(a) = det V3as as + v3as V3aq
V/3a V3ar —2as

gdzie



W wymiarach n =5, §, 14 i 26

e bo ... oprécz R, mamy C, H, O.

e dan=2>5 8 14126 mozna wziaé:

as — \/§a4 \/5043 \/5042
w(a) = det V3as as + v3as V3aq
V/3a V3ar —2as

gdzie dla n = 5:
a1 — Q1
9 = A9

3 — Aasg
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e bo ... oprécz R, mamy C, H, O.

e dan=2>5 8 14126 mozna wziaé:
a5 — \/§a4 \/5043 \/5042
w(a) = det Vv 3003 as +V3as V3o
V3a; V3ar —2as
gdzie dla n = &:

a1 = ai1tagl

a9 = a9 +arl

a3 = az +asgl
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e bo ... oprécz R, mamy C, H, O.

e dan=2>5 8 14126 mozna wziaé:
a5 — \/§a4 \/5043 \/5042
w(a) = det Vv 3003 as +V3as V3o
V3a; V3ar —2as
gdzie dla n = 14:
1 = a1+a61 +a9j -+ CLle
o = a2 +arl +aq1) + a2k
a3 = a3z +agl +aq13) + a4k



W wymiarach n =5, §, 14 i 26

e bo ... oprécz R, mamy C, H, O.

e dan=2>5 8 14126 mozna wziaé:

a5 — \/§a4 \/3043 \/3042
w(a) = det Vv 3003 as +V3as V3o
V3@ V3@ —2as
gdzie dla n = 26:

a1 = a1+agl +ag] + ajok +aisp + a16q + ar7r + aiss,
Qg = a2 a7l +ai1] + arek +a19p + ag0q + ag1r + asss,
a3 = a3 +agl +a13] + a4k +a93p + ag4q + assr + ages.



W wymiarach n =5, §, 14 i 26

e bo ... oprécz R, mamy C, H, O.

e dan=2>5 8 14126 mozna wziaé:

a5 — \/§a4 \/§a3 \/§a2
w(a) = det Vv 3003 as +V3as V3o
V3@, v3a,  —2as
gdzie dla n = 26:

a1 = ai+ael +ag) + ajok +aisp + aieq + ar7r + aiss,
g = ag +a7l +ai1] + aigk +a9p + az0q + a1r + agos,
a3 = a3 +agl +a13] + a1ak +a03p + a24q + azsr + ages.
o \W kazdym z czterech przypadkéw n = 5,8, 14 i 26 tensor T okreslony przez

Tiikaia;ar = w(a)

spetnia warunki i)-iii)!
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W wymiarach n = 5, 8, 14 i 26 tensor YT redukuje grupe GL(n,R) poprzez
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x dlan =5 grupa Hs jest nieredukowalna SO(3) w SO(5);
model z T'= 0: SU(3)/SO(3)
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Stabilizator H dla T

e [wierdzenie 1
W wymiarach n = 5, 8, 14 i 26 tensor YT redukuje grupe GL(n,R) poprzez
O(n) do jej podgrupy H,,, gdzie:

x dlan =5 grupa Hs jest nieredukowalna SO(3) w SO(5);
model z T'= 0: SU(3)/SO(3)
x dlan =8 grupa Hg jest nieredukowalna SU(3) w SO(8);
model z T'= 0: SU(3)
x dla n = 14 grupa Hy4 jest nieredukowalna Sp(3) w SO(14);
model z T'=0: SU(6)/Sp(3)
* dla m = 26 grupa Hag jest nieredukowalna Fy w SO(26);
model z T'= 0: Eg/F4
e Patrzac na wymiary n i grupy H,, wida¢, ze wszystkie sa spoza pierwszej listy
Bergera






e [wierdzenie 2

* Tensory Y zdefiniowane tu za pomoca liczb z R, C, H i O sa jedynymi
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e [wierdzenie 2

* Tensory Y zdefiniowane tu za pomoca liczb z R, C, H i O sa jedynymi
rozwiazaniami réwnan i)-iii).

e Dowdd

* Wynika z prac Cartana na temat powierzchni izoparametrycznych w
sferach S™.

* Sprowadza sie do dowodu tego faktu, ze ciato R mozna rozszerzy¢ tylko do
C,H, ©. Dalsze rozszerzanie prowadzi do dzielnikéw zera.

* Mozna pokaza¢, ze nasze pytanie o istnienie tensora Y jest rownowazne
pytaniu o mozliwe rozszerzenia RR.
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Wiec co wyréznia ni, =5, 8, 14 1 267

e Tosamocok=1,2,4i8; bonr=3k+2.

e Tosamocol=0 1 2i3 bok =2
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Thomasowi Friedrichowi za inspiracje i zwrdécenie mojej uwagi na zagadnienia
zwiazane z holonomia

llce Agricoli za nieoceniona pomoc merytoryczna i za natychmiastowe
odpowiedzi na moje e-maile

Robertowi Bryantowi za 8, 14 i 26 oraz za skierownaie mnie do prac Cartana
o powierzchniach izoparametrycznych

Andrzejowi Trautmanowi za nieprzywiedlna reprezentacje SO(3) w R®

Markowi Demianskiemu za uwagi na temat tej prezentacji



