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KOLOKWIUM PIERWSZE

Zadanie 1 (5 pkt.)
Znale¹¢ i przedyskutowa¢ ruch jednowymiarowego oscylatora harmonicznego o masie m i cz¦-
sto±ci ω pod wpªywem siªy wymuszaj¡cej F (t) = F0(1 − e−βt), β > 0, je±li w chwili t = 0
oscylator spoczywaª w swoim poªo»eniu równowagi.

Zadanie 2 (5 pkt.)

Ciaªo o masie m i ªadunku q porusza si¦ w jednorodnych staªych polach elektrycznym ~E i
magnetycznym ~B ‖ ~E w o±rodku o sile oporu ~F = −α~v, α > 0. Znale¹¢ i przedyskutowa¢ ruch.

Zadanie 3 (5 pkt.)
Cz¡stka o masie m porusza si¦ w polu siªy o potencjale V (r) = − β

r3 , β > 0, z energi¡ E = 0.
a) Znale¹¢ tor i ruch cz¡stki dla L = 0.
b) Znale¹¢ i naszkicowa¢ tor cz¡stki dla L 6= 0.
(L jest momentem p¦du cz¡stki wzgl¦dem centrum siªy.)

KOLOKWIUM DRUGIE

Zadanie 1 (5 pkt.)
Narciarz o masie m zje»dza po zboczu o ksztaªcie y = −ax2 w polu siªy ci¦»ko±ci o przyspieszeniu
~g = −g~ey, przy czym w t = 0 mamy ~r = (0, 0), ~v = (v0, 0).
a) Wypisa¢ równania ruchu Lagrange'a I rodzaju, wyznaczy¢ zale»no±¢ siªy reakcji od poªo»enia
i sprowadzi¢ równania ruchu do kwadratur.
b)Kiedy narciarz oderwie si¦ od zbocza? Wyznaczy¢ jego ruch w tej sytuacji.

Zadanie 2 (5 pkt.)
Punkt materialny o masie m porusza si¦ po gªadkiej krzywej o równaniu z = αρ3, α > 0 (we
wspólrz¦dnych walcowych), która obraca si¦ dokoªa pionowej osi z ze staª¡ pr¦dko±ci¡ k¡tow¡
Ω (przyspieszenie ziemskie ~g = −g~ez).
a) Wypisa¢ równanie ruchu Lagrange'a II rodzaju i sprowadzi¢ je do kwadratur.
b) Wyznaczy¢ poªo»enie równowagi trwaªej (w ukªadzie obracaj¡cym si¦) i cz¦sto±¢ maªych
drga« wokóª tego poªo»enia.

Zadanie 3 (5 pkt.)
Wyznaczy¢ ruch (przy maªych wychyleniach od kierunku pionowego) pªaskiego wahadªa po-
dwójnego, zªo»onego z dwóch wahadeª matematycznych o masie m i dªugo±ci l, je±li drugie
wahadªo jest podwieszone w poªowie dªugo±ci pierwszego (przyspieszenie ziemskie g).



KOLOKWIUM TRZECIE

Zadanie 1 (7 pkt.)
Do poziomej spr¦»yny o wspóªczynniku spr¦»ysto±ci k > 0 i dªugo±ci w stanie nienapi¦tym
l0, zaczepionej jednym ko«cem w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych, podwieszono niejednorodny
pr¦t o dªugo±ci L i masie M , który mo»e waha¢ si¦ w pªaszczy¹nie pionowej - g¦sto±¢ liniowa
pr¦ta ρ = 2M

L2 x, gdzie x jest odlegªo±ci¡ od punktu zawieszenia (przyspieszenie ziemskie g).
Wypisa¢ lagran»jan ukªadu, znale¹¢ poªo»enie równowagi trwaªej i wyznaczy¢ cz¦sto±ci maªych
drga« wokóª tego poªo»enia.

Zadanie 2 (5 pkt.)
Ko«ce jednorodnego pr¦ta o masie M i dªugo±ci 2L ±lizgaj¡ si¦ bez tarcia po gªadkiej nieru-
chomej obr¦czy o promieniu R > L, znajduj¡cej si¦ w pªaszczy¹nie pionowej (przyspieszenie
ziemskie g). Wypisa¢ lagran»jan ukªadu, znale¹¢ poªo»enie równowagi trwaªej i wyznaczy¢
cz¦sto±¢ maªych drga« wokóª niego.

Zadanie 3 (3 pkt.)
Wyznaczy¢ funkcj¦ y(x), dla której warto±¢ funkcjonaªu∫ 1

0
y′ [(y′)2(1− x2) + 1] dx

jest ekstremalna przy zaªo»eniu, »e y(0) = 1, y(1) = 2.
Wskazówka: Warto wykorzysta¢ sw¡ wiedz¦ o caªkach pierwszych równa« Eulera-Lagrange'a
(czyli w mechanice - równa« Lagrange'a II rodzaju).

Powodzenia!


