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Rozdziat 1

Wstep

Juz w szkole podstawowej poznajemy fizyke na tyle, by u§wiadomié
sobie jej wazng role w technice i w innych dziedzinach praktycznej
dziatalnosci cztowieka. Nie sposéb bez dogtebnej znajomosci fizyki
skonstruowa¢ nie tylko uktadu scalonego do komputera, ale i pospo-
litego telewizora. Bez wiedzy dostarczanej przez fizyke nie bytoby
ani lodowki, ani elektrowni, ani zdjecia rentgenowskiego umozliwia-
jacego zlozenie ztamanej nogi. Jesli kto$ planuje by¢ inzynierem,
lekarzem, biologiem, czy tymbardziej zawodowym fizykiem, to jasne
ze powinien sie uczy¢ fizyki, a ze jest to wiedza rozlegta, zaczynaé
trzeba wczesnie, w szkole.

Ale przeciez te wymienione zawody wybierze tylko pewien ula-
mek uczniéw szkoly $redniej. Czy czas poSwiecony na nauke fizyki
nie bedzie stracony dla wszystkich pozostatych? Istnieje wiele ar-
gumentow wskazujacych na celowo$¢ poznawania fizyki, jej metod
i osiggnie¢, na uzytecznosé tej wiedzy, niezaleznie od wypelnianych
potem w zyciu rol, szczegoblnie jesli beda one wymagaly ,ruszania
glowa”.

Powszechnie uzywane jest okreslenie fizyki, jako nauki $cistej.
Scislos¢ oznacza wykorzystywanie ilo§ciowego opisu, szerokie uzy-
cie matematyki, ale zarazem obiektywizm. Sg obszary — nawet
pozytecznej dzialalnodci cztowieka, np. malarstwo — gdzie moz-
liwe jest iz jeden z powazanych krytykoéw uzna obraz za arcydzielo,
a drugi za kicz. I nie wiadomo za bardzo, jak rozsadnie rozstrzygnaé
powstaly miedzy nimi spor.

Podobna sytuacja jest nie do pomys$lenia w fizyce. Czy lepszym
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przewodnikiem pradu elektrycznego jest zelazo, czy miedz? Niczyja
opinia, niczyj autorytet nie jest potrzebny. Wystarczy zmierzy¢
tzw. opoOr wlasciwy — ktokolwiek to zrobi zawsze wskaze na miedz
jako na lepszy przewodnik. Jej zmierzony op6r bedzie po prostu
mniejsza liczba od oporu zelaza o tym samym ksztalcie i rozmia-
rach.

Jest fizyka nauka przyrodnicza, nauka o realnym §wiecie, o re-
alnych zjawiskach. Odkrywane przez fizykow prawidtowosci, two-
rzone przez fizykow teorie, dotycza spraw niezwykle konkretnych,
sprawdzalnych. Najefektowniejsze nawet argumenty teoretyczne,
powolywanie si¢ na najwyzsze autorytety nic nie pomoze, gdy ob-
serwowane fakty popadng w kolizje z przewidywaniami. Fizycy
traktujg jako rzecz naturalng mozliwos¢ nawet gruntownej przebu-
dowy swoich pogladow, gdy nowe, doktadniejsze obserwacje wskaza
na taka konieczno§é. Ta otwarto$¢ na fakty, programowy anty-
dogmatyzm fizykéw jakiz stanowi kontrast z niektérymi naukami
spotecznymi. Trzeba bylo kilkudziesieciu lat niedoli wielu pokolen
na znacznych potaciach globu, by zrezygnowac z tez tzw. ,nauko-
wego socjalizmu” i przesta¢ na sile uszczedliwia¢ ludzi. Wystarczyta
jedna ekspedycja astronomoéw obserwujacych zaémienie Stonica we-
dhug wskazéwek Einsteina, by przekonac sie ze ptaskoS$¢ przestrzeni
znana z geometrii Euklidesa i uznawana przez co najmniej dwa ty-
sigclecia jest tylko przyblizona. Podobnie, nuklearne eksplozje do-
wodzg niezbicie, iz suma mas produktéw po reakcji nie jest réwna
sumie mas skladnikow poczatkowych, mimo iz przez dlugie lata
wydawalo sie to pozornie niewzruszonym fundamentem.

Takie trzezwe podejécie do rzeczywistoSci, umiejetnoéé¢ krytycz-
nego spojrzenia na swoje wcze$niejsze poglady, a takze umiejet-
no$¢ wydzielania spraw gtownych, najistotniejszych w danym pro-
blemie, charakterystyczna dla fizyki, sprzyja skutecznosci dziala-
nia nie tylko przy pracy naukowej, czy czysto technicznej, ale i w
dzialalnosci gospodarczej, spotecznej, w wiekszoSci nawet zwyklych
zyciowych spraw. Tak jak matematyka — wchodzaca do progra-
mow nauczania wszelkich szkoét od paru tysiecy lat — ¢éwiczy umyst
przede wszystkim w logicznym mysleniu, tak fizyka ¢éwiczy racjo-
nalne podejécie do otaczajacej nas rzeczywistosci, wyrabia otwar-
to$¢ na nowe idee, uczy trzezwego krytycyzmu.

Wielkie sukcesy fizyki w poznaniu i zrozumieniu praw przyrody,



umiejetno$¢ przepowiadania nowych zjawisk, wielkie sukcesy tech-
niczne oparte na osiggnieciach fizyki, stanowi¢ moga, i stanowia, dla
wielu ludzi, niekoniecznie tych ktérzy sami wniesli tworczy wklad
do fizyki, pow6d do dumy z faktu przynaleznosci do gatunku homo
sapiens. Zarazem plynaca z fizyki §wiadomosé, ze poznane prawdy
nie sg ostateczne, ze trzeba stale liczy¢ sie przede wszystkim z fak-
tami, uczy jakze potrzebnej skromnosci, chroni przed popadaniem
w szkodliwy i niesympatyczny dogmatyzm.

Tradycyjnie fizyka dzieli sie na rozne ,dzialy”: mechanike, na-
uke o cieple, elektryczno$é, optyke, magnetyzm, fizyke jadrowa
itd. Jedne z tych dzialéw rozpoczeto rozwija¢ juz bardzo dawno
(np. Archimedes, odkrywca kilku waznych praw fizyki, zyt w sta-
rozytnosci), inne dopiero w XX wieku. Obok zjawiska pojawiania
sie nowych dziatow, bardzo charakterystyczne w historii fizyki jest
zmniejszanie sie ich liczby zwigzane z odkrywaniem powigzan mie-
dzy dziatami i ich zlewaniem sie w jedna dziedzine. Bedziecie si¢
z tym zapoznawaé w trakcie nauki, tu zasygnalizowa¢ chcemy dwa
przyktady.

e Nauka o cieple wydawata sie poczatkowo zupelnie czyms$ in-
nym niz mechanika. Na gruncie kinetyczno-molekularnej teo-
rii materii wiemy teraz, ze wyzsza temperatura gazu oznacza
wiekszg predkos¢ czasteczek tego gazu i wiekszag ich taczna
enegie kinetyczng. Mechaniczne wlasnosci atomow okreslaja
wiec wlasnosci cieplne substancji ztozonej z tych atomow.

e Poki optyka ograniczala sie do wytwarzania dobrych okula-
row, magnetyzm rozwijal sie w zwigzku z produkcja kompa-
sow, a elektryczno$¢ w zwiazku z zakladaniem piorunochro-
néw, optyka, magnetyzm i elektryczno$¢ wydawaly sie nie
mie¢ ze sobg nic wspolnego. W trakcie nauki fizyki dowiecie
sie, ze zgodnie z odkryciami dokonanymi w potowie ubieglego
stulecia, $wiatto jest falg elektromagnetyczng. Juz same uzyte
w powyzszym zdaniu stowa pokazuja, ze te trzy w przeszio-
$ci odrebne dyscypliny, tworza dzi§ fragment jednej wiekszej
catosci.

Proces zrastania sie dziatéow fizyki ma swoj odpowiednik w po-
wstawaniu $cistych zwigzkéw miedzy dyscyplinami. Od czasu gdy
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Newton odkryt, ze Ksiezyc podlega doktadnie temu samemu prawu
przyciggania i prawu ruchu co spadajace jabtko, astronomia —
chcac nie chcac — wlaczona zostata do fizyki. Podobne zwigzki
wskaza¢ mozna dla chemii i fizyki, a nawet dla biologii i fizyki.

Odwiecznym problemem dydaktycznym jest wybor pomiedzy
ukazywaniem fizyki nowym pokoleniom w sposéb zblizony do tego
jak ona sie rozwijala, a wiec przez kolejne historycznie uksztal-
towane pojecia, i kolejne poglady, albo tak jak ona widziana jest
dzisiaj, bardziej catoSciowo, jak najblizej sedna sprawy. Pierwszy
sposob jest korzystny bo prowadzi w sposéb naturalny od poje¢ bar-
dziej zwyczajnych, pospolitych, dostepnych tatwo naszym zmystom
i naszej intuicji, do poje¢ trudniejszych, wymagajacych wiekszej
wyobrazni. Drugi jest bardzo skuteczny przy nauczaniu na naj-
bardzie zaawansowanym poziomie. Jednak poznawanie calej drogi
historycznej wymagatoby nierozumnie duzo czasu. By zrozumieé¢
historyczne argumenty za wprowadzeniem takich czy innych poje¢,
czy praw, trzeba by w jakis sposéb marnowa¢ czas na studiowanie
blednych pogladéw i élepych zautkow w jakie od czasu do czasu
popadala nauka, a ktorych przezwyciezanie prowadzito do postepu.
Wybierzemy tu pewien kompromis polegajacy na ukazaniu rozwoju
poje¢ od najprostszych do bardziej zlozonych, ale widziany z per-
spektywy tego co dzisiaj wiemy i jak dzisiaj rozumiemy najwazniej-
sze prawa przyrody.



Rozdziat 2

Kinematyka

2.1 Geometria — najstarszy dzial fizyki.

Opisem potozenia wzajemnego cial, wlasciwosciami utworzonych
przez ciala linii i figur, wyznaczaniem wzajemnych odlegtodci, zaj-
muje sie — jak wiadomo — geometria. W tym sensie geometria
jest czescig fizyki jako Scistej nauki o cialach materialnych, i to jej
czedcig najstarsza.

Wyrazony powyzej poglad, cho¢ trudno sie z nim nie zgodzié, nie
jest zbyt powszechnie gloszony. Geometrie traktuje sie raczej jako
“nauke czysta”, czes¢ matematyki. Wskazuje sie przy tym na réznice
miedzy wyidealizowanymi obiektami geometrii (,prosta to dtugosé
bez szerokosci”, wg okreslenia Euklidesa) a cialami rzeczywistymi.
Kazdy sznurek, czy narysowana otéwkiem prosta ma pewng gru-
bos¢. Rzeczywisty sznurek ma, poza tym, skoriczong dlugoséé, gdy
prosta wystepujaca w twierdzeniach geometrii jest oczywiscie nie-
skoriczona. Ale dla fizyka ten argument nie jest zadnym argumen-
tem. Zeby opisa¢ uzytecznie otaczajaca rzeczywistosé, idealizacje
trzeba czyni¢ zawsze, w kazdej nauce przyrodniczej, nie tylko w
fizyce. Fizyk raczej zapyta: Czy rysujac trojkaty coraz cierisza
kreska i mierzac katy wierzchotkowe coraz dokladniej bedziemy
dostawali wynikajaca z geometrii sume 180° z coraz mniejszym
btedem? ze tak istotnie bedzie nie mieli watpliwosci starozytni
tworcy geometrii. Przez dlugie stulecia nie wyobrazano sobie ze
mogloby by¢ inaczej. Mozna sie jednak troche dziwié, ze ciata ma-
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terialne, realne sznurki czy listwy, podlegaja prawu wydumanemu,
wypracowanemu sama, logika.

W istocie, przywotane twierdzenie o sumie katow w trojkacie,
nie moze by¢ wywiedzione ,z niczego”. Dowéd wymaga odwotania
sie do pewnikow (aksjomatow, postulatow) geometrii, czyli wlasno-
Sci przyjmowanych bez dowodu. Pewniki te zostaly sformutowane
na podstawie obserwacji rzeczywistosci. Skoro tak, to nic dziwnego
ze dobrze opisuja zachowanie rzeczywistych cial!

Matematyka czysta jest samo prowadzenie dowodu od w miare
oczywistych aksjomatéw® do konkretnego, mniej oczywistego twier-
dzenia.

Matematyka czysta jest takze wymyslanie zbiorow aksjomatow
innych niz Euklidesa i badanie twierdzen do jakich by one prowa-
dzily, bez troski o to czy istnieje gdzie$, jakis §wiat rzeczy opisywa-
nych taka geometrig. Natomiast stwierdzenie, ze geometria Eukli-
desa opisuje zachowanie cial rzeczywistych z naszego otoczenia —
a wiec tym samym opisuje i nasze otoczenie, nasza, przestrzen — (z
doktadno$ciag tym lepsza im ciato blizsze ideatu, a wiec im sznurek
cieniszy a kropka mniejszej Srednicy), jest stwierdzeniem nalezacym
do fizyki!

Jak w stosunku do kazdego prawa fizyki, tak i do geometrii eukli-
desowej, nie mozna zatraci¢ zdrowego krytycyzmu. Nalezy uczciwie
zapytac: Jaki jest zakres stosowalnodci tej teorii? W jakich warun-
kach moze si¢ ujawni¢ zachowanie przedmiotéw inne niz wynikajace
z jej twierdzen?

Samo postawienie sprawy moze wyda¢ sie zaskakujace! Za przy-
ktad gltupoty uznajemy gdy kto§ kwestionuje twierdzenie matema-
tyki, takie jak 24+2=4. Geometrie uwaza sie powszechnie za czesé
matematyki, wiec jakze §miemy pyta¢. Wyjasnitem, ze geometrie
mozna traktowaé jak nauke eksperymentalng dotyczaca ciat rzeczy-
wistych, gdyz jej podstawy (w geometrii euklidesowej) wziete sa z

! Nie miejsce tu na wyktad geometrii od podstaw, ale przytoczmy tu wybrane
dwa aksjomaty.

e Przez dwa punkty przechodzi jedna prosta.

e Na plaszczyznie, przez punkt nie lezacy na prostej, mozna przeprowadzié¢
doktladnie jedna prosta nie majaca z nig punktéw wspoélnych.
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obserwacji. Mozemy wiec traktowaé¢ geometrie jak cze§¢ nauki o
przyrodzie, czes¢ fizyki. A twierdzenia fizyki, jak juz wspomina-
liSmy, wymagaja czujnosci, wymagaja weryfikacji i konfrontacji z
coraz subtelniejszymi pomiarami przy coraz to innych wartosciach
obserwowanych wielkoSci, by w razie potrzeby zosta¢ zamienionymi
na inne, lepsze, doktadniejsze.

Pierwszym, ktory takg potrzebe weryfikacji geometrii sobie uswia-
domil byl Gauss. Wielkim wysitkiem zmierzyt on sume katow troj-
kata o wierzchotkach umieszczonych na trzech wzgoérzach odlegltych
o wiele kilometrow. W granicach dokladnosci pomiaréw dostat wy-
nik zgodny z wartosciag 180°, nie udato mu sie wiec to, co niemal
po stu latach, udalo sie brytyjskiej ekspedycji Eddingtona, prowa-
dzacego obserwacje nieba w czasie za¢mienia Stonca w roku 1919.
W do$wiadczeniu Gaussa zakrzywienie Ziemi nie mialo znaczenia,
bo promienie §wiatta biegaly ponad jej powierzchnig?.

Poniewaz nie mozemy zaprezentowaé pelnego rozumowania wia-
zacego obserwacje Eddingtona z pogwalceniem twierdzenia o sumie
katow dla gigantycznego trojkata o jednym wierzchotku w gwiez-
dzie, a dwoch pozostalych w obiektywie teleskopu w momencie za-
¢mienia i p6t doby wczeéniej, pokazemy tu na analogicznym przy-
ktadzie jak moze wygladaé¢, na czym polega, tworzenie kolejnych,
coraz lepszych teorii pretendujgcych do opisu rzeczywistoéci®.

28cisle biorac, §wiatto podlega przyciaganiu ziemskiemu, i jego promieni w
poblizu Ziemi jest tukiem o promieniu krzywizny réwnym 10 bilionéw kilome-
tréw. Samo to powinno da¢ — gdyby przestrzenn w poblizu Ziemi byla poza
tym caltkiem plaska — nadwyzke kata ponad 180° w do$wiadczeniu Gaussa
wynoszaca ok. 10~ sekundy tuku. Dokladnosé teodolitoéw jest biliony razy
gorsza, wiec przejmowanie sie uginaniem promienia §wiatla nie byto Gaussowi
potrzebne. Doswiadczenie Gaussa mogloby wykryé promien krzywizny duzo,
duzo mniejszy od powyzszej wartosci, choé¢ duzo wiekszy niz promien Ziemi.

3W przeciwienistwie do do§wiadczenia Gaussa, tutaj odchylenie promienia
pod wplywem grawitacji Storica nie jest juz takie znikome i dla promienia
nadbiegajacego z daleka w poblize Stonica, a potem daleko oden odbiegaja-
cego, wynosi 0,87 sekundy tuku. Gdyby przestrzen byla plaska, o tyle na czas
zac¢mienia na niebie przesunelyby sie gwiazdy, ktére w czasie tego za¢mienia
znalazly si¢ (wizualnie) w poblizu jego tarczy. Dopiero nadwyzka ponad te
warto$é jest dowodem zakrzywienia przez Storice samej przestrzeni w jego oto-
czeniu. Eddington wykryt odchylenie 1,74 sekund luku — polowa tego jest
przejawem krzywizny przestrzeni w poblizu Storica. Réwno$é¢ odchylenia spo-
wodowanego krzywizng przestrzeni i odchylenia spowodowanego ,spadaniem”
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Krzywi zna pow erzchni Ziem

Wielu ludzi, w tym dobrych geometréw, wierzyto przez wiele
stuleci ze Ziemia jest ptaska. Gdy twierdzenia geometrii odnosi¢ do
linii i figur wytyczanych na gltadkim polu, czy tace niezbyt wielkch
rozmiaréw, wszystko sie zgadza. Oczywiscie napiety sznurek lezacy
na Ziemi, czy narysowana w terenie linia, uktada sie wzdtuz tuku o
promieniu Ziemi, ale fakt ten wywiera zbyt maty wpltyw bySmy to
zauwazyli. Wychodzi nam z pomiaréw suma 180°, myslimy ze zy-
jemy na plaskim dwuwymiarowym $wiecie. Zyjemy wiec w bledzie,
ale nie jest to blad calkowicie prowadzacy na manowce! Przeciez
geometria plaska stosowana do sznurkéw wyznaczajacych poletka
do uprawy, po wylewie Nilu, dawala catkiem uzyteczne rezultaty.
Roznych ksztaltow dziatki wymierzone przez geometre jako rownej

Swiatla na Storice zostala przewidziana przez Einsteina w ramach jego tzw.
,Ogolnej teorii wzglednodci”. W przeciwienistwie do tzw. ,Szczegdlnej teorii
wzglednosci”, ktéra poznamy, czeSciowo juz niebawem, teoria ogélna jest za
skomplikowana by wprowadza¢ ja do programu szkoly §redniej, tak byscie ja
mogli w pelni zrozumieé, a nie tylko zapoznaé¢ sie z wnioskami, jak w tym
przypadku.
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powierzchni dawalty jednakowe plony! Mimo, ze z punktu widzenia
zdobytej pozniej wiedzy o kulistosci Ziemi teoria ptaska jest formal-
nie btedna, faktyczny blad dla niezbyt duzych figur jest znikomy.

Gdyby jednak przetrwac z teoria plaskiej Ziemi za dlugo i do-
zy¢ czasoOw wielkich odkryé¢ geograficznych, jej nieprzystawanie do
rzeczywistosci ujawnito by sie z cala mocg. Sprawdz na globusie,
ile wynosi suma katow ,trojkata” (naprawde tzw. trojkata sferycz-
nego), o bokach utworzonych przez napiete nitki, taczace biegun z
dwoma punktami na réwniku, r6znigcymi sie o 90° dtugosci geogra-
ficznej. Niejeden z Was nawet bez globusu, we wlasnej wyobrazni
dojrzy, ze suma ta wynosi 270°. Nie bedziemy tu tego dowodzi¢, ale
tatwo uwierzy¢, ze suma katéw dowolnego trojkata na powierzchni
kuli (utworzonego z tukéow kot wielkich, a wiec najkrotszych linii
taczacych wierzchotki) jest wieksza od 180° o taki utamek podwo-
jonego kata pelnego, jakim utamkie powierzchni kuli jest rozpatry-
wany trojkat.

Niejeden dociekliwy czytelnik moze tu zaprotestowaé. Po-
wie: gdyby trzy wspomniane punkty potaczyé prawdziwyms
prostymi, a wiec wnikajacymi do wnetrza skorupy Ziemi,
suma katéw nadal by byta 180°.

Prowadzi nas to do postawienia pytania co to jest prosta?
Sceptyk powie, ze w krzywej przestrzeni w ogoéle nie ,zmiesci
si¢” zadna prosta i nie ma problemu. Ale to malo tworcze.
Jesli podejrzewamy, ze zyjemy w zakrzywionej przestrzeni,
to powinni§my okresli¢ jako§ prosta, po to chociaz, by sie
upewnié¢ ze to ,prawdziwa prosta’, gdy podejrzenie sie nie
potwierdzi?

Najrozumniejsza taktyka jaka dotychczas wymys$lono, to przy-
jac, ze prosta (lepiej by moze byto mowi¢ ,najprostsza’) to
linia najkrétszej odlegtosci dla kazdej pary lezacych na niej
punktow. Pozwala to zawsze sprawdzi¢ czy obiekt konkretny
odpowiada tej definicji. Gdy znajde inng droge, krotsza od
wczesniej wytyczonej — poprzednia nie byta (najbardziej)
prosta. W przypadku powierzchni Ziemi najkrotsza linia nie
opuszczajaca badanego tworu, czyli tejze powierzchni, to
tuk kota wielkiego. Maly fragment kata utworzonego przez
dwa przecinajace si¢ kota wielkie, lezy na powierzchni Ziemi,
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a nie nurkuje od razu pod powierzchnie jak kat tréjkata wy-
tyczonego przez ,prawdziwe proste”.

7 Ziemig i innymi dwuwymiarowymi powierzchniami krzy-
wymi zanurzonymi w tréjwymiarowej przestrzeni ptaskiej,
jest o tyle tatwo, ze ich krzywizne mozna odkry¢ na dwa uzu-
pelniajace sie sposoby. Albo ocenié z zewnatrz, z perspek-
tywy kogo§ mogacego swobodnie opuszczaé ten dwuwymia-
rowy $wiat i widzacego, ze rozpatrywany zbidér to nie plasz-
czyzna. Ten kto$§ widzi, ze najkrotsze linie tgczgce punkty,
lezace na powierzchni, wytyczy gdy zejdzie z tej powierzchni.

Ale odstepstwo od ptaskosci mozna tez wykry¢ nie opuszcza-
jac powierzchni i mierzac np. sume katéw ,trojkata” zbudo-
wanego z najkrotszych bokéw mozliwych do poprowadze-
nia w tym $wiecie. Gdy chcemy zweryfikowaé¢ czy rzeczywi-
sty tréjwymiarowy Swiat jest ptaski, tylko ten drugi sposéb
nam pozostaje. Natomiast pytanie, czy ewentualny krzywy
$wiat tréjwymiarowy wymaga zanurzenia go w plaskim, ale
co najmniej czterowymiarowym $wiecie do ktérego z jakich$
powodéw nie mamy wstepu, trzeba zostawi¢ bez odpowiedzi.

Na kazdy metr kwadratowy daje to nadwyzke kata ponad 180°
wielkosci okoto jednej bilionowej stopnia. Dla catego hektara jest
to nadal tylko jedna stumilionowa stopnia Ale dla jednej 6smej
powierzchni Ziemi to juz 90°.

Zastapienie przy opisie linii najkrétszych na powierzchni Ziemi,
geometrii pltaskiej przez geometrie sferyczng, jest typowym przy-
ktadem postepu jaki wielokrotnie dokonuje sie¢ w nauce (mozna tu
podstawi¢ dowolng dyscypline przyrodnicza: astronomie, geografie,
fizyke, chemie, etc.) w trakcie jej rozwoju. Przyklad z powierzch-
nig Ziemi jest bardzo intuicyjny, zrozumialy. Troche trudniej zro-
zumieé ze i nasza przestrzen trojwymiarowa nie jest $cisle ptaska —
wystarczy wiedzie¢, ze suma katow duzych tréjkatéow rézni sie od
180°. Wedlug Einsteina odstepstwo to zalezy nie tylko od rozmia-
row trojkata, ale i od intensywnogci sit grawitacyjnych dziatajacych
w jego obszarze. 7Z dala od wielkich mas przestrzen ,po staremu”
bytaby — wedlug Einsteina — plaska. Odstepstwo od plaskosci

4W Kosmosie nie da sie, ze wzgledu na jego wypelnienie gwiazdami, uciec
od materii dowolnie daleko. Dlatego niezaleznie od miejscowych wiekszych
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jest bardzo, bardzo, bardzo mate, i nie ma wiekszego praktycznego
znaczenia, chyba ze chcemy sie zaja¢ wlasnoSciami czarnych dziur,
czy calego Kosmosu. Nawet wspominany powyzej trojkat badany
przy okazji za¢mienia Storica, trojkat o rozmiarach astronomicznych
przylegajacy mozliwie blisko Stonica ma defekt kata (odstepstwo od
180°) wynoszacy 0,87 sekundy tuku, akurat drugie tyle o ile od linii
najprostszej odpadnie promien §wiatta pod wplywem grawitacji.

W ciagu dalszej nauki w szkole do problemu odstepstw prze-
strzeni od geometrii Euklidesa juz wraca¢ czesto nie bedziemy.
Warto jednak na tym przyktadzie najstarszym, geometrycznym,
u$wiadomié sobie charakter poznania naukowego. Zadna teoria, 7a-
den poglad nie moze roéci¢ sobie pretensji do ostatecznosci, ale gdy
zostanie stworzona wizja dokladniejsza, ta stara teoria jest $wiet-
nym przyblizeniem nowszej, przy zastosowaniu do ograniczonego,
wczesniej zbadanego zakresu zjawisk.

2.2 Polozenie punktu, wektory

Polozenie ciata opisa¢ mozna tylko przez odwotanie sie do innych
cial . Méwimy na przyktad: ,daleko do domu”, ,,juz blisko do celu”,
,105 km od Warszawy na drodze do Katowic”, itp. Szczegolnie
charakterystyczny jest ten ostatni przyktad. Nie pozostawia on
watpliwosci o jakie miejsce chodzi. To odwotanie si¢ nazywamy
takze ,,odniesieniem”, a stosowne ciala ,cialami odniesienia”.
Okreslanie polozen na szosie, czy linii kolejowej, cho¢ wazne
w praktyce (gdy telefonujemy np. po pomoc drogowa!), czesto
przytaczane na poczatek w podrecznikach fizyki, ma jedng wade.

zakrzywien przy duzych masach, Wszech§wiat posiada pewng krzywizne §red-
nia. Dzieki temu mozna méwié o jego zamknietosci i skoriczonoéci mimo braku
zamykajacych go granic. Nawiasem moéwiac, wszystko wskazuje na to, iz w
obecnej fazie ewolucji, promien krzywizny Wszech§wiata ro$nie.

5Jest to spowodowanetym, ze przestrzen z samej swej natury nie uprzy-
wilejowuje punktéw z ktorych sie sktada. Gdyby byl inaczej, mogliby$my o-
rientowaé sie gdzie jesteSmy, nie patrzac na inne ciala, lecz badajac wlasnosci
obszaru w ktérym sie znalezliSmy. Np. pilot szybowca moze okre§li¢ swoja
wysoko$¢ nad Ziemia, nawet gdy jej nie widzi, przez sam pomiar ci$nienia
atmosferycznego, ktore maleje z wysokoscia. Jednak po usunieciu atmosfery,
,Sma przestrzen” nie pozwolita by na okreslenie gdzie sie jest.
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Szosa, czy tor kolejowy, rzadko sa prostoliniowe. Dla celéw ogdl-
niejszych, np. sporzadzania planu, okre§lania celow artyleryjskich,
itp. z dwoma ciatlami odniesienia wigzemy linie prosta. Odleglosé
od pierwszego ciala odniesienia w kierunku® drugiego ciala odnosi
sie wiec do punktu na prostej przechodzacej przez te ciata, a nie
do byle jakiej krzywej. Jesli opisywany punkt lezy po przeciwnej
stronie ciala odniesienia niz cialo pomocnicze, okreslajac potozenie,
opatrujemy warto$¢ odlegtoéci znakiem minus. Ta dodatnia lub
ujemna wielko$¢ nazywa sie wspotrzedng punktu na prostej. Jest to
wielko$¢ §cidle spokrewniona z liczbg pokazywana na lekcjach mate-
matyki jako element osi liczbowej, tyle ze w fizyce, wspotrzedna jest
wielkoscig wymiarowa, opatrzong jeszcze mianem jednostki dlugo-

W rozumieniu pojecia kierunek, panuje w jezyku polskim i w podreczni-
kach pewna dwuznaczno$¢. Sprowadza sie ona do tego, ze czasami kierunek
wiaze sie z calg prosta przechodzaca przez dany punkt, a czasami tylko z jedna
z jej dwoch polprostych. To drugie rozumienie, wystepujace w artykulach
naukowych i podrecznikach akademickich, a takze w wiekszosci ttumaczenn z
angielskiego, jest duzo naturalniejsze, wygodniejsze i odpowiada §ciSle znacze-
niu potocznemu. Gdy powiem komu$§ w jakim ma i§¢ kierunku, wie on co ma
robi¢. Podobnie wiedza co maja robié¢ artylerzysci po podaniu im kierunku
prowadzenia ostrzalu. Gdyby uzywac stowa kierunek w jego pierwszym zna-
czeniu, to po okredleniu takiego ,kierunku”, a wiec po podaniu prostej (np.:
strzelajcie wzdtuz potudnika”) instruowana osoba musialaby jeszcze zapytac:
a jaki kierunek na tym ,kierunku” wybraé¢? Nie wiadomo by bylo czy trzeba
strzela¢ na potnoc czy na potudnie!

W naszym ujeciu, gdy juz wiadomo o jaka prosta chodzi, nadal mozliwe na
niej sg dwa kierunki. Gdy wiadomo o jaka plaszczyzne chodzi, kierunkéw jest
tyle co punktéw na obwodzie otaczajacego okregu, a w przestrzeni tyle, co punk-
tow na sferze. Sfera niebieska, na przyklad, jest taka pomyslang powierzchnia
ktorej punkty utozsamiamy z kierunkiem do ciala niebieskiego. Przy pierw-
szym znaczeniu stowa kierunek odpowiednio§¢ istniala by miedzy wszystkimi
kierunkami, a poélsferg niebieska!

Zwolennicy odnoszenia stowa kierunek do prostej wprowadzaja pojecie
LZwrot”. Sami zapewne uczyliscie sie, ze ,wektor ma kierunek i zwrot”. Ani
w polskiej literaturze przedwojennej, ani w zadnej wspolczesnej literaturze an-
gielskiej pojecie ,zwrot” w tym znaczeniu nie jest uzywane. Stowo ,direction”
— kierunek, zawiera w sobie i prosta i ,zwrot” na niej. W tej ksiazce , poza ta
notka, nie spotkacie stowa ,zwrot”.

Gdy zwolennik dotychczasowej terminologii méwit: ,ten sam kierunek i prze-
ciwny zwrot”, my powiemy: przeciwny kierunek. Gdy moéwil: ten sam kierunek
iten sam zwrot”, my powiemy: ten sam kierunek. Prosciej, wygodniej i zgodnie
ze zdrowym sensem.
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Sci. Wspétrzedna moze wynosi¢ np. —3m.

W Polsce, podobnie jak we wszystkich niemal krajach §wiata,
oficjalng jednostks dtugosci (a wiec i odlegtosci) jest 1 metr.
Zdefiniowany pierwotnie jako 1/10 000 000 cze$¢ ¢wiartki
potudnika Ziemi, byt realizowany praktycznie kolejno jako:

o odlegtos¢ miedzy kreskami na platynowo-irydowym wzorcu
przechowywanym w Sévres pod Paryzem.

e 1 650 763,73 dlugosci fali elektromagnetycznej wysy-
tanej przez odpowiednio §wiecacy izotop kryptonu 86.

e droga przebyta przez §wiatto w czasie 1/299 792 458 se-
kundy. Ta ostatnia definicja obowigzuje od roku 1983.

Zastapienie jednego, konkretnego wzorca, wielko$ciami da-
jacymi sie odtworzy¢ w kazdym laboratorium, jest niewat-
pliwie duzo wygodniejsze niz oparcie sie na jednym egzem-
plarzu wzorca. Szczeg6lnie dla tych, co mieszkajg daleko od
Paryza! Wazne jest oczywiscie i to, ze pomiary wykonane z
uzyciem kolejnych wzorcow moga byé coraz dokladniejsze.
Chodzi o pomiary wykonywane dla celéw naukowych. Dla
celéw bardziej przyziemnych, jak np. przygotowywanie na-
rzedzi do produkcji érub i nakretek tak, by zawsze do siebie
pasowaly, niezaleznie od miejsca wytworzenia, wszystkie ko-
lejne wzorce sg jednakowo dobre, gdyz réznia sie od siebie
w stopniu zupelnie znikomym.

Ustalenie punktu odniesienia i punktu dodatkowego wyznacza-
jacego kierunek pozwala opisywa¢ za pomoca jednej wspolrzednej
wszystkie miejsca nalezace do prostej przechodzacej przez te dwa
punkty. A jak trzeba postapi¢, gdy chcemy charakteryzowaé réwno-
cze$nie wiele punktow nie lezacych na jednej prostej, lecz w r6znych
miejscach na plaszczyznie? W praktyce sa stosowane co najmniej
dwie metody okreslania (wskazywania, nazywania, opisywania —
to rozne okreslenia tej samej czynnosci) potozenia punktu na plasz-
czyznie. Mozna otoczy¢ punkt poczatkowy odniesienia okregiem (o
dowolnym promieniu) i wybrawszy jeden z punktoéw tego okregu
jako szczegélny, okresli¢ wszystkie inne jego punkty wartosciag kata
jaki trzeba zatoczy¢ by doj$¢ don od punktu wybranego na tym
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okregu jako poczatkowy. Procedura okreslania polozenia polega na
podaniu dwéch wielkosci: po pierwsze kata wybierajacego kieru-
nek, po drugie odlegtosci od poczatku, we wskazanym kierunku.
Wojskowi, a takze harcerze, nazywaja kat wyznaczajacy kierunek
— azymutem.

Be

O

Istnieje inny sposob, dla wielu celow wygodniejszy, sposob wy-
mys$lony przez Kartezjusza ponad 300 lat temu. Polega on na wy-
braniu, obok punktu poczatkowego — oznaczmy go O — zwanego
tez poczatkiem uktadu odniesienia, dwoch innych (na plaszczyznie),
lub nawet trzech punktéw pomocniczych (w przestrzeni) i utwo-
rzeniu dwoch (trzech) ukierunkowanych prostych wychodzacych z
wspolnego poczatku.

Jasne jest, ze bez kltopotu mozemy okresli¢ wspotrzedne punk-
tow lezacych albo na jednej, albo na drugiej prostej. Dla rozr6z-
nienia z ktoérg prosta mamy do czynienia bedziemy wspoétrzedne na
tych prostych oznaczali r6znymi literami, najczeSciej x i y. Same
proste bedziemy nazywali osiami X i Y, lub osiami z-6w i y-kow.

Punkt A na powyzszym rysunku ma wspotrzedng x4 = 2, 5m,
a punkt nazwany B ma wspohzedng yp = 1,4m. Zeby dojs¢ do
pojecia wspotrzednych punktu, ktéry nie lezy ani na osi x, ani na
osi y, tylko gdziekolwiek na plaszczyznie, wprowadza sie pojecie
wektora, w tym wypadku wektora przesuniecia.



2.2. POLOZENIE PUNKTU, WEKTORY 19

Nie jest trudno wyobrazi¢ sobie operacje przesuniecia punktu O
do punktu A. Nal6zmy na przyktad na plaszczyzne rysunku szybe
i nanieSmy na niej punkt O wraz z wszystkimi innymi wystepuja-
cymi na rysunku liniami. I dokonajmy rownoleglego przesuniecia
szyby przy ktorym O przesunie sie do A.

Y
B'e
Be
X
A
O/
@

Gdyby$my ograniczyli sie do przesunie¢ wzdtuz jednej i tej sa-
mej prostej, istnialby $cisty zwiagzek przesuniecia i wspolrzednej x
punktu A do ktorego przenosimy poczatek uktadu O. Mozna po-
wiedzieé, ze tyle jest mozliwych przesunieé, ile mozliwych wartosci
x. Ale nie tylko to. Przesuniecia mozna przeciez sktada¢! Przesu-
nawszy najpierw o 2m, a po namysle i stwierdzeniu ze to za malo,
dokonawszy na nowo przesuniecia wszystkiego o 0,5m, dostaniemy
taki sam rezultat, jakbySmy przesuneli od razu o 2,5m. Wsp6l-
rzedna przesuniecia wypadkowego jest sumg wspolrzednych prze-
sunie¢ czeSciowych. Przesuniecia wzdhuz jednego kierunku moga
by¢ nie tylko dodawane do siebie, ale i mnozone przez liczby. Prze-
suwajac np. pie¢ razy o 2m dostane rezultat taki jakby przesuniecie
nastapito od razu o 5 x 2m.
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Istota dyskutowanego przesuniecia wszakze jest nie tylko wiel-
kos¢ x, liczba okre$lonych jednostek miary, ale i kierunek przesu-
niecia. Caly czas rozwazamy — narazie! — przesuniecia wzdluz
prostej X. Jak nalezaloby przedstawi¢ informacje o takim przesu-
nieciu, o wartosci, dajmy na to 2,5m, gdyby zarazem trzeba zrezy-
gnowaé z rysowania wszelkich innych elementow, w tym i osi x-6w?

Pamietacie zapewne tyle ze szkoly podstawowej, by zapropono-
wac strzatke o dtugosci 2,5m, poprowadzong od O wzdhuz osi X do
punktu A. Nazywalicie taky strzatke wektorem. W rzeczywistosci
zwigzek miedzy przesunieciem o ktérym myslimy, a reprezentujaca
go strzalka ma swoja subtelnoéé, typowa dla matematyki. Zeby
wiedzie¢ jak przesunaé szybe, nie trzeba koniecznie opisac jak prze-
suwa sie akurat punkt O. Podajac potozenie poczatkowe i koricowe
ktoregokolwiek punktu szyby zanotujemy (zaznaczymy, opiszemy,
zapamietamy) te sama informacje o przesunieciu. Zatem nieskoni-
czenie wiele innych strzalek ROWNOLEGEYCH do tej pierwszej,
ale poza tym gdziekolwiek umieszczonych, np. od B do B’, opisuje
to samo przesuniecie.

Wektorem jest cala rodzina uporzadkowanych par punk-
tow (strzaltek) rownoleglych do siebie.

Wektoréow jest wiec duzo mniej niz uporzadkowanych par, czyli
strzalek, ale za to jest ich doktadnie tyle co przesunie¢. Kazdemu
przesunieciu odpowiada jeden wektor. Kazdemu wektorowi odpo-
wiada jedno przesuniecie.

Nie sposob nie dostrzec tu analogii z pojeciem liczby wymierne;.
Pozornie liczba ta ma i licznik i mianownik! Ale przeciez 1/2 = 2/4
= 4/8 = 135/270, itd, bez korica. Co jest licznikiem liczby 0,500...7
Czy jest to 1, 2, czy moze 1357 Par liczb ktore ustawiamy nad i
pod kreska utamkowa, by przedstawié¢ liczbe ktérg mamy na mysli,
jest nieskonczenie wiele. Wszystkie one tworza rodzine (zwana tez
klasa) par rownorzednych (moéwi sie tez rownych, réwnowaznych).
Liczbg jest cala ta rodzina. Oczywiscie w konkretnym obliczeniu
wybieramy jakiego$ cztonka tej rodziny i dla liczby 0,5, wcale nie
zawsze najwygodniej wybraé¢ 1/2! Gdy na przyklad chcemy dodaé
te liczbe do 1/8, zapewne skorzystamy z przedstawienia 0,5 = 4/8
jako najwygodniejszego.

Podobnie jak liczbe wymierng przedstawiamy jako konkretna
pare liczb calkowitych, z mianownikiem (albo licznikiem) wybra-
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nym dla wygody, tak wektor charakteryzujacy dane przesuniecie
przedstawiamy jako strzatke o konkretnym poczatku i koncu, ale
wybor jednego z tych punktéw jest do naszego uznania. Czesto
wektor drugiego przesuniecia reprezentujemy strzatka zaczynajaca
sie akurat tam, gdzie konczy sie strzatka wybrana do reprezentowa-
nia wektora pierwszego przesuniecia. Wtedy strzatka o poczatku
w poczatku pierwszej strzalki i konicu pokrywajacym sie z koricem
drugiej strzalki jest dobra strzatka (ale nie jedyna dobra!) opisujaca
przesuniecie wypadkowe.

Y

Wr6émy do problemu opisu potozenia punktu na ptlaszczyznie.
Jest jasne ze plaszczyzne (szybe) mozna przesuwaé kolejno nie tylko
wzdluz tej samej prostej! Gdybysmy przesuneli poczatek uktadu o
y najpierw wzdtuz osi Y, to znalazl by sie on w punkcie B lezacym
na tej osi w odlegtosci 1,4 m.

Wykonajmy teraz przesuniecie dyskutowane poprzednio: o 2,5
m wzdluz osi X. Punkt O przechodzi ostatecznie w punkt O’, ten
sam w ktory przechodzi punkt B z osi przy przesunieciu plaszczyzny
o 2,5m wzdhuz osi z-6w.
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Nietrudno zauwazy¢, ze dokonujac przesunie¢ w odwrotnej ko-
lejnosci dotarliby$by do tego samego punktu. Wynik skltadania
przesunie¢ nie zalezy od kolejnosci.

Efekt konicowy dwoch przesuniec jest nie do odréznienia od poje-
dynczego przesuniecia, ktoére przeniostoby od razu poczatek uktadu
O do punktu O'. Strzalka prowadzaca od O do O, jak tez kazda
strzaltka do niej réwnolegta, reprezentuje wektor wypadkowy dwoch
przesunie¢ sktadowych.

Oznaczajac wektor przesuniecia o wybrang jednostke wzdtuz osi
X symbolem 7, a wektor przesuniecia jednostkowego’ wzdtuz osi Y’
symbolem 7, mozemy wektory przesunie¢ o x i o y wzdluz odpo-
wiednich osi zapisaé¢ jako 27 i yJ. Wektor przesuwajacy poczatek
uktadu do potozenia, ktore oznaczymy symbolem P, jest ich sumg
x4+ yJ. Wektor ten moze by¢ — i w tym wypadku to najwygod-
niejsze — przedstawiony jako strzatka od O do P. Taki wektor

oznacza sie tez jako OP.
Mamy wiec:

OP= a7+ yJ

"Cho¢ moze sie to wydaé dziwne, czasami wygodnie jest wybraé te jednostki
na dwa rézne sposoby.
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Liczby x i y nazywaja sie wspotrzednymi punktu P. Wektor
OP, zwany wektorem wodzgcym (w tym wypadku punktu P) jest

caltkowicie okreslony przez te same wielkosci x i y. Nazywa sie je w
zwiazku z tym wspdtrzednymi wektora.

Zaznaczone na rysunku wektory jednostkowe nazywaja sie wer-
sorami 0si. Wersory te wydhuzone o czynnik x i y tworza boki row-
nolegtoboku. Wektor wodzacy punktu P jest przekatng tego réwno-
legtoboku. Wektory z7'i y7 nazywaja sie sktadowymi wektora. Na
powyzszym rysunku kazdej z tych sktadowych odpowiadajg dwie
szczegOlnie wygodne strzatki. Dla sktadowej 27 sg to strzatki od O
do A, lub od B do P. Podobnie dla sktadowej wzdtuz osi Y.

Wektor wodzacy, zwany tez promieniem® wodzgcym oznacza sie
najczesciej symbolem 7. Gdy rozwaza sie jednoczesnie kilka punk-
tow dodaje sie do litery r jakie§ wyrozniki takie jak np. ,prim”,
albo kolejne liczby: 7, 75 itp.

Podstawowy rezultat powyzszych rozwazan mozemy zapisaé jako

—

7=+ Y]

8Promien — po tacinie radius.
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W przestrzeni tr6jwymiarowej nalezy wprowadzi¢ jeszcze jedng pro-
sta zorientowana 7, odpowiadajacy jej wersor ki jeszcze jedna
wspolrzedng 2.

7 wtasnosci wektorow warto zapamietac:

e Wektorowi odpowiada rodzina nieskonczona strzatek rownoleg-
tych i o réwnej dtugosci.

e Mnozymy wektor przez liczbe mnozac dtugosé kazdej z repre-
zentujacych go strzalek przez te liczbe (i zmieniajac orientacje
gdy liczba jest ujemna).

e Sume dwoch wektoréow znajdujemy jako przekatna réwnole-
gltoboku, zbudowanego na dwoch reprezentantach dodawa-
nych wektoréw wystawionych z wspo6lnego punktu, albo przez
nasuniecie poczatku drugiej strzatki na koniec pierwszej i po-
prowadzeniu trzeciego boku mozliwego do utworzenia w ten
sposob trojkata.

e Gdy wybrane sg osi X i Y i wersory na tych osiach, wektor
scharakteryzowany jest przez swoje dwie ( w przestrzeni trzy)
wspolrzedne.

e Wspoélrzedne sumy wektoréw sg sumami wspotrzednych do-
dawanych wektoréw. Mnozenie wektora przez liczbe pociaga
za sobg mnozenie wspolrzednych przez te samg liczbe.

Oprocz wektorow przesuniecia o wspolrzednych wyrazonych,
np. w metrach, $wiat pelen jest wektoréw innych wielkosci fizycz-
nych.

Rozwazmy napiety tuk. Gdy zwolnimy cieciwe zacznie sie ruch
strzaly w jej wlasnym kierunku. Predkos$¢ tej strzaly, jej przyspie-
szenie, dziatajaca sita — wielkoSci o ktorych styszeliScie w szkole
podstawowej, a ktorymi zajmiemy sie ponownie niebawem — wszyst-
kie wyrézniajg wspolny, pokazywany przez ustawienie strzaly, kie-
runek. Wszystkie one sg wektorami. Stosuja sie do nich reguty
dodawania, rozkladania na sktadowe, itp., identyczne jak do wek-
toréow przesuniec.

W dotychczasowych rozwazaniach osi X i Y poprowadzone byty
dowolnie. Rozkladanie wektora na dwa wzajemnie sko$ne kierunki
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jest czasem bardzo uzyteczne. Jednak w wiekszo$ci wypadkow,
po wyborze pierwszej osi X, wygodniej jest 0§ Y dobra¢ w narzu-
cajacy sie, symetryczny sposéb. Zeby wyrazisciej dostrzec problem
wlasciwego, wygodnego wyboru uktadu wspotrzednych (sposrod in-
nych mozliwych), zaznaczmy na ptaszczyznie z dowolnymi dwoma
wersorami, punkty o wspolrzednych wyrazajacych sie liczbami cal-

A

(-1,2) (0,2) (1,2) (2,2) (3,2)

(-1,1) (0,1) (1,1) (2,1) (3,1)

(@) X
(-1,0) (0,0) (1,0) (2,0) (3,0)

[SED RS Ve R e (CR)

Pierwsza liczba w nawiasie podaje wspoélrzedng z, druga y.
Gdybyémy, przystepujac do zagospodarowania pewnego placu bu-
dowy, chcieli wprowadzi¢ taki uktad wspoétrzednych, by kolejnym
robotnikom wskazywa¢ gdzie maja kopac jakie$ dotki, whija¢ pale,
etc, etc, to zamiast wota¢ za kazdym razem geodete, by wyznaczyt
wladciwe miejsce zgodne z planem zagospodarowania, moglibySmy
przygotowa¢ pewng, ilo§¢ identycznych sznurkéw, porobié na nich w
rownych odstepach wezelki i porozpinaé¢ réwnolegle — znéw w jed-
nakowych odstepach — te sznurki na placu. Gdyby$my jeszcze po-
przyczepiali do wezetkow pary liczb wyrazajace numer sznurka (y) i
numer wezetka (x), mielibySmy uktad wspolrzednych zrealizowany
w niestychanie konkretny sposob. Zadnej abstrakcji! Wystarczy
powiedzie¢: ,whbij kotek przy trzecim wezetku czwartego sznurka’.
I wiadomo gdzie to jest.
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Patrzac na nasz ostatni rysunek zdajemy sobie sprawe, ze uktad
wspolrzednych mozna udoskonali¢. Zostawiajac sznurek o wspol-
rzednej y = 0, a wiec ten przechodzacy przez punkt O w spokoju,
mozemy przesuna¢ wzdluz siebie sznurek o wspoélrzednej y = 1
nieco w lewo, tak by odleglos¢ miedzy weztami (0,0) a (1,1) i mie-
dzy (0,0), a (—1,1) byla taka sama. No bo po co wyrdznia¢ jeden
z dwu przeciwnych kierunkéw? Oczywiscie korekty nalezy wprowa-
dzi¢ na wszystkich sznurkach, by uzyskaé to, zeby zawsze odlegtosé
puktow (m,n)i(m+1,n+1) réwna byla odleglosci punktow (m,n)

i(m—1Ln+1). Stara sytuacja

OdI. do s‘asiad’ow r'o‘xne

1) (0,1) ,1) (2,1) (3,1)

X
('1:0) O (070) (1,0) (250) (350) i

('la'l) (07'1) / (la'l) (27'1) (37'1)

Warunek ten sprowadza sie do tego, by osi X i Y byly pro-
stopadte. Zauwazmy, ze na przyktadowym placu budowy wlasciwe
przesuniecie sznurkow przywracajace symetrie mozna wykona¢ po-
shugujac sie kawatkiem sznurka, czy tyczki BEZ UzYCIA KATO-
MIERZA®. Mozna nawet nie wiedzie¢ co to jest kat, by skonstru-
owa¢ symetryczny uktad wspotrzednych.

Przy symetrycznym wyborze osi, wspotrzedne punktu mozna
interpretowaé takze jako odlegloéci do odpowiednich osi, co nie ma
miejsca w uktadzie uko$nokatnym.

9Jest to metoda identyczna jak wystawianie prostopadlej przy pomocy cyr-
kla, watkowane zwykle na lekcjach geometrii.
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Cho¢ moze nie bedzie to natychmiast widoczne, wielkie zna-
czenie, fundamentalne dla rozwoju fizyki w XXw. ma rozwa-
zenie zwigzku miedzy ,ponumerowaniem” punktéw na ptasz-
czyznie para liczb (z,y) zwiazang z wyborem jednej rodziny
réwnolegtych prostych z ,wezetkami”, a ponumerowaniem tej
samej plaszczyzny liczbami wynikajacymi z wprowadzenia
innej, ale podobnej, rodziny prostych, wzajemnie réwnole-
glych, ale nier6wnolegtych do pierwszej rodziny.

Ten pozornie btachy, geometryczny problem, jest dlatego tak
wazny, ze dotyka zagadnienia symetrii. Wiek XX w fizyce,
to wielka kariera pojecia symetrii. Cho¢ wszystkie kropki
nad i nie zostaly jeszcze postawione, zaczyna by¢ jasne, ze
tam poznanie naukowe odnosi wielkie triumfy, gdzie mysl
ludzka wpadnie na trop takiej czy innej faktycznie wystepu-
jacej w przyrodzie symetrii. Takze te odkrycia, ktére zostaly
dokonane w przesztosci bez tej Swiadomosci, bez stosowania
argumentéw symetrii, okazuja sie dlatego takie gtebokie i
skuteczne, ze w istocie wiaza sie z taka czy inng symetrig.

Takze geometria, takie np. twierdzenie Pitagorasa, oka-
zuje sie konsekwencjg pewnej naturalnej, prostej symetrii.
Wtasnie rozwazenie zwigzku miedzy wspolrzednymi (z,y)
punktu w jednym uktadzie wspoétrzednych, z wspotrzednymi
(«',y') tego samego punktu w innym, obréconym wzgle-
dem poprzedniego, uktadzie wspédlrzednych, jest waznym
przyktadem ukazujacym funkcjonowanie i site odkrywcza
argumentéw symetrii. Te same argumenty, te same pra-
wie rownania, przeniesione do podobnego problemu zwigzku
miedzy wspolrzednymi przestrzennymi i czasowymi pozwola
nam zrozumieé istote teorii wzglednosci Einsteina, pozwola
nam zrozumieé dlaczego dziala bomba atomowa, a takze
zblizg nas do zrozumienia problemu poczatku Wszechswiata!

Wprowadzmy wiec dwa uklady wspélrzednych identycznie
skonstruowanych, o wspélnym poczatku, ale ktérych osie
sg wzajemnie ,skrecone”. Ten fakt skrecenia zapiszmy przy
pomocy wspoOlczynnika kierunkowego K osi X' wzgledem
uktadu U. Dla ,sznurka” o wspoélrzednej y' = 0, wszystkie
wezly spelniajg réwnanie:

y=Kx

27
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/

0,0)
Y :\—d + Kz

L
4
|

Sznurek o 3/ = 1 przecina o§ Y w punkcie o wspolrzedne;
ktorg oznaczymy —d. Jasne, ze linia o y' = 2 przecina te
o$ w punkcie —2d, ogoélnie dla dowolnego 3, wspoélrzedna
punktu przeciecia jest —dy’. Wszystkie te proste (o ustalo-
nej wartosci y') sg rownolegte, ich wspotczynnik kierunkowy
jest ten sam, a réwnanie jakie spelniajg wezty nalezace do
sznurka o danym ¥’ jest:

y=—dy + Kz

Teraz przywolujemy argument symetriil’. Z punktu wi-
dzenia uktadu X'Y’ sznurki ukladu XY maja iden-

tyczne wlasnosci, ich roéwnaniem musi by¢:

y = —dy+ K2’

10Gymetria to inaczej jednakowosé, réwnoprawnosé, demokracja. Przestrzen
w ktorej zyjemy, sama z siebie nie wyréznia zadnego kierunku. Uktad wspoél-
rzednych z jednymi osiami nie jest ani lepszy, ani gorszy, od kazdego innego
uktadu wspétrzednych o inaczej wybranych osiach.
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Co wiemy o wspétczynniku d?. Jasne ze dla K = 0, gdy nie
ma skrecenia, musi by¢ d = 1. Ale dla K # 0 nikt nam nie
wmowi, ze powinno nadal byé d = 1!

Aby wyznaczy¢ zaleznoéé d( K), zastosujemy nastepujace ro-
zumowanie. Po pierwsze zmienimy znak osi Y.

y/ — k/x/

Y/

0,0)

Prowadzi to do zmiany dwoch znakéw w réwnaniach trans-
formacji:
y=dy + Kz

y =dy — Ka'

Na rysunku poprowadziliémy teraz jeszcze jedng prostg 3/ =
k'x', ktora moglaby by¢ osig x-6w jeszcze jednego ukladu
wspotrzednych, jakiego§ X”Y”. Obliczmy jakie jest jej na-
chylenie w uktadzie osi X. W tym celu wstawiamy do obu
naszych roéwnan k'z’ zamiast ' i rozwigzujemy wzgledem x
i y. Dostajemy po elementarnych przeksztalceniach:

— o/(K +K)/d

29
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oraz )
1—-d(K
r=1a'(1 +Kk/%)/d

Dzielac stronami dostajemy:

=k

y K+F
T

14 KA

Wspélczynnik kierunkowy rozpatrywanej lini & wyraza sie
przez wspotczynnik kierunkowy w uktadzie ,primowanym”
k' i wspolczynnik K charakteryzujacy skrecenie uktadow

wzorem:
K+FK

14 KRR

k

Ale gdyby teraz zwigzaé z rozpatrywang linig nowy uktad
wspolrzednych, i wzgledem niego okresli¢ nachylenie linii
y = 0, powinni§my skorzysta¢ z wyprowadzonego wzoru w
ktorym role K i k' bylyby zamienione. A kat miedzy osig
X irozpatrywana linia jest taki sam, czy traktowaé go jako
wynik nachylenia k' wzgledem uktadu o nachyleniu K, czy
jako wynik pochylenia K w uktadzie nachylonym z wspo6t-
czynnikiem k’. Mamy przeto:

K+ kK _ F+K
14 K22 gy gy g L

7 powyzszego zwigzku wynika natychmiast, ze:

1—d(k)?  1—d(K)?
k’2 = K2

—d(K)?

A zatem zamiana w kombinacji: ! 7oz~ wielkosci K na
zupelnie inng, dowolng wartos¢ &’ nie powoduje zmiany jej
wartosci! Kombinacja ta musi by¢ wiec statg NIEZALEZNA
od kata skrecenia opisanego wartoéciag K. Oznaczmy stala
literg C. Dostajemy:

d=+V1-CK?
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Daje to symetryczny, jak nalezy, wzor na wspoélczynnik kie-
runkowy k wzgledem osi XY prostej o wspolczynniku &’
wzgledem osi X'Y”:
b K+ F
1+ CKFK
Wstawienie wyniku na wspotczynnik d do réwnan wigzacych
y,x z parg wartosci ¢/, 2’ daje po ich elementarnym rozwig-
zaniu:
y/ +KLU/
V1-CK?
'+ CKy
V1—-CK?
Y
Y’ y =0, x’:c\ X
= a, y=>=
c
b
a X,

0,0) ”

Poki jednostki na osiach X i Y (a wiec i na osiach X' i
Y’) sa wybrane niezaleznie (cho¢ jednakowo w obu ukla-
dach), o wartosci statej C nic powiedzie¢ nie mozemy, gdyz
zalezy ona od tego wyboru. Jednakze zmiana jednostek
moze zmieniaé tylko warto$é¢ bezwzgledng statej C, jej znak
jest od tego niezalezny. Jaki jest wiec znak stalej C?7 Czy
mozna go okresli¢ rozgladajac sie dookota po Swiecie? Roz-
patrzmy trzy punkty: poczatek uktadu, punkt o wspoétrzed-
nych 2/ = ¢,y = 0 majacy wspoélrzedne x = a iy = b

31
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dane powyzszymi wzorami, oraz punkt (a,0) na osi z-6w.
Oczywiscie K = b/a. Odcinek laczacy poczatek ukladu z
punktem na osi X’ nazywa sie przeciwprostokatna, boki po-
zostalte przyprostokatnymi. Wedlug naszych wzoréw mamy:

¥ =x2vV1—-CK?2, czyli c=+Va?— Cb2

WIEMY z doswiadczenia, ze przeciwprostokatna jest diuz-
sza od przyprostokatnych! Zatem na plaszczyznie Euklidesa
musi by¢ C < 0. Wybierajac jednakowe jednostki na obu
osiach dostajemy ostatecznie C' = —1, a nasze wzory trans-
formacyjne przyjma elegancks postac:

Y.atwo sprawdzié, podnoszac obie strony do kwadratu i do-
dajac, ze:

2242 = 22 4y
Suma kwadratéow jest wiec niezmiennikiem. Wspolrzedna

punktu z’ gdy lezy on na osi X’ jest jego odlegloscia od
poczatku uktadu. Korzystajac z niezmiennika mamy

2" 40 = 2% + y* = odlegtos¢?

Jest to twierdzenie Pitagorasa. Dostaliémy je jako nieuchronna
konsekwencje obserwowanej faktycznie symetrii przestrzeni,
w polaczeniu z prawdziwym faktem iz przeciwprostokatna
jest dtuzsza od kazdej z przyprostokatnych.

Wzor wiazacy wspoédtczynnki kierunkowe przyjmuje postac:
oo K k'
1- KK
Gdy teraz skorzysta¢ z trygonometrii i wprowadzi¢ kat a,

takize K = tga, wtedy 1/v/1 4+ K? = cosaoraz K/v1+ K? =

sin «v, 1 transformacje mozna zapisaé:

! .
y =1y cosa + 2’ sina
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/ !
=T COStx — Y SIn«

Jesli jeszcze oznaczy¢ przez (3 kat jaki odpowiada nachyleniu
k': k' = tgp, dla nachylenia k dostajemy:

_ tga+tgp
1 —tgatgl

Po prawej stronie wyszed! wzér na tangens sumy katow, jak
by¢ powinno, gdyz kat jaki z osiag X tworzy rozpatrywana
prosta jest sumg kata o jaki obrécona wzgledem tej jest 0
X'1ikata o jaki wzgledem osi X’ obrécona jest rozpatrywana
prostal

Dla bardzo niewielkich katéw, gdy tangens jest w przyblize-
niu réowny katowi, zachodzi:

E~K+F,

jednak nikt przy zdrowych zmystach nie bedzie sie dopomi-
nat by to byl wynik Scisty, by wspoétczynniki kierunkowe sie
dodawaty!

Wybralismy zmudng droge by dojé¢ do powyzszych wyni-
kéw, ale to nam powinno zaprocentowaé w niedalekiej przy-
sztodci.

2.3 Ruchy wzgledne cial swobodnych

Do opisu polozenia rzeczywistych cial potrzebne sa z regulty wszyst-
kie osie wspolrzednych, do zrozumienia wielu najwazniejszych po-
je¢ fizyki dotyczacych ruchu wystarczy niekiedy ograniczyé¢ sie do
ruchéw odbywajacych sie wzdtuz jednej prostej.

By okresla¢ potozenie punktu na prostej trzeba, jak juz wiemy,
wybraé¢ na niej punkt zerowy (punkt odniesienia) i punkt wytycza-
jacy kierunek gdzie wspolrzedne sg dodatnie. Co§ wybraé trzeba,
ale wybor ten jest caltkiem dowolny. Sama wielkosé x, wspotrzedna,
charakteryzujaca okreslone potozenie, moze by¢ rézna dla réznych
wyboréw punktu odniesienia:
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(@) o’ P

%Q—P x 41

X

Jeden i ten sam punkt P w tym samym polozeniu ma wspot-
rzednag x’, gdy poczatek ukladu wybra¢ w punkcie O’ i wspoltrzedng
x =2’ + a, gdy poczatek uktadu zwigza¢ z punktem O.

Na tym m.in. polega wzglednos¢ potozenia. Nie wiadomo bez-
wzglednie, tzn. bez uwzglednienia tego co sie przyjmie jako punkt
odniesienia, jaka liczba opisuje potozenie konkretnego punktu. Moze
to by¢ iz iz’. Wzgledem O polozenie opisuje warto$é¢ x, wzgledem
O’ wartos¢ wspoltrzednej wynosi 2.

Wieloznaczno$é ta nie przeszkadza w udzieleniu odpowiedzi na
interesujace pytania fizyczne. Gdy oprécz punktu P, mamy drugi
punkt, np. P, to odlegtos¢ d miedzy nimi, bedaca wartoécia bez-
wzgledna réznicy wspolrzednych, nie zalezy od tego jakiego punktu
odniesienia uzyjemy:

d = |ry — xo| = |(z) + @) — (23 + a)| = |21 — 23|

Mowimy, ze odleglto$é punktéw, wyliczona okre§lonym wzorem
ze wspoltrzednych wzglednych (w tym wypadku przez odejmowanie
i wziecie tzw. modulu), sama jest bezwzgledna, tzn jej wartosé
wychodzi ta sama, niezaleznie czy do wzoru wstawimy jeden, czy
drugi zesp6l wartoSci wspoétrzednych. To bardzo specjalna wta-
snos¢. Byle jaka funkcja wspolrzednych obliczona dla zmienionych
ich wartoéci wyjdzie z reguly inna. Funkcja wspotrzednych ktora
sie nie zmienia w takiej sytuacji nosi nazwe niezmiennika. Wy-
szukiwanie takich niezmiennikéw w réznych dziedzinach fizyki jest
jednym z wazniejszych zajeé¢ fizykow.

Geometria sie konczy, to znaczy przestaje wystarcza¢ do opisu
sytuacji, gdy wzajemne potozenia ciata badanego i cial odniesie-

nia!! nie sg niezmienne. W takiej sytuacji méwimy o ruchu. Po-

U Méwimy stale ciala odniesienia, w liczbie mnogiej, bo choé poczatek uktadu
odniesienia wyznaczony jest przez jedno cialo, to do utworzenia osi wspéirzed-
nych potrzebne sa ciata dodatkowe — od jednego na prostej potrzebnego tylko
do wyznaczenia orientacji, poprzez dwa na plaszczyznie, do trzech w prze-
strzeni.
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niewaz polozenie jest wzgledne, to i ruch jest wzgledny — da sie
okresli¢ tylko wzgledem konkretnych cial odniesienia.

Zapytajmy dlaczego raz jest bezruch, a innym razem ruch?

To pytanie otwiera wielkie pole do badan. Gdy raz zajmiemy
sie ruchem, zaraz bedziemy chcieli wiedzie¢ jak go opisa¢ (CZAS
— co to jest czas? W bezruchu czas mozna zignorowaé, choé¢ jako
zywi ludzie czujemy, ze co$ takiego istnieje. Nawet w pozornym
bezruchu bije nam przeciez serce i ruszaja sie jelita.), co wplywa na
ruch?, jak go przewidywaé?, etc, etc.

Nie wchodzac w zadne szczegoly, mozemy z pewnoécig wyrdznié
nastepujace mozliwosci:

e W taki, czy inny sposob kto$ lub co§ DZIALA na ciata od-
niesienia.

e [ cialo badane i ciata odniesienia s3 SWOBODNE od wplywu
innych cial.

e W taki czy inny sposéb ktos, lub co$ dziala na interesujace
nas cialo, a nic nie narusza spokoju cial odniesienia.

Przypadek pierwszy dzieli sie jeszcze na dwie grupy — gdy
badane ciata sg swobodne i gdy sa tez poddane oddzialtywaniu.
Jaskrawo nieracjonalne byltoby rozwazanie tej pierwszej sytuacji!!
Cho¢ podzial na ciala badane i ciata odniesienia jest umowny, to
przeciez naprawde nazywajac jedno z cial, cialem badanym, dajemy
sami sobie do zrozumienia, ze interesuje nas zachowanie tego wta-
$nie ciala. Interesuje nas jego sposob reagowania na bodzce, itp. A
tymczasem przez odnoszenie polozenia swobodnego, ,,Bogu ducha
winnego”, ciata do ,wariujacych” cial odniesienia rejestrowalibys-
my dziwaczne bogactwo ruchu. Odnoszac ruch réznorakich cial do
jednego i tego samego ZLEGO, bo poddanego jakiemu$ oddziaty-
wania ciata odniesienia, zauwazylibySmy ze wszystkie te ciata, bez
zadnej przyczyny, wykonujg identyczny ruch — bedacy odbiciem
ruchu ciata odniesienia. Gdy i na ciala odniesienia, i na badane
ciala dzialajg jakie§ czynniki, jest jeszcze gorzej. Sam diabetl nie
odrézni, co w specyfice obserwowanego ruchu (czyli zmiany wza-
jemnego ustawienia) jest spowodowane wplywem czynnikow na
,hasze” cialo, a co wpltywem na ciala odniesienia . A zatem:
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Na ciala odniesienia powinni§my wybieraé¢ ciala swo-

bodne.

Gdy juz ustalimy ogélne prawa ruchu, poshugujac sie swo-
bodnymi cialami odniesienia — a wiec w sytuacji unikaja-
cej niepotrzebnych komplikacji — moze by¢ interesujace i
uzyteczne zbadaé¢ ruch wzgledny ciata i pewnych cial od-
niesienia poddanych oddzialywaniu. Gdy samochéd ktérym
jedziemy wpada na drzewo — co wplywa na jego ruch bar-
dzo dramatycznie! — wazne jest przewidzie¢ ruchy naszych
cial wzgledem tego pechowego ukladu odniesienia. Znajo-
mo$¢ praw ruchu i naszych ciat (tych z rekami i nogami) i
samochodu wzgledem swobodnych cial odniesienia wystar-
czy w zupelosci do zrozumienia tej sytuacji wyjatkowej, z
,nieswobodnym” ukltadem odniesienia.

Przypadek pierwszy nieswobodnych cial odniesienia wyelimino-
waliémy wiec. Przypadek trzeci to — moéwiagc nieco zartobliwie —
bedzie nasze zajecie do konica szkoly. W tym rozdziale natomiast:

Zaczynamy od badania ruchu cial swobodnych wzgle-
dem ukltadéw wspédlrzednych wyznaczonych przez dowolne,
swobodne, wzajemnie nieruchome, ciala odniesienia

Uktad wspoétrzednych o ktérym mowa w powyzszym zdaniu na-
zywa si¢ inercjalnym ukladem odniesienia

Nie spos6b wyr6znié jeszcze prostszego przypadku ruchu. Prze-
ciez wykluczyliémy jakiekolwiek dziatanie zewnetrznych czynnikéw
i na ciata odniesienia i na ciatla badane! A mimo to musiaty uptynaé
stulecia, wtasciwie prawie dwa tysigclecia od sformutowania pierw-
szych obserwacji dotyczacych ruchu, nim doprowadzono do stanu
wspotczesnego zrozumienia. Ptolemeusz, Arystoteles, Kopernik,
Galileusz, Newton, wreszcie Einstein zyjacy catkiem stosunkowo
niedawno, bo w tym stuleciu, to nazwiska gltéwnych odkrywcow
praw ruchu.

Wyniki obserwacji na Ziemi (w polaczeniu z wyobraznia idea-
lizujaca rzeczywistos$¢, ktora nie pozwala tatwo uwolnié¢ sie od od-
dzialywan, takze tych niechcianych), obserwacje astronomiczne, ale
przede wszystkim wspaniate sukcesy rozwinietych dalej teorii fizycz-
nych prowadza do nastepujacego aksjomatu:
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Kazde cialo swobodne, wzgledem dowolnego inercjal-
nego ukladu odniesienia, porusza sie jednostajnie po linii
prostej.

Gdyby zapytaé¢ dlaczego tak jest, trzeba by odpowiedzieé¢ szcze-
rze, ze nie wiadomo. Stwierdzenie o wiecznym ruchu jednostajnym
ciala swobodnego (wzgledem innych cial swobodnych) jest wnio-
skiem z obserwacji $§wiata rzeczywistego ktory przyjmujemy do wia-
domosci jako fundamentalng zasade fizyki, zwang zasadg bezwtad-
nosci. Zasade te sformulowal Galileusz. Newton przyjal ja jako
pierwsza z zasad zbudowanej przez siebie teorii ruchu i sit. W
zwigzku z tym jest ona powszechnie znana jako pierwsza zasada
dynamiki Newtona.

Moéwi sie popularnie ze jakas rzecz toczy sie ,sita bezwtadu”, ,sitg
inercji”. Mimo ze stowo ,sita” bywa tu uzywane doktadnie wbrew
jego znaczeniu w fizyce'?, ktore niedtugo poznamy, powiedzenie to
trafnie odzwierciedla istote rzeczy. Ruch jednostajny (ciala swo-
bodnego) nie wymaga, po prostu, zadnej przyczyny. Skoro byl w
momencie rozpoczecia obserwacji, bedzie trwal wiecznie poki nie
pojawi sie przyczyna (jakies ciato) ktora zacznie ten stan zmieniaé.

Mozna zastanawia¢ sie¢ dlaczego taka dos¢ prosta zasada, nie za-
wierajaca przeciez zadnych skomplikowanych zaleznosci czy pojeé
matematycznych, musiata tak dtugo czekaé¢ na swe odkrycie? Na
przeszkodzie stato to, ze w warunkach naturalnych na Ziemi, przed
pojawieniem sie wspoiczesnej techniki i mozliwosci wrecz lotu w Ko-
smos, niezwykle trudno byto uzyskac¢ sytuacje, by cialo rzeczywiste
oddzialywalo wystarczajaco stabo z innymi cialami, tak by ruch o
ktorym mowi zasada bezwladnosci mial rzeczywisdcie miejsce. Jak
zapewne dobrze rozumiecie, opory toczenia furmanki sg tak duze,
ze gdy tylko wyprzac konia, staje ona niemal natychmiast.

Pozory byly stale przeciw zasadzie bezwladnoéci. Tzw. ,zdrowy
rozum” mowil, ze wlasnie dzialanie (konia) jest niezbedne dla trwa-
nia ruchu. Z punktu widzenia zasady bezwtadnosci, kon zaledwie
neutralizuje, kompensuje, oddzialywanie polegajace na tarciu. Ko-
nia oczywiécie widaé, a tarcie jest do$¢ abstrakcyjnym pojeciem —

12W jezyku potocznym moéwi sie tez ,sita woli”, czy ,sila argumentéw”, mimo
ze takze i tu stowo ,sila” nie odpowiada sile w fizyce. Coéz, trzeba sie z tym
pogodzié.
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nie ma, méwigc zartobliwie, swojego konia.

Galileusz byl pierwszym, ktory zrozumial (badajac toczenie sie
kul coraz staranniej wykonanych, po coraz gltadszym podtozu i ob-
serwujac stabnace efekty hamowania) ze gdyby tarcie usunaé¢ zupel-
nie, ciata toczylyby sie bez korica, i to ze stala predkoscig po linii
prostej. Ciala w ruchu dopiero pod wplywem innych cial hamuja,
przyspieszaja, zakrecaja.

Majac na uwadze zasade bezwladno$ci, powiemy ze rozmaite
silniki ,podtrzymujace jazde” pojazdéw na Ziemi, stuza tylko po
to by zrekompensowaé¢, zneutralizowaé¢ dzialanie rozmaitych opo-
row. (Wiadomo powszechnie, ze im bardziej oplywowy ksztalt sa-
mochodu, tym mniejsze zuzycie paliwa.) W rezultacie o jadacym
jednostajnie, z wlaczonym silnikiem samochodzie, czy pociagu, mo-
zemy my$le¢ raczej jak o ciele swobodnym, niz ciele napedzanym!
Dlatego ciato poruszajace sie jednostajnie (wzgledem ukladu iner-
cjalnego), samo jest §wietnym uktadem inercjalnym. Jesli cialo to
nie jest ewidentnie swobodne, to sadzac po jego ruchu jednostaj-
nym, musimy uznaé, ze dziatlania wszelkie na to cialo sie wzajemnie
ZNOSZY.

Oczywiscie hamujacy pociag czy startujacy samolot sg jaskra-
wym zaprzeczeniem takiego uktadu. W hamujacym pociggu ciata
,ha ktore nic nie dziata”, ktore spokojnie spoczywaty na potce poki
pociag jechal jednostajnie, zaczynaja ,szale¢” gdy gwaltownie ma-
szynista wlaczy hamulce. Zaczyna sie ruch wzgledem potek, walizki
spadaja, ludzie nabijaja sobie guzy.

Pamietajac o zasadzie bezwladnosci wyjatkowo tatwo to zrozu-
mieé. Tuz przed wlaczeniem hamulcéw i wagon i walizka poruszaly
sie jednakowo. Walizka, ostonieta przed dzialaniem wiatru calym
wagonem w ktérym sie znajduje, wedrowala jednostajnie, bez zad-
nej przyczyny, ktéra by ja do tego zmuszata (w idealnej zgodzie z
zasada bezwtadnosci). Wagon wedrowal jednostajnie, bo lokomo-
tywa, kompensujac op6r powietrza i tarcie kol, czynita z niego cialo
zachowujace sie jak cialo swobodne. Ale nagle wagon zwalnia. Wa-
lizka — narazie — nie ma powodu zwalnia¢! W jej sytuacji, w jej
sasiedztwie nic sie jeszcze nie zmienilo. Przesuwa sie wiec realnie
wzgledem poltki (oczywiscie wbrew wszedobylskiemu tarciu). Jesli
to potka nad glowg pasazera siedzacego tylem do kierunku jazdy,
walizka szybko dotrze do Sciany, ktéra wytworzy, przez swa spre-
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zystos¢, oddzialywanie zmuszajaca walizke do hamowania wraz z
calym wagonem. Walizka na przeciwleglej potce, gdy przesunie sie
wystarczajaco, traci podparcie, spada na podloge, i w koricu tez o
co$ sie oprze (moze o nogi pasazera).

Hamujacy wagon jest zaprzeczeniem ukltadu inercjalnego. W
ukladzie tym walizka zaczyna sie porusza¢ bez zadnej przyczyny
zwigzanej z nig sama. Ruch ciala wzgledem ukltadu nieinercjalnego
odzwierciedla przyczyny, dzialania, wywierane na uktad odniesie-
nia, a nie na cialo. To nie jest przewaznie wygodne. Dlatego dalszy
opis ruchu i jego praw bedziemy prowadzili w uktadach inercjal-
nych, chyba ze wyraZnie to zaznaczajac pozwolimy sobie na jakie§
odstepstwo.

Wazng i historycznie i praktycznie sprawg jest wyjasnienie
jakim uktadem odniesienia, z punktu widzenia klasyfikacji:
inercjalny — nieinercjalny, jest uklad odniesienia wyzna-
czony przez ciala nieruchome wzgledem powierzchni Ziemi.
Moga to by¢ na przyktad: rog stotu laboratoryjnego jako
zerowy punkt odniesienia, i dwa inne rogi wytyczajace kie-
runki osi zgodne z krawedziami stoltu. Moze to by¢ stacja
kolejowa i kierunek toréw. Moze to byé¢ uktad wyznaczony
przez obiektyw i okular teleskopu nieruchomego wzgledem
budynku obserwatorium.

Jak czesto w fizyce (to powoduje ze niektorzy ja uwazaja
za dyscypline trudna) proste pytanie wymaga zlozonej, i
na pierwszy rzut oka pokretnej odpowiedzi! Zaczaé¢ po-
winniémy od przypomnienia definicji uktadéw inercjalnych.
Ciata odniesienia majg by¢ albo swobodne, albo wywierane
na nie dzialania powinny sie neutralizowa¢, by poruszaly
sie wzgledem innych ukladéw inercjalnych jak ciala swo-
bodne. Kazde ciato na Ziemi podlega oddzialywaniu samej
Ziemi (przyciaganie) i by nie spadato, musi by¢ solidnie pod-
parte. Mozemy wiec co najwyzej rozwazac, czy wystepujace
oddzialywania wtadciwie sie kompensujg. O ile zrozumienie
pojecia ciala swobodnego i ocena czy dane ciato jest, czy nie
jest swobodne, jest intuicyjnie bezproblmowe (np. oddalone
znacznie od wszystkich innych cial), to zawyrokowanie, czy
ewidentnie obecne oddzialywania kompensujg sie czy nie,
jest trudniejsze, ale tez, jak sie okazuje, mozliwe.
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Widzac, ze wzgledem uktadu laboratoryjnego wszystkie gwia-
zdy, w tym Stonce, zataczaja ogromne okregi raz na dobe,
nie mamy raczej watpliwosci, ze to na skutek braku $cistej
kompensacji sit grawitacji i sprezystosci podloza, nasze rogi
stotu, czy luneta teleskopu, wykonujg ruch niejednostajny
(ciata te uczestniczg po prostu w wirowaniu Ziemi i zmie-
niajg stale kierunek swej predkosci, powracajac po 24 go-
dzinach do pierwotnego kierunku ruchu) i nie sg w zwigzku
z tym cialami wlasciwymi do zwigzania z nimi ukladu od-
niesienia. Ten fakt i podobny sposéb myslenia odkryt juz
Kopernik.

7 drugiej strony zmiana predkoéci ciata na Ziemi zwigzana
z jej obrotem dokonuje sie w petni dopiero po 24 godzinach,
czyli po 86 400-tu sekundach. W trakcie eksperymentu trwa-
jacego kilka sekund (np. kamiert wpada do studni) ta zmiana
predkosci jest stosunkowo niewielka! Dlatego dla wielu ce-
léw praktycznych uklad odniesienia nieruchomy wzgledem
Ziemi (i kazdy poruszajacy sie wzgledem niego jednostaj-
nie) MOzE by¢ traktowany jak uktad inercjalny.

Gdy méwimy o astronomii, Ziemia jest klasycznym przykta-
dem uktadu zlego, nieinercjalnego. Gdy moéwimy o gwal-
townie hamujacym pociagu, zjawiskach na karuzeli, czy w
wiréwce do odciggania §mietany z mleka, Ziemia jest uoso-
bieniem uktadu inercjalnego — to ona jest przeciwstawiona
uktadowi pociggu jako ten uktad prawidtowy.

Kto takiej przewrotnosci nie umie zaakceptowaé, bedzie miat
raczej z fizyka klopoty, tymbardziej, ze potrzeba utrzyma-
nia wypowiedzi w rozsadnych wymiarach nie pozwala bez
przerwy przypominaé¢ wszystkich zalozerl i okolicznodci w
ktorych bysmy chcieli by umiescil nasz rozméwca wypowie-
dziane przez nas stwierdzenie. Czytelnik, stuchacz musi na-
uczy¢ sie odrézniaé z kontekstu o jaki przypadek chodzi.

Kiedy mowimy ze Ziemia jest punktem materialnym (ma-
jac na mysli jej prawa obiegu wokot Storica) — mamy racje.
Kiedy méwimy (rozwazajac ruch satelity ) ze jest kulg —
mamy tez racje. Kiedy moéwimy (rozwazajac ruch pitki te-
nisowej), ze Ziemia jest ptaska — tez mamy racje. Podob-
nie — w odpowiednim kontekscie — jest prawda, ze uktad
zwigzany z Ziemig jest inercjalny, i jest prawda ze nie jest
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inercjalny.

Geometryczne wlasnosci réznych ruchow, pojecie predkosci, przy-
spieszenia, przebytej drogi, etc, stanowig przedmiot badan kinema-
tyki, badanie wptywu na ruch ciata czynnikéow zewnetrznych jest
przedmiotem zainteresowania dynamiki. W nastepnym rozdziale
zajmiemy sie wprowadzeniem najwazniejszych poje¢ kinematyki.

2.4 Czasoprzestrzen

Opisem potozenia zajmuje sie geometria. Gdy potozenie ciata nie
jest state, méwimy o ruchu. Ilosciowy opis ruchu wymaga wpro-
wadzenia poje¢ nie wystepujacych w klasycznej geometrii. Sa to
przede wszystkim pojecia czasu, predkosci i przyspieszenia. Z po-
jeciem czasu wiaze sie SciSle, wazne zwlaszcza w teorii wzglednosci,
pojecie zdarzenia.

Podobnie jak punkt w geometrii, zdarzenie jest pojeciem wy-
idealizowanym. W pojeciu punktu idealistyczne jest to, iz jest on
,hieskoriczenie maty”. Kazdy realny przyktad ktorym chcielibySmy
zilustrowa¢ co znaczy stowo punkt, np. ziarnko piasku, czubek
szpilki, kropka postawiona dtugopisem, ma jaka$ érednice, nie jest
doktadnie punktowy. Mimo to zyskanie poczucia iz wie si¢ co to
jest punkt, nikomu na og6t nie sprawia trudnosci. Przejawia sie
w tym elementarno$¢ pojecia punktu. Wiemy czym on jest, mimo
ze §cisle nie potrafimy go zdefiniowaé¢, ani nawet wskaza¢ doskona-
tego przykladu! Gdy w objetosci tak matej, ze uchodzi ona naszej
uwadze, albo nie ma ona istotnego znaczenia, dzieje sie co§ krot-
kotrwalego, mamy do czynienia ze zdarzeniem. Wlaczenie na b.
krotko latarki (obserwowanej z daleka), nagly rozpad jadra uranu,
,odpalenie” pistoletu startowego w zawodach lekkoatletycznych —
to kilka przyktadéw ilustrujacych czym jest zdarzenie.

Zdarzeniem moze by¢ wlaczenie zegara (np. stopera), wskaza-
nie przez niego 1s'3 | nastepnie 2s, itd. Gdy w stalej odlegtodci

13Istotg zegara jest mozliwo$é jego wystepowania w stanie nieréwnowagi. Zo-
stawiony samemu sobie, zegar wychodzi z tego stanu i po przejSciu pewnego
tanicucha stanéw WRACA do stanu wyjSciowego. Jesli nie ma specjalnych po-
wodow by bylo akurat inaczej, taki sam stan wyjSciowy powoduje wystapienie
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od tego stopera, np. 100m mamy drugi zegar wskazujacy kolejno
odmierzane sekundy, mamy inny ciagg zdarzeri odmienny od po-
przedniego.

Jesli pomiedzy tymi zegarami umiescié¢ ich wieksza liczbe, np. co
1m, zyskujemy mozliwos¢ wskazywania innych zdarzen przez poda-
nie numeru zegara (pierwszemu nadajemy warto$¢ zero, ostatniemu
sto) przy ktérym si¢ ono ,zdarzylo” i numeru ,tykniecia” wykona-
nego przez ten zegar. Jesli spacerujemy sami wzdtuz tych zegarow,
i,zdarzy” nam sie potknaé, to okreslenie gdzie i kiedy sie potkneli-
$my, bedzie wyglada¢ np. tak: potknalem sie przy 15-tym zegarze,
gdy wskazywal on 23-cie tykniecie. W ten sposéb zdarzeniu zostaty

identycznego tanicucha przemian stanu i ponowne doj$cie do stanu wyj$ciowego
— 1 tak bez korica! Ilo§¢ powrotdéw mozna zliczaé i to jest zaczatek pojecia
czasu. Narazie jest to liczba calkowita, jak numer wezetka na sznurku re-
alizujagcym uklad wspoélrzednych przestrzennych. Gdyby kto§ prowokacyjnie
zapytal — a skad wiadomo ze te kolejne ,tykniecia’ sa w réwnych odstepach
czasu?. Poniewaz czas to narazie liczby kolejne tyknieé, to pytanie wydaje sie
bez sensu. Numery te przeciez zmieniajg sie stale o jeden.

Ale mozna skonstruowaé zupelnie inny ,zegar” i obserwowag¢ ile tyknieé¢ tego
nowego zegara przypada na jedno tykniecie starego. Do$wiadczenie uczy —
i jest to jak dotad niepodwazalny aksjomat — ze dla dwoch zegaréw spoczy-
wajacych obok siebie w ukladzie inercjalnym — liczba ta jest stata. Jesli na
jedno tykniecie pierwszego zegara przypada 10 tyknieé¢ drugiego zegara, to be-
dzie sie to bez konca powtarzalo. To nas zaczyna utwierdzaé¢ w poczuciu, ze
OBA ,ida” rownomiernie — cokolwiek by mogto to znaczy¢. Fakt ten pozwala
nadto mierzyé czas drobniejszymi, utamkowymi miarami. Ta wspotbieznosé
niezaleznych zegaréw pozwala méwi¢ o czasie, a nie o liczbie tyknieé. Pod tym
wzgledem istnieje Scista analogia z pojeciem wspolrzednej na prostej. Zaczy-
namy od systematycznego przykladania jakiego$ przedmiotu zostawiajac znaki
czy supetki — potem mozemy odkladaé drobniejsze przedmioty tworzac drob-
niejszg podzialke, a koiczymy na oderwanym pojeciu odleglosci. Zauwazmy,
ze narazie to czas lokalny, odnoszacy sie do konkretnego zegara i cial w jego
najblizszym otoczeniu.

Pozostaje ustali¢ wzorzec, czyli jednostke. Od wielu lat obowigzuje wzorzec
oparty na zjawiskach atomowych. Sekunda to 9 192 631 770 okreséw przejscia
pomiedzy dwoma nadsubtelnymi poziomami stanu podstawowego atomu cezu
133. Liczba ta zostala tak dobrana, by zmierzona tym zegarem dlugo$¢ doby
wynosita 24 x 60 x 60s, bo tak w dawnych wiekach wybrano sekunde. Z calym
naciskiem trzeba tu podkre§li¢, ze kazdy cztowiek chcacy uprawiaé fizyke, czy
na Ziemi, czy na Ksiezycu, czy w pojezdzie kosmicznym mknacym z ogromna
predko$cia, moze mierzy¢ czas w tych samych jednostkach. Kazdy powinien
zbudowaé¢ DLA SIEBIE zegar cezowy i skorzystaé z powyzszej definicji.
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przydane dwie liczby. Kazdemu innemu zdarzeniu dokonujacemu
sie wewnatrz odcinka laczacego zegary skrajne bedzie przypisana
inna para liczb.

Trudno nie dostrzec $cistej analogii miedzy opisem punktéw na
plaszczyznie (,placu budowy”) przez podanie numeru sznurka i nu-
meru wezetka, a opisem zdarzenia przez podanie numeru zegara i
numeru tykniecia! Opatrujac numer zegara jednostka odlegltosci w
ktorej sa te zegary dostajemy tzw. przestrzenng wspoétrzedna zda-
rzenia, a opatrujac liczbe ,tyknie¢” jednostka czasu dostaniemy tzw.
wspotrzedna czasowsq zdarzenia.

Z nauki o liczbach catkowitych i utamkach wiadomo, ze i zdarze-
niom dokonujacym sie gdzie§ pomiedzy kolejnymi zegarami mozemy
przypisaé liczby wskazujace odlegtos¢ od wybranego punktu odnie-
sienia. Gdy co$§ ciekawego miatoby sie wydarzy¢ w odlegtosci 2/5m
za 91-szym zegarem'?, to i tam umiedcilibySmy zegar. Wskazanie
tego stopera gdy mija go biegacz, pomniejszone o wartos¢ wska-
zywang przez zegar przy starcie w momencie startu, jest czasem
biegu na sto yardéow. Sam zegar jest oczywiscie tak skonstruowany,
ze mozna na nim odczyta¢ wskazania bedace utamkami sekundy.

Poczatek odmierzania czasu na kazdym z tych zegaréw musi by¢
uzgodniony z pozostalymi. W przeciwnym wypadku postugiwanie
sie tymi zegarami byloby udreka. Gdyby np. zegar na mecie, a
wiec ten o wspélrzednej 100m byl puszczony 5s p6dzniej niz ,nor-
malnie”, sprinter biegtby 100m podazajac w jedng strone, pozornie
tylko ok. 5s, a w druga strone zajeloby mu to az 15s! Przywro-
cenie symetrii polegajacej na tym by ,tak samo” wystrzelone ciato
w prawo i w lewo docieralo do zegaréw w jednakowej odleglosci o
tym samym czasie na obu zegarach nazywa sie synchronizacjg. I
znow trudno nie dostrzec Scistej analogii z wlasciwym ustawieniem
wezetkow na sznurkach wyznaczajacych materialnie uktad wspot-
rzednych na plaszczyznie.

My sami, mamy wszyscy zegarki i co jaki$§ czas je uzgadniamy
na podstawie sygnatu radiowego. Jest z tym pewien klopot teo-
retyczny, bo kto§ stuchajacy radia daleko od Warszawy, nastawi
godzine 12:00 odrobine juz po potudniu. Dla Katowic np. opoz-

14 Bytaby to odlegtosé¢ 100 yardéw = 91,4m — dotad wystepujaca w sporcie
w krajach anglosaskich jako odleglo§¢ sprinterska.
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nienie to wynosi 1/1000s i jest bez znaczenia w Zyciu codziennym,
ale dla wielu pomiaréw naukowych wymagana jest wieksza staran-
no$¢. Chcac mie¢ gwarancje, ze dwa wzajemnie nieruchome zegary
sa zsynchronizowane (ze soba), nalezatoby 7rédto sygnatu synchro-
nizujacego, nieruchome wzgledem tych dwoch zegaréw, umiesci¢ w
polowie odleglosci miedzy nimi.

W praktyce nie trzeba umieszczaé zegarow we wszystkich moz-
liwych miejscach, ale dobrze wiedzie¢, ze zawsze to mozna zrobi¢ w
miare potrzeby. Wskazania takich wzajemnie zsynchronizowanych,
nieruchomych zegaréw definiuja jedng z najwazniejszych wielkosci
fiycznych, mianowicie CZAS. Sam zbiér zegaréw stanowi konkre-
tyzacje ukladu odniesienia. Czas ten odnosi sie do tego ukladu
odniesienia w ktorym uzyte zegary spoczywaja.

Fizyczne dwa zegary potrzebne do pomiaru predkosci na
pewnym odcinku mogg by¢ zastagpione jednym, jesli na star-
cie i na mecie umieScimy czujniki wytwarzajace impulsy
elektryczne gdy mije je badane cialto, przesylane nastepnie
do JEDNEGO zegara. Zegar pozwala odpowiedzie¢ na py-
tanie o ile p6zniej drugi impuls dotart do zegara po pierw-
szym impulsie, (czyli jaki byt czas przelotu badanego ciata
miedzy koricami odcinka). W tym wypadku musimy zadbaé
o IDENTYCZNOSC kabli przenoszacych impulsy od czuj-
nikéw do zegara. Nie jest to problem btachy, bo czastki
badane przez fizykéw przebywajg mierzony dystans w cza-
sie poréwnywalnym z czasem wedréwki impulsu. Starannosé
jest tu konieczna.

Identycznoéé kabli jest doktadnym odpowiednikiem synchro-
nizacji. Jej gwarancja jest symetria, identycznosé. Kupujac
kable w renomowanej firmie powinni§my je mie¢ jednakowe.
Zgodnie z powiedzeniem, ze kontrola jest lepsza niz zaufa-
nie, na wszelki wypadek sprawdzamy te kable, np zamie-
niajgc miejscami, i powtarzajac pomiar z identycznie roz-
pedzong drugg czastky. Powinnismy dostac¢ to samo. (Po-
dobnie sprawdza sie rzetelno§¢ wagi zamieniajac miejscami
odwazniki i ciato wazone.).

Pojecie synchronizacji oparte na symetrii jest pojeciem pier-
wotnym, oczywistym dla zegaréw spoczywajgcych w pew-
nym inercjalnym ukladzie odniesienia, nie wymagajacym
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dalszych deliberacji. Wbrew wielu ksigzkom, spelnienie wa-
runku synchronizacji nie wymaga, nie musi sie w zadnym
stopniu opieraé, na specyficznych wlasnosciach $wiatta.

Wazne jest zrozumieé, ze tak jak na plaszczyznie euklidesowej
nie istnieje bezwzgledne pojecie wspotrzednej y, (czy x), nawet po
ustaleniu poczatku ukladu, a przed poprowadzeniem konkretnej
rodziny sznurkoéw, tak zdarzenie NIE MA absolutnie okre§lonego
czasu (nawet po wyborze zdarzenia ktéremu przypisujemy wspol-
rzedna (0,0)) przed wybraniem konkretnej rodziny wzajemnie nie-
ruchomych zegaréw. Tym samym odstep czasu musimy uznaé za
wielkos¢ wzgledna. Wzgledem jednego uktadu inercjalnego i spo-
czywajacych w nim zegaréw dane zdarzenie moze by¢ poézniejsze od
zdarzenia odniesienia o 5s, w innym np. o 4s ! OczywiScie zegary w
obu uktadach sg identycznie skonstruowane i tak samo zdefiniowana
jest sekunda.

Przez stulecia ludzie wyobrazali sobie, ze czas biegnie sobie ,sam
z siebie”; jeden dla calego Kosmosu, jeden dla wszystkich obserwato-
rOw — 1 tych w laboratorium na Ziemi, i tych w podr6zy kosmiczne;.
Jeden dla jadra uranu w spoczynku, i ten sam dla jadra sztucznie
rozpedzoego. Zegary, jak sie wydawalo, stuzy¢ mialy tylko jego
pomiarowi.

Tymczasem realnie istniejg zdarzenia, przypisanie im pary liczb
— numeru zegara i numeru ,tykniecia” — jest jakby sposobem
pewnego ich ponazywania, sposobem jednym z wielu mozliwych.
Przy pomocy drugiej rodziny zegaréw — tez wzajemnie nierucho-
mych, ale bedacych w ruchu w stosunku do poprzedniej rodziny
— mozemy okresli¢ nowe ,nazwy” tych samych zdarzen. W tych
y,howych nazwach” oba sktadniki — i wspolrzedna przestrzenna, i
wspotrzedna czasowa sg, na ogot inne. Nie jest to nic tajemniczego.

Rozpatrzmy pociag ekspresowy, w nim wagon restauracyjny. Na
kazdym stoliku zegar. I mamy tez zegary na kazdej kolejnej stacji.
Te dwie rodziny, to dwa uktady inercjalne (rozpatrujemy tylko okres
jednostajnego ruchu pociagu). W wagonie do obiadu usiadl pasa-
zer. Jest to zdarzenie. Mozemy wyobrazi¢ sobie ze sie tak zlozyto
ze zegar przy stoliku pokazywal akurat godzine 0, akurat tyle samo
co zegar na mijanej wtasnie stacji. Zegarowi przy stoliku przy kto-
rym jedzony jest ten obiad nadajmy numer zero, i taki sam numer
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(potozenie) zero przypiszmy w ukladzie torow kolejowych zegarowi
na mijanej stacji.

Przetkniecie ostatniego tyku deseru to tez zdarzenie. Wedlug
kelnera w wagonie, zdarzenie to ma wspoétrzedng zero (pasazer sie
wszak nie przesiadal), a zegar przy stoliku pokazuje, np. ' = 40min
= 2400s. Kolejarz na stacji, przez ktora przejezdza ekspres bez za-
trzymywania, obserwujacy akurat koniec obiadu przez szybe wago-
nu powie, ze ma to zdarzenie wspolrzedng o wartosci zdecydowanie
innej, np. = 80km = 80 000m (jesli tyle przejechal pociag w trak-
cie pobytu pasazera w wagonie restauracyjnym), a zegar na nowej
mijanej stacji pokaze wartosé¢ ¢, no wlasnie, ale ile ona wyniesie?

Powyzszy problem jest jednym z najwazniejszych jakie posta-
wiono i rozwigzano w naszym stuleciu w zwiazku z zagadnieniem
ruchu. Do zagadnien tych powr6cimy nieco dalej, tu podamy nara-
zie tylko rezultat:

t= \/t’2 + 0,00000000000000001122 = 2400s+0, 000000000000006s

Jest to tylko 6 trylionowych sekundy wiecej, nic dziwnego iz
dtugie lata tego nie zauwazano. Gdyby odlegtos¢ x w powyzszym
wyrazeniu byta duzo, duzo wieksza, réznica wskazan zegaréw by-
taby duza i znaczaca. Duze x przy danym czasie byloby osiagniete,
gdyby pociag pedzit z predkoscig ogromng — duzo, duzo wieksza
niz w powyzszym przyktadzie.

Przyklad z pociaggiem wcale nie musi by¢ traktowany z przy-
mruzeniem oka! Juz w latach siedemdziesigtych wykonano
eksperyment z bardzo dokladnym zegarem, tego typu ktory
stuzy do najdokladniejszego definiowania sekundy, polega-
jacy na przewiezieniu go dookola $wiata samolotem zwy-
ktych linii lotniczych. Po powrocie do laboratorium i po-
réwnaniu z bliZniaczym zegarem pozostajacym caly czas w
laboratorium stwierdzono wyrazng réznice wskazan wieksza
od doktadno$ci samych zegaréw i catkowicie zgodng z po-
wyzszym wzorem. Byl to najtanszy eksperyment potwier-
dzajacy teorie wzglednosci Einsteinal

Jadra atomowe, czy tymbardziej czastki elementarne, potrafia
pedzi¢ nawet i z predkoscia 299 792 000 m/s, dla nich réznice te
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staja sie bardzo wazne. Ich uwzglednienie jest niezbedne do zrozu-
mienia wielu zjawisk, miedzy innymi takich jak §wiecenie gwiazd,
czy wybuch bomby atomowe;.

Informacja o innym wskazaniu zegara wedrujacego wzgle-
dem pewnej rodziny zegaréw, mimo wyboru identycznej jed-
nostki czasu i tego samego poczatku liczenia, moze wydawaé
sie szokujgca, rodzi¢ pewien bunt. Wydaje sie sprzeczna z
codziennym doswiadczeniem. Poniewaz jest to zagadnienie
kluczowe dla zrozumienia fizyki, pozwolimy tu sobie podaé
przyktad, nieco bajkowy, ilustrujacy ten konflikt intuicji i
faktow.

Wyobrazmy sobie osade naszych przodkow, potozong gdzies
w $rodkowej Polsce, przed kilkunastoma wiekami. Miesz-
kanicy osady organizowali coroczne wyprawy po bursztyn.
Szli wedlug zasady takiej, by mie¢ o wschodzie Stonce po
prawej stronie, o zachodzie po lewej. Nad samym morzem
w dogodnym miejscu trzymali niektére narzedzia, by nie no-
si¢ ich stale ze sobg.

Jasne jest, ze kierujac sie na poéinoc bez zadnych przyrza-
déw, nie trafiali nigdy dokladnie do swojej bazy. Po dojsciu
do brzegu musieli i§¢ w lewo, albo w prawo, a to tysiac, a
to sze$cset, a to podltora tysigca krokéw. Weale ich to nie
dziwito.

NIE DZIWILO ICH TEZ, ZE ZAWSZE SZLI 10 DNI.

To byl fakt, aksjomat, zasada. DO MORZA JEST 10 DNI
DROGI. Czy w danym roku trafiono na baze idealnie, czy
nie, do brzegu szli 10 dni. I juz.

Pomyslmy o jakimg§ uczestniku wyprawy, ktory dostrzegt w
tej zasadzie co§ dziwnego, cos niepokojacego. Mogt on wysu-
waé rozne hipotezy racjonalizujace ten wynik. Po pierwsze
mogt sobie wyobrazi¢, ze brzeg Baltyku jest wypukly, jest
kawatkiem huku okregu, a ich osada przypadkowo lezy w
srodku tego okregu. Po drugie mogt przypuszczaé, ze swiat
w ktorym zyje jest taki, ze przy takim samym wysitku, kroki
stawiane na péinocny zachéd, czy pétnocny wschéd, sg nieco
wieksze, i w efekcie dluzszg droge przy niedoktadnym wy-
chodzeniu na baze pokonuje sie w tym samym czasie (i ta
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sama liczba krokow). A po trzecie, mogl przypuscié, ze na-
prawde, za kazdym razem oni NIE idg jednakowo dlugo, ale
réznice sg nieuchwytnie mate, po prostu ich nie zauwazaja.

Ty Czytelniku zyjesz péttora tysigca lat pézniej, uczytes sie
geometrii, znasz twierdzenie Pitagorasa. Sprawdz, ze przy
odlegtosci 300 000 krokéw od osady do brzegu, zboczenie
o 1 000 krokéw od linii prostopadlej do brzegu, wydluza
trase o POETORA zaledwie kroku, co zajmuje dodatkowo
niecaly sekunde marszu, nijak w rozpatrywanych okoliczno-
Sciach niezuwazalng!. Ale malosé¢ tego efektu nie sugeruje
by nie uczy¢ sie geometrii!!

Gdyby z centralnej Polski trzeba iS¢ po bursztyn w okolice
Szczecina, nie Rozewia, napewno 10 dni by nie starczyto.

A na czym polega analogia z zegarami? Co jest odpowied-
nikiem osady, a co linii wybrzeza? Otéz zdarzenie polega-
jace na tym, ze o 12:00 jestem na dworcu w Warszawie, to
pewien punkt w czasoprzestrzeni. ,Linia brzegu” ma swdj
odpowiednik w nastepujacej linii zdarzen (podajemy kilka
punktoéw na tej linii): dworzec w Warszawie o godz. 15:00
(wedlug zegara dworcowego), dworzec w Koluszkach o godz.
15:00 (wedtug zegara dworcowego w Koluszkach, zsynchro-
nizowanego z zegarem w Warszawie), dworzec w Katowicach
o godz. 15:00, lotnisko w Rzymie o godz. 15:00 (wedlug ze-
gara w Rzymie zsynchronizowanego z zegarami dotychczas
wymienionymi), itp.

I teraz ja, $wiadomym wyborem, moge zdecydowaé¢ gdzie
chce przeciaé te linie. Jesli w Warszawie, to wystarczy trwaé
na dworcu. Jedli w Koluszkach, to musze wsias§é¢ do pociggu
osobowego. Jesli w Katowicach, to musze wsig$é do pociggu
ekspresowego. Moge spotkaé te linie i w Rzymie, jesli wsigde
w samolot. Fakt, ze W PRAKTYCE, na zegarku recznym
za 15 zt, nie dostrzegne réznic jego wskazan po przybyciu do
celu w tych réznych przypadkach, nie oznacza ze ich nie ma)
Nalezy sie dziwi¢ (jak z tym bursztynem), ze nasz zegarek
za kazdym razem pokazuje godz. 15:00!

Gdybym zdecydowat sie byé¢ o 15:00 (ale nie na swoim ze-
garku, lecz na zegarze nieruchomym wzgledem dotychczas
rozpatrywanych, prawidtowo z nimi zsynchronizowanym) trzy
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miliardy kilometréw od Warszawy, wtedy réznica bytaby

ogromna. Dopiero ten punkt czasoprzestrzeni bylby jak

Szczecin w bajce o zbieraczach bursztynu. Inna sprawa, ze

bardzo trudno cztowiekowi by bylo by¢ najpierw o 12:00 w

Warszawie, a 0 15:00 juz na peryferiach Uktadu Stonecznego.

Ale to nie pow6d by nie uczyé sie kinematyki!!!

Fragmenty jadra uranu bo wybuchu bomby latajg szybko.

By zrozumieé co sie dzieje musimy zajaé sie roznicami uptywu
czasu, ktére w innych sytuacjach sg émiesznie mate, jak owe

pottora kroku dla poszukiwaczy bursztynu.

Obiecujac sobie powrécié do tych ciekawych zagadnien, obec-
nie bedziemy sie uczyli fizyki takiej, jaka postrzegali i zbudowali jej
pierwsi tworcy, od Galileusza i Newtona do Avogadry, Kelvina, Ma-
xwella i Boltzmana. Obejmuje to okres od konca 16-tego do korica
19-tego stulecia. Badajac ruchy niezbyt szybkie nie byli oni w sta-
nie zauwazy¢ roznic wskazan zegaréw w ruchu i przyjmowali bez
zastrzezen, ze zegary we wzglednym ruchu, gdy sie mijaja pokazuja
jednakowg liczbe ,tyknie¢”. Pozory $wiadczg wiec o uniwersalno-
Sci czasu, jego niezaleznosci od uktadu odniesienia. Pamietajmy ze
absolutno$¢ ta wcale nie jest oczywista, jest jedynie dobrym przy-
blizeniem dla stosunkowo niewielkich predkosci.

2.5 Predkosé, przyspieszenie

Wiedzac jak mierzy¢ odleglosci i czas na zsynchronizowanych ze-
garach mozemy okresli¢ predkos¢. Nie ma chyba nikogo kto nie
podrézowalby pociggiem, samochodem, rowerem, czy chociaz nie
chodzit na wlasnych nogach, by nie wiedzial co to znaczy prze-
mieszczac sie predko, czy powoli! Gdy poruszamy sie, (lub gdy po-
rusza sie rozpatrywane ciato) jednakowo szybko, im dalej jestesmy,
tym proporcjonalnie wiecej pokazuje kolejny mijany zegar uktadu
do ktoérego odnosimy ruch. Moéwimy ze przebyta odlegtosé¢ (droga)
jest proporcjonalna do czasu trwania ruchu. W ciagu sekundy prze-
bywamy np. 5m, w ciggu dwo6ch sekund 10m, w ciggu 10 sekund
50m itd. Zaleznoé¢ te mogliby$my opisa¢ wzorem:

s =5t
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w ktorym s to przebyta droga, t czas pokazywany przez zegar odle-
gly o s od miejsca gdzie rozpoczelsmy obserwacje ruchu (w kazdym
razie chodzi o miejsce od ktorego zajeliSmy sie pomiarem predko-
Sci).

Taka postac opisu ruchu nie bytaby wygodna. Zatézmy bowiem,
ze chcemy ustali¢ gdzie bedziemy w tym ruchu po kwadransie, czyli
po 15-tu minutach. Gdy podstawimy ,z rozpedu” liczbe 15 do po-
wyzszego wzoru wyjdzie nam 75. Ale przeciez 15 minut to az 900
sekund. Podstawiajac t = 900 dostaniemy s = 4500. A to ogromna
réznica.

Wzor fizyczny, taki jak s = 5t, zawierajacy tylko liczby skazy-
walby nas na potugiwanie sie zawsze, bez wyjatku i przez wszyst-
kich tymi samymi jednostkami, w tym wypadku odlegtoéci i czasu.
Chociaz dazenie do ujednolicenia rozmaitych miar jest staty ten-
dencja i kupcow i fizykow i inzynieréw, nadmierny rygoryzm w tym
wzgledzie bylby nieroztropny. Nawet w ramach tzw. miedzynaro-
dowego systemu jednostek SI, wolno uzywa¢ obok jednostek pod-
stawowych — ich wielokrotnosci i podwielokrotnosci. A wiec uzy-
wamy metroéw okreslajac predkosé sprintera, czy pilki tenisowej, ale
kilometrow gdy jedziemy samochodem. Podobnie naturalne jest!®
uzywanie i sekund i godzin do wyrazania okresu czasu.

7 tego powodu wielko$¢ fizyczna jest czyms$ wiecej niz liczba,
tak jak okre§laja ja matematycy. Odleglosé bm sktada sie — jak
widzimy — z dwoch elementéw: liczby 5 i jednostki, w tym przy-
kladzie — metra. Te sama odleglo$¢ mozemy przedstawi¢ jako 500
cm, lub 5 000 mm itd. Zmianie jednostki musi towarzyszy¢ zmiana
mnozacej ja liczby. Wtedy zamiana jest uprawniona, a opisywana
wielko$¢ sie nie zmienia: S5m = 500cm.

Wrzory fizyczne zawieraja nie tylko liczby opisujace te wielkosci
w danych jednostkach, ale takze i te jednostki. W dalszym ciggu
litera ¢ nie bedzie samg liczbg, tak jak liczby rozumiejg mate-
matycy, lecz liczbag uzupelniong nazwa jednostek. Nie pozwolimy
sobie pisa¢ t = 5 ( o ile t ma reprezentowa¢ czas). Mozemy napisa¢

15 Jest naturalne postugiwanie sie i sekundami i godzinami, skoro takie jed-
nostki sg w uzyciu. Nie jest natomiast za bardzo naturalne, ze godzina dzieli sie
na 3 600 sekund. To niewatpliwie archaiczna spuscizna dawnych kultur, co naj-
mniej babilonskiej. Préby racjonalizacji podzialu doby opartego na podstawie
dziesietnej liczenia jak dotad sie nie powiodly.



2.5. PREDKOSC, PRZYSPIESZENIE 51

t = 10s. Podobnie wynik obliczania drogi musi by¢ odlegtoscig, a
nie liczba. Moze to by¢ 50m, ale nie 50!

Po to by wstawienie wielkoSci czasu dato wielkos¢ drogi, nasz
wzOr w rozpatrywanym przyktadzie musi by¢:

s = 5975
S

Podstawienie 900s w miejsce ¢ pozwoli ,skroci¢” przez sekundy i
po wykonaniu mnozenia 5 x 900 dostaniemy 4 500 m. Gdy jednak
podstawimy ¢ = 15min, dostaniemy 75% xmin i widzimy wyraznie
ze to jeszcze nie koniec obliczeri. Dopiero zastepujac jednostke min
w liczniku przez 60s uzyskamy mozliwos$¢ redukcji jednostek czasu,
ale towarzyszy¢ temu bedzie pomnozenie pierwszego rezultatu 75
przez liczbe 60, co ponownie da prawidtowy wynik 4 500m.

Ow wspolczynnik 5m/s z naszego przykladu jest predkoscia.
Predkos¢ jest wielko$cig mianowang — liczbie towarzyszy utamek w
ktorego liczniku jest jednostka odleglosci, w mianowniku jednostka
czasu. Oznaczajac predko§é litera v napiszemy ogdlng zaleznosé
przebytej drogi od czasu w ruchu jednostajnym w postaci:

s =t

Gdy chcemy okresli¢ predkosé konkretnego ruchu mozemy prze-
ksztalci¢ powyzszy wzor do postaci: v = s/t przekonujac sie iz
predkos¢ to iloraz przebytej drogi i czasu trwania ruchu.

W tym prostym przypadku ruchu jednostajnego warto zwrdcié
uwage na jedng okolicznosé. Oto6z dla obliczenia predkosci ruchu nie
jest konieczna znajomo$¢ catej przebytej drogi i catkowitego czasu
trwania ruchu. Wystarczy wybraé jaki§ — nawet krotki — fragment
odcinka po ktérym odbywa sie ruch i podzieli¢ dtugosé tego odcinka
przez roznice wskazan zegarow znajdujacych sie na konicach odcinka
gdy cialo mija kolejno kazdy z nich.

Chociaz moze sie to wydawa¢ wywazaniem otwartych drzwi
sprawdzmy ze tak jest istotnie. Punkt wybrany jako poczatek od-
cinka kontrolnego ma wspolrzedng s; i jest mijany w chwili ¢;. Po-
dobnie koniec ma wspotrzedng s, i mijany jest w chwili ¢,. Dla
kazdego z tych punktéw mamy:

S1 = Utl, S9 = Utg
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Odejmujac stronami dostajemy: s — s1 = v(tg — t1), czyli:

S2 — 51
’U:
to —ty

Roéznica sy — s; moze byé¢ wyliczona gdy znane jest i s1 1 so, ale
moze tez by¢ wyznaczona wprost w terenie bez informacji gdzie byt
prawdziwy poczatek wedrowki! Podobnie z czasem. Oznaczamy
te przyrosty, jak je nazywamy, symbolami As i At. Czasami za-
miast litery greckiej stosuje sie malg litere tacinska odpowiadajaca
greckiej delcie, a wiec d. Lacinskie stowo differenza, roéznica, jest
zrodlem owego oznaczenia. Przyrosty sa to przeciez roéznice warto-
sci w dwoch kolejnych fazach ruchu.

Jakkolwiek dziwne sie to moze wydawa¢, do wyznaczenia pred-
kosci samochodu, teoretycznie biorac, wystarczytoby zmierzy¢ czas
jego przejazdu przez odcinek 1mm. Gdyby okazal sie on réwny
25us, czyli 25 mikrosekund, mogliby$my tatwo wyliczy¢é — w nor-
malnych dla jazdy samochodem jednostkach — ze to az 144km/godz.

Dla ugruntowania tych oczywistosci przytoczmy anegdote o kie-
rowcy zatrzymanym przez policjanta za przekroczenie dozwolonej
predkosci:

- Placi Pan mandat. Jechal Pan 120 kilometréw na godzine.

- Alez Panie Wtadzo, dopiero 3 minuty temu wyjechalem z
domu, jaka znéw godzine.

- Nie twierdze ze Pan jechal godzine, ale jadac tak samo dalej,
przez godzine przejechatby Pan 120 km.

- Jadac tak samo, trafitbym kilometr dalej na wymarzong plaze,
tylko 7km od mojego domu, napewno nie przejechatbym dzis§ 120km!

Jest oczywiste, ze radarowa kontrola predkosci samochodéw wy-
maga bardzo krétkiego czasu pomiaru, a wiec i czasu trwania frag-
mentu ruchu, niezbednego zaledwie na odbicie impulsu radarowego
— w tym czasie samochod nie przejedzie nawet milimetra!

Jesli chwile pomysleé, to tatwo dojs¢ do wniosku, ze dla pomia-
row dokonywanych na bardzo krétkim odcinku, zupelnie nie ma
znaczenia, czy ruch przed pomiarem byt jednostajny, czy nie. Ba,
nawet w czasie radarowego ,btysku” kierowca mogt, zauwazywszy
kontrole drogows, trzymac juz noge na hamulcu z nadzieja, ze zdota
obroni¢ sie przed mandatem.
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Predkosé jest wtasnoscig ruchu w jednym konkretnym punkcie.
Jest to oczywiste, gdy odczytujemy ja na szybkosciomierzu. W
trakcie rozpedzania samochodu, czy w trakcie hamowania, strzal-
ka szybko$ciomierza pelznie po tarczy wskazujac w kazdej kolejnej
chwili inng warto$¢. Radar zmierzy te wartos¢, ktorg akurat poka-
zuje szybkoSciomierz, gdy impuls radarowy odbija sie od karoserii.

Problem predkosci w ruchu niejednostajnym dtugo sprawial kto-
poty badaczom. Wlasciwie zrozumial go dopiero Newton! Stworzyt
on wrecz nowy dzial matematyki, zwany dzisiaj rachunkiem réz-
niczkowym. Poznacie go doktadniej w dalszych latach nauki, tutaj
zapoznamy sie z najprostszg ideg tego rachunku, umozliwiajaca ba-
danie ruchu zmiennego.

RozpatrywaliSmy powyzej ruch w ktérym odlegloéé rosta row-
nomiernie z uplywem czasu: s = vt. Najprostszg do pomyslenia
zaleznoScig inng niz ta zawierajaca pierwsza potege czasu t jest za-
leznosé od drugiej potegi czasu. Oznaczajgc mozliwy wspotczynnik
proporcjonalnosci literg b zbadajmy ruch w ktérym:

s = bt?

Jak zobaczymy, jest to bardzo pospolity przypadek.

Dzielac droge przebyta miedzy chwilami ¢ i ¢t + At, przez czas
jaki uptynal, obliczmy, co uzyska obserwator mierzacy predkos¢.
Obserwator nie musi wiedzieé¢, czy ruch jest jednostajny, czy nie.
Dhugosé odcinka przebytego miedzy chwilami ¢ i ¢t + At jest r6znica
odleglosci s, przebytej do momentu ¢+ At i mniejszej drogi s; prze-
bytej do chwili ¢. Dla ruchu zachodzacego zgodnie z hipotetyczna
zaleznodcig: s = bt* mamy:

so = b(t+At)?, s =0bt?
lloraz przebytej drogi As = sy — s1 i czasu At wynosi:

As  sy—s1  b(t+ At)* —bt* thAt + (At)?

At At At At

= 2bt + DAt

Wynik ostatecznie ma dwa sktadniki: pierwszy 20t niezalezny
od dtugosci przedziatu w ktéorym dokonywany jest pomiar, a jedy-
nie od chwili poczatkowej, i drugi: bAt. Jesli przedzial wybrany do
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pomiaru jest bardzo krotki, ten drugi czton jest bardzo maty. Uzy-
skany wynik sprowadzi sie¢ w praktyce do wartosci 2bt. Jest to owa
predko$é¢ chwilowa pokazywana przez szybkosciomierz samochodu,
wlagnie w chwili £.

Jesli pomiar dokonamy na dos¢ dtugim odcinku, na ktérym ciato
tylko na samym poczatku ma predko$¢ 2bt, a potem systematycznie
coraz wieksza, dostaniemy oczywiscie wiecej, wynik posredni mie-
dzy poczatkowa predkoScig najmniejsza, a koncowa, ktora w czasie
t + At, osiagnie juz warto$¢ 2b(t + At).

Stwierdzamy wiec, ze predkoscig chwilowa, wlasciwg dla czasu
t, jest v(t) = 2bt. Pojawiajaca sie dwojka wprowadza nieco zamie-
szania. Jesli w wyrazeniu na droge wspoétczynnik przy b jest 1, tow
wyrazeniu na predko$¢ mamy czynnik 2. Mozemy jednak, jak nara-
zie niesprecyzowang co do konkretnej wartosci, wielkos¢ b oznaczy¢
jako a/2, a wiec 2b zastapi¢ przez a otrzymujac dla zbadanej postaci
ruchu:

s = —at?

2
v(t) = at

Drugi z wzoréw moéwi nam, ze pedkos¢ w tym ruchu wzrasta
proporcjonalnie do czasu. Ruch nazywa sie w zwigzku z tym ru-
chem jednostajnie przyspieszonym, a doktadniej ruchem jednostaj-
nie przyspieszonym bez predkosci poczgtkowej, jako ze predkosé w
tym ruchu, obliczona dla chwili poczatkowej ¢ = 0 wynosi istotnie
0. Wielko$¢ a nazywa sie przyspieszeniem. Jej jednostka jest metr
na sekunde na sekunde, w skrocie zwana metr na sekunde kwadrat,
a jej sens polega na tym, ze odpowiada na pytanie o ile predkos¢
w ruchu z takim przyspieszeniem wzrasta w ciggu jednej sekundy.
Oznaczenie a nie jest przypadkowe, pochodzi z tacifiskiego accelera-
tio oznaczajacego wlasnie przyspieszenie. Stowo to zresztg powinno
by¢ znane Polakowi, nawet gdy nie zna on laciny. Przeciez i u nas
sie mowi o ,pedale akceleratora” w samochodzie. Znana jest réwniez
nazwa akcelerator czastek elementarnych.

Dla zastosowan praktycznych wazny jest przypadek z predkoscia
poczatkowa rézng od zera. W tym celu obliczmy predko$é¢ chwilowg,
w ruchu opisanym zaleznos$cia: s = vgt + %atQ. Przebyta droga wy-
razona jest jako suma dwoch sktadnikéw. Przy obliczaniu predkosci
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metodg dzielenia przyrostu drogi przez przyrost czasu dostaniemy
oczywiscie:

1
vy + at + iaAt

czyli sume tego co bySmy dostali dla ruchu jednostajnego i tego co
dla ruchu przyspieszonego bez predkosci poczatkowej. Z powodow
omoéwionych w poprzednim przypadku, teraz tez kladziemy osta-
tecznie dlugosé przedzialu At réowng zeru, otrzymujac dla ruchu
jednostajnie przyspieszonego, z dowolng predkosciag poczatkowa:

L o
s = vot + iat
v(t) = v + at

Polozenie ciata moze wyrazaé sie zaréwno dodatnia, jak 1 ujemna
liczba jednostek. W zwiazku z tym — w zaleznoSci od kierunku
ruchu — predko$¢, czy to poczatkowa, czy chwilowa, moze by¢
zarowno dodatnia, jak ujemna. Dowolny moze tez byé, w ogdlno-
Sci, znak przyspieszenia. W mowie potocznej nie uzywa sie stowa
,przyspieszenie” gdy jego znak jest przeciwny do aktualnej pred-
kosci, czyli gdy warto§¢ bezwzgledna predko$ci maleje. Mowi sie
wtedy o hamowaniu, lub ruchu opdznionym. Wedlug nas nie jest
to specjalnie polecane. Niech termin opéZniony pozostanie termi-
nem mowy potoczej — poza lekcjami fizyki. Za to nie powinno nas
dziwié, ze przyspieszenie moze by¢ ujemne i ze predko$¢ w ruchu
przyspieszonym moze malec.

Oprocz predkosci chwilowej oméwionej i przedyskutowanej po-
wyzej dla ruchu zmiennego, wprowadza sie, znane i z zycia codzien-
nego, pojecie predkosci sredniej. Gdy moéwimy ze ekspres z War-
szawy do Katowic jedzie z predkoscia Srednig 100km/godz, mamy
na mys$li to, ze caly trase 300km pokonuje on w trzy godziny. Ruch
pociagu nie jest naturalnie jednostajny. Zatrzymuje sie on na paru
stacjach, zwalnia na tukach toréw, czy jadac przez tereny szkod
gorniczych, gdzie jego predko$é¢ chwilowa bywa grubo ponizej 100
km/godz. Ale na niektorych odcinkach pedzi on 160 km/godz, albo
i wiecej. Wszystkie te szczegdly nie sa do wywnioskowania z samej
tylko wartosci §redniej. Dla kolejarza informacja o $redniej, to zde-
cydowanie za malo. Ale dla pasazera, praktycznie nic innego nie
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odgrywa roli. Ze znajomoSci $redniej i godziny odjazdu, moze on
wywnioskowaé¢ o chwili przybycia do celu.

Mierzac czas potrzebny do przebycia odcinka As, i dzielac droge
przez czas potrzebny na jego przebycie, wyznaczaliémy w istocie
predko$é¢ $rednig dla tego odcinka. Im krétszy badany odcinek,
tym blizsza jest warto$¢ $rednia wartosci chwilowe;.

Dla ruchu jednostajnie przyspieszonego mozliwe jest obliczenie
predkosci éredniej dla dowolnego odcinka, i wyrazenie jej przez
predkosci na poczatku i na koncu odcinka. Rezultat bywa uzy-
teczny przy rozwigzywaniu wielu zadan.

Zaczynamy od podzielenia calej drogi w ruchu jednostajnie przy-
spieszonym przez czas t:

s vt + at?/2 1

g=-=——"—="1g+ —at
Usr = 3 ¢ 0+ 3

Doprowadzajac do wspo6lnego mianownika dostajemy:

. — 2ug+at  vo+ (vo+at) v+ vy
St 2 2
gdzie predkosé¢ konicowa vy + at oznaczyliSmy symbolem wvy.
Uzyskalismy latwy do zapamietania rezultat, ze w ruchu jed-
nostajnie przyspieszonym predkosé Srednia na odcinku, réwna jest
Sredniej arytmetycznej predkosci poczatkowej i koncowe;j.

Nie powinna nas zwie$¢ pozorna oczywistosé¢ tego rezultatu.
Dla ruchéw inaczej zmiennych niz jednostajnie, predkosé
$rednia arytmetyczna nie jest na ogol poprawng wartoscig
Srednig. Sprawdz, wzorujac sie na rozwazaniach dla ruchu
opisanego wzorem s = bt?, ze dla ruchu s = ct?, predkosé
chwilowa wynosi v = 3ct?. Predko$é¢ $rednia w tym ruchu
wynosi vg, = s/t = ct? = (0 + v} )/3 — nie jest wiec, jak
widaé, érednig arytmetyczng predkosci poczatkowej i korico-
wej.

2.6 Ruchy na plaszczyznie

Rzadko kiedy ruch ciala odbywa sie wzdluz prostej. Zastanawia-
jac sie nad pojeciem predkosci zauwazamy, ze wielko$¢ ta ma $ci-
Sle okreslony sens takze wtedy, gdy ruch odbywa sie wzdtuz linii
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krzywej. Przeciez dostatecznie krotki tuk krzywej (Przypomnijmy
sobie ,,pomylenie” tukow kot na powierzchni Ziemi z odcinkami pro-
stoliniowymi, gdy jeszcze nie wiedziano o kulistosci Ziemi) coraz
trudniej odrézni¢ od odcinka. Popatrzmy zreszta na rysunek:

Wektor o kierunku AB i wartosci AB/At jest predkoscig Sred-
nig na tuku AB. Gdy tuk bierzemy coraz krotszy (AB’), kierunek
tej predkosci staje sie nieodréznialny od kierunku stycznej. Tym
samym widzimy, ze predko$¢ chwilowa w ruchu po krzywej jest wek-
torem stycznym do linii po ktérej porusza sie punkt. Sama wartosé
predkosci pozostaje tym samym co w ruchu prostoliniowym, mia-
nowicie stosunkiem przebytej drogi do czasu w ktérym sie to stato.
Wartosé predkosci nazywa sie tez szybkoscig. Gdy punkt nie tylko
porusza sie po krzywej (co oznacza zmiane kierunku wektora pred-
kosci), ale 1 gdy jego szybkosé nie jest stata, przy okreslaniu szybko-
Sci chwilowej nalezy postapi¢ w znany juz nam sposob, czyli obraé¢
jak najkrotszy przedzial w ktérym predkos$é érednig wyznaczamy.

Powyzsze okreslenie predkosci w ruchu na plaszczyznie zo-
stalo zrobione w sposéb bezposredni, niemal przez poka-
zywanie palcem. Ciekawe mozliwosci badania predkoéci w
takim ruchu daje uzycie wspétrzednych.

Nim przejdziemy do okreslenia wspoétrzednych wektora pred-
kosci, wprowadzimy pewna modyfikacje poznanego wcze-
$niej pojecia wersora. Kiedy piszemy dla sktadowej wektora
wodzacego x7’ iloczyn wspotrzednej i wersora, musimy zde-
cydowaé¢ ktéra z tych wielkosci ma pamietaé ze uzywamy



28

ROZDZIAEL 2. KINEMATYKA

akurat metréw, a nie yardéw czy cali. Moznaby przyjaé ze
wersor 7 ma dlugosé 1m, a wspolrzedna jest ,liczbg czysta”,
bezwymiarows, ale wygodniej jest by miano byto przypisane
wspolrzednej. Ale wtedy 7 nie moze mie¢ dtugosci 1m, bo
byto by tych metréw za duzo! On musi byé bezwymiarowy.
Tym samym jego funkcja jest juz tylko pokazywanie kie-
runku. Nie da sie wskazaé gdzie lezy koniec wersora, nawet
gdy ustalimy jego poczatek w poczatku uktadu! W realnej
przestrzeni punkt musiatby by¢ odlegly o np. 1m, ale nie o
JEDEN. Powyzsze ,oczyszczenie” wersora z miana jednostki
dhugosci jest bardzo uzyteczne. Mnozac taki wersor przez
wielko$é o wymiarze predkoéci dostajemy wektor predkodci.
Wielko§¢ v,7 0znacza nic innego jak wektor predkosci skiero-
wany wzdluz osi X i wartoéci v,. Jezeli potozenie na ptasz-
czyznie opisywane jest zaleznymi od czasu wspélrzednymi:

r(t) = ()7 + y(H)7

to wektor predkosci okre§lony zwyczajnie jako iloraz prze-
mieszczenia 7(t + At) — 7(t) 1 czasu At moze by¢ przeksztal-
cony do postaci:

5 x(t+ At) — x(t)m_ y(t + At) — y(t)j,
At At

W zalezno$ci od tego co wiemy o zmianach wspétrzednych x

iy w czasie, i w zalezno$ci od tego czy interesuje nas pred-

kos¢ érednia czy chwilowa, postepujemy dalej z utamkami

w powyzszym wyrazeniu identycznie jak postepowaliSsmy w

przypadku ruchu po kazdej z prostych X i Y.

Wprowadzenie uktadu wspoélrzednych jakby rozktada ruch
w plaszczyznie na dwa pomocnicze ruchy: x(t) i y(t), kazdy
po ,swojej” prostej. W kazdym z tych ruchéw nauczyliSmy
sie okresla¢ predkosé (i przyspieszenie). WykazaliSmy ze po
zlozeniu tych predkosci w jedng wielkos¢ dostajemy praw-
dziwa predkosé ruchu. Jest oczywiste, ze dotyczy to takze
przyspieszenia.

Tajemnicze znikniecie wersora ze zwyklej przestrzeni staje
sie bardziej zrozumiale w stosowanym najczeSciej zapisie
wektoréw, szczegblnie praktycznym gdy nie zmieniamy co
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chwile osi wspotrzednych, lecz mamy je ustalone. Powtarza-
nie wtedy we wszystkich mozliwych wzorach symboli werso-
réow jest i meczace i jatowe. Wystarczy sie umoéwié, ze pierw-
sza wymieniona liczba bedzie wspotrzedng z-owa, a druga y-
kowga. Ponadto obejmujemy liste wspoétrzednych nawiasami.
Mozemy wiec pisaé: ¥ = (x,y). Podobnie v = (%, %).
Bardzo proste!

A co z wersorami? Tez proste. Mamy 7= (1,0) 1 7= (0, 1).
Nie mozemy wersora narysowa¢ (nie jest znana jego dlugosé
w zadnym uktadzie jednostek!), ale mozemy go chociaz za-
pisa¢. To ze w nawiasie s liczby bezwymiarowe bierze sie
stad ze ,ogotociliémy” wersor ze zwyktej dtugosci. Wersor
jest jakby ,miejscem” do wpisania odpowiedniej wielkoéci fi-
zycznej. Wpisa¢ mozna odlegtosé, predkosé, natezenie pola
elektrycznego, itd, itd.

Jest ponadto oczywiste, ze w zwyktlej ,prawdziwej” prze-
strzeni mozna umiedci¢ strzatke tylko wektoréw potozenia.
Tworzac rysunek jakiej$ rzeczywistosci wprowadzamy zwy-
kle jaka$ skale i na rysunku takim wektor realny bedzie sto-
sownie skrécony. Inne wektory tez czesto przedstawiamy
graficznie na takiej plaszczyznie rysunku. Dla kazdego ro-
dzaju wielkosci z osobna trzeba sie wtedy zdecydowaé co do
skali zamiany jednostki danej wielko$ci na centymetry na
rysunku. Przy takim zalozeniu, mozna takze wprowadzi¢
przelicznik dla wektoréw bezwymiarowych — np. wektor o
wartodci 1 to moze by¢ 5cm na rysunku. Wybér skali dla
wszelkich wektoréw dokonuje sie zgodnie z potrzebami, tak
by wszystko sie na rysunku zmiescilo. Nie ma zadnej jedno-
litej umowy.

Bardzo waznym przypadkiem ruchu po krzywej jest ruch po
okregu ze stalag szybkoScia. Zwie sie go ruchem jednostajnym po
okregu. Cale to okreslenie trzeba wypowiada¢ jednym tchem, bo
stowa ,,po okregu” istotnie modyfikuja sens okreslenia ,ruch jedno-
stajny”. Chociaz dla pelnej jednoznacznosci ruch cial swobodnych
okresla sie jako ,jednostajny prostoliniowy”, to czesto stosuje sie
skrot mowigce tylko: jednostajny. Jednostajny bez dodatkowego
okreslenia, ,prawdziwy jednostajny” to ruch po prostej, ruch swo-
bodny. W tym sensie ruch jednostajny po okregu nie jest ,praw-
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dziwym” ruchem jednostajnym, a jedynie ruchem ze stata szybko-
$cig przy zmiennym (co do kierunku) wektorze predkosci. Obecnie

0

v( QO

wyznaczymy predko§¢é w tym ruchu. Jednostajny ruch po okregu
charakteryzuje sie wartodcig promienia r i czasem obiegu, ktory
oznaczymy literg T
Dla wyznaczenia szybkosci w ruchu jednostajnym po okregu wy-
starczy zauwazy¢, ze w czasie T punkt przebywa droge 27r. Stosu-
nek drogi do czasu to szybkosé¢, wiec:
_ 2m
V=T
Kierunek predkosci jest styczny do okregu, a wiec prostopadtly
do promienia wodzacego wyprowadzonego ze Srodka okregu. Jesli
ruch odbywa sie w lewo, jak na naszym rysunku, kierunek predkosci
jest na stale obrécony w lewo o 90° wzgledem wektora wodzacego.
Mozna to rowniez wystowi¢ w ten sposob, ze kierunek predkosci w
danym momencie jest taki jaki kierunek promienia bedzie dopiero
za ¢wieré obrotu. Takie stwierdzenie jest tez prawdziwe dla obrotéw



2.6. RUCHY NA PLASZCZYZNIE 61

W prawo”.(Sporzadz rysunek i sprawdz.) Mowi sie w zwiazku z tym
ze predkos¢ w ruchu po okregu wyprzedza potozenie w fazie o 90°.

Spojrzmy teraz na kolejne, w miare uptywu czasu, wektory pred-
kosci. Ustawmy poczatek strzatek reprezentujacych te wektory w
jednym (jakimkolwiek) punkcie.

a(Q

Koniec wektora predkosci, o statej wartosci v, bedzie poruszal
sie znow po okregu, oczywiscie z okresem 7. Szybko$¢ zmian tego
wektora (bardzo wazne dla zrozumienia ruchu i jego przyczyn przy-
spieszenie), przez zupelna analogie z szybkosciag zmian wektora po-
tozenia, musi tak samo wyrazaé sie przez warto$¢ obracajacego sie
wektora predkosci i okres, jak szybkos¢ zmian wektora potlozenia,
wyznaczona przed chwilg. Z tych samych powodéw wektor przy-
spieszenia musi by¢ prostopadty do predkosci, i wyprzedzaé ja w
fazie o kolejne 90°. Mamy wiec:
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Wstawiajac zamiast v wczesniej znalezione wyrazenie mamy:

2w 21 472

a = ?(?T) = W’f’

Poniewaz kierunek wektora przyspieszenia wyprzedza predkosé
o ¢wier¢ obrotu, a predko$¢ wyprzedza potozenie tez o ¢wier¢ ob-
rotu, taczne wyprzedzenie przyspieszenia w stosunku do polozenia
wynosi pot obrotu. Oznacza to ze kierunki te sa przeciwne. Pozwala
nam to zapisa¢ wynik dla przyspieszenia w postaci wektorowe;j:

Uzyteczny tez bywa wzoér na wartosé przyspieszenia w ktorym
korzystajac ze zwigzku miedzy promieniem, predkoscig a okresem
ruguje sie ten ostatni. Czytelnik tatwo sprawdzi, ze prowadzi to do:

Jesli potaczy¢ uzyskane wyniki z Kopernikansks teza, ze planety
kraza po okregu dookota Storica, to dochodzimy do stwierdzenia, ze
predkos¢ planety skierowana jest ,donikad” — to znaczy gdzie§ w
przestrzen, w coraz to innym kierunku, ale przyspieszenie celuje
stale do Stornica. Nietrudno zrozumie¢ ze byto to bardzo intrygu-
jace odkrycie. Wywarto ono decydujacy wplyw na odkrycie przez
Newtona wtasciwych praw ruchu cial oddziatujacych grawitacyjnie.
Utwierdzito tez wysuniete przez Galileusza (stosunkowo niewiele lat
przedtem jak Newton zaczal prace nad problemem ruchu) przypusz-
czenie, ze sam ruch nie wymaga przyczyny. Gdyby racje mial stary
Arystoteles, ruch styczny planety wymagalby czynnika ciagnacego
z przodu, w kierunku predkosci, jak kon przed wozem! A tymcza-
sem Storice, ewidentny ,kontroler” ruchu planety, jest zawsze akurat
z boku.

Wedhug zasady bezwtadnosci, gdyby nagle znikneto Storice, czy
tez zostalo gwaltownie odsuniete jaka$ kosmiczng katastrofy, pla-
nety zaczelyby poruszaé sie (obserwowane z jakiej$ odleglej gwiazdy)
po prostych wyznaczonych przez predkosci jaka kazda z nich by aku-
rat miata w momencie katastrofy. Wiedzac ze w faktycznym ruchu
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szybko$¢ planet jest od tysiacleci, ba, setek milionéw lat, stata, ta-
twiej dajemy wiare, ze w tym hipotetycznym ruchu swobodnym,
predkos¢ tymbardziej by byta stata. Wobec braku mozliwosci reali-
zacji ruchu bez tarcia w warunkach ziemskich w dawnych latach, ten
rodzaj argumentacji opartej o zjawiska astronomiczne, byt bardzo
wazny.

2.7 Zasada demokracji. Przeksztalcenia.

Powr6¢émy do zagadnienia ruchu wzglednego cial — ciat odniesie-
nia i ciala badanego. Jak podkreslaliémy mocno, warto wybieraé¢
takie ciala odniesienia, ktore nie podlegajg dzialaniu innych ciat.
Niezrownowazone dzialanie na cialo odniesienia komplikowatoby
jego ruch i ta komplikacja odbijataby sie na ruchach wszystkich in-
nych, takze swobodnych cial opisywanych wzgledem tego ukltadu.
Wszystkie obserwowane ciata swobodne wykazywalyby analogiczne
,komplikacje” ruchu — od razu wiedzielibySmy ze kandydat na ciato
odniesienia odpada, bo wprowadza nam niepotrzebne utrudnienia
(nikt przy zdrowych zmystach nie wlozy sobie dobrowolnie na gtowe
jakichkolwiek komplikacji!). Komplikacje te uwidaczniaja sie przy
poréwnaniu z dowolnym ciatem swobodnym, maja wiec charakter
bezwzgledny. Ta bezwzglednoéé¢ jest przydatna bo daje nam jaki§
punkt oparcia. Mamy od czego zaczaé. Z ulga pozbywamy si¢ mno-
stwa cial jako cial odniesienia. Zostawiamy sobie ciala swobodne.

Nadal jest ich duzo. Mozna rozwazaé, czy wszystkie one sg jed-
nakowo dopuszczalne, czy panuje miedzy nimi,demokracja”, czy tez
nie. Mozna sobie wyobrazié¢, ze jest jakies szczegdlne cialo w Ko-
smosie, takie ze ruch kazdego innego ciala wzgledem niego jest waz-
niejszy od innych ruchéw. To znaczy, w tym inaczej urzadzonym
Swiecie, kazde cialo — choéby najodleglejsze od Ciala Wy-
réznionego — gdyby mialo predkosé wzgledem niego, zachowy-
waloby sie inaczej niz gdyby tej predkosci nie miato. Gdyby mialo
predkosé 20km/godz. zachowywaloby sie inaczej niz przy predkosci
10km/godz. itd. Predkos¢ wzgledem Tego Ciata mialaby charakter
obiektywny, bezwzgledny. Predkos¢ ta musiataby by¢ jakos wy-
krywalna BEZ poréwnywania naszego ciata z tym hipotetycznym
Cialem Wyréznionym.
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Gdyby w takim Wszech§wiecie utworzy¢ zamknieta kajute dla
cztowieka i kaza¢ mu wykona¢ wiele do§wiadczen i zapisa¢ wyniki
do zeszytu, nastepnie kazaé¢ i$¢ spa¢, kajute dodatkowo rozpedzic i
cztowieka przebudzi¢, to prowadzone przez niego ponownie stare
eksperymenty dawalyby (przynajmniej niektore) inne rezultaty.
Poniewaz to sytuacja hipotetyczna, nie warto sie zastanawia¢ na
czym by te réznice mogly polegaé, ale jakie§ by byty.

Nie rozumiejac istoty tarcia, nie rozumiejac jednosci praw ciat
niebieskich i ziemskich, uczeni przez wiele stuleci uwazali, ze ruch
wzgledem Ziemi jest wyrdézniony. Tzw geocentryzm, wyrdzniona —
jak sie wydawalo — rola Ziemi, a przede wszystkim wyrézniona
rola cztowieka dla ktorego cala reszta zostala celowo przez Stworce
dostarczona, nie sprzyjal oczywiscie dostrzezeniu rownoprawnosci
roznych uktadoéw odniesienia. Zwyczajne zreszta obserwacje, ta-
kie jak ta, ze wzgledem Ziemi upuszczona moneta, poturlawszy
sie troche, w koricu spoczywata, podczas gdy wzgledem jadacego
rydwanu, po wyrzuceniu oddalata sie coraz dalej i dalej pozornie
potwierdzaly zupelnie inng wazno$¢ ukladu odniesienia Ziemi w
stosunku do innych, takich jak rydwan, uktadéw odniesienia.

7Z punktu widzenia zasady bezwladnosci ttumaczymy dzisiaj
(czyli od czasu Galileusza) roznice w zachowaniu monety nie gene-
ralng wyzszoécig ukladu odniesienia Ziemi nad uktadem odniesienia
rydwanu, lecz tym, ze w obu ukladach odniesienia panuja dla tej
konkretnej monety inne warunki. TRACA sie o monete powierzch-
nia Ziemi jest ruchoma w ukladzie odniesienia rydwanu, wiec ja
w koncu ze sobg pociggnie. W uktadzie Ziemi, Ziemia spoczywa i
monety nic nie ciaggnie. Stad réznice zachowan, ale nie r6znice praw
przyrody. Gdyby réwnolegle do rydwanu, obok niego, stworzy¢ bie-
gnacy wraz z rydwanem pas i na niego upuéci¢ monete, to gdyby
materiatl tego pasa byl odpowiedni, upuszczona moneta po krotkim
identycznym jak poprzednio poturlaniu sie, spoczetaby i obser-
wator w rydwanie nie mogtby zobaczy¢ nic innego jak poprzednio,
gdy monete upuszczal stojac na nieruchomej ulicy. Teraz by sie ona
od niego nie oddalala, mimo ze obserwator po staremu spoczywa w
ukladzie rydwanu. Zupelnie podobnie moneta upuszczona na pod-
toge rownomiernie jadacego tramwaju, zachowa sie w stosunku do
pasazera zupelnie tak samo, jakby sie zachowata, gdyby upuécit on
ja na ulicy.



2.7. ZASADA DEMOKRACJIL. PRZEKSZTALCENIA. 65

Cialo odniesienia ma stuzyé¢ tylko do okreslania odleglosci, nie
chcemy zajmowac sie — bo to odrebna sprawa — oddzialywaniem
badanego ciala i ciata odniesienia! Gdy badane ciato fizycznie od-
dzialuje z pewnym masywnym, solidnym cialem dopuszczalnym
jako cialo odniesienia, wtedy opis TEGO oddzialywania na ogot
najracjonalniejniej bedzie prowadzi¢ w TYM ukladzie odniesienia.
Gdy sie od oddzialywania z cialem odniesienia uwolni¢, a wiekszosc¢
cial w Kosmosie, dla ktérych chcemy zbada¢ og6lne prawa ruchu,
nie oddzialuje przeciez ani z rydwanem, ani z Ziemia, sytuacja wy-
glada zupelnie inaczej.

A oto przyklad podany przez Galileusza: WyobraZzmy sobie ka-
jute na statku, z zastonietymi bulajami i pasazerem nie bedacym w
stanie, po przebudzeniu, stwierdzi¢ czy statek jeszcze stoi w porcie,
czy tez plynie po (wyjatkowo spokojnym) morzu. Pasazer moze
w kajucie mie¢ akwarium z rybkami, klatke z papuga, stét bilar-
dowy, czy strzelbe. Cokolwiek zrobi, na cokolwiek popatrzy, gdy
statek plynie, i poréwna z zapisanymi w zeszycie wynikami obser-
wacji, uzyskanymi gdy statek stal w porcie, dostanie stale zupelnie
to samo.

A zatem ostoniety od oddzialtywania z Ziemig, literalnie osto-
niety od wiatru, pasazer nijak nie potrafi stwierdzi¢ czy statek pty-
nie czy nie. Prawa przyrody w ukladzie odniesienia kabiny sa w
obu przypadkach (w porcie i na morzu), a wiec w dwoch uktadach
we wzglednym ruchu, IDENTYCZNE.

Poniewaz zadne doswiadczenie wewnetrzne nie jest w stanie
podpowiedziez pasazerowi w ktérym ze stanéw ruchu sie on znaj-
duje, nie moze on sensownie twierdzi¢ ani ze sie¢ porusza, ani ze stoi.
Gdyby sie tak ztozyto, ze statek znalazitby sie w pradzie morskim i
kapitan postawit go w dryf, bez zagli i bez silnikéw, statek spoczy-
walby wzgledem otaczajacej wody, ale ptynal wzgledem odleglego
brzegu. Bez uzycia stowa wzgledem nie mozna powiedzie¢ czy jest
ruch ze stalg predkoscia, czy jest bezruch. Zauwazmy, ze ruch nie-
jednostajny zostalby natychmiast rozpoznany! Predkosé¢ tylko jest
wzgledna, jej zmiany juz nie.

Rownoprawnos$¢ uktadéw inercjalnych, uniemozliwiajagca wska-
zanie predkosci wzgledem jakiego$ ukladu wazniejszego istot-
nie od innych uktadéw, co by tej predkoéci nadato charakter bez-
wzgledny, nazywa sie zasadq wzglednosci. Nie jest to najszczesliw-
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sza nazwa, lepiej by byto méwié o zasadzie rbwnoprawnosci uktadow
inercjalnych, albo o zasadzie demokracji.

Zasada bezwladnosci jest pierwszym ogélnym prawem przez nas
dyskutowanym i, oczywiscie, jest ona w pelni zgodna z zasada
demokracji. Wszak mowi sie w niej, ze KAZDE cialo swobodne
wzgledem KAZDEGO ciata swobodnego porusza sie jednostajnie.
Z takiego sformutowania wynika przez sama logike, ze ZADNE ciato
swobodne jako ciato odniesienia nie jest dyskryminowane, ani zadne
nie jest wyrdznione.

Istoty zasady wzglednosci (zasady demokracji uktadéw inercjal-
nych) jest stwierdzenie, ze zadne do$wiadczenia, zadne badania,
zadne prawa — nie tylko obserwacja ruchéw swobodnych — nie
naruszajgy tej demokracji. Zasada bezwladnosci sugeruje zasade
demokracji, ale jej nie przesadza.

Dlatego zasada demokracji ukladéw inercjalnych jest
niezaleznym prawem przyrody, aksjomatem, opisujacym
naszg rzeczywisto$é, ktorej jak dotad nikt nie obalil, nikt
nie podal zjawiska z nig sprzecznego.

Trudno sobie wyobrazi¢ co$ prostszego pojeciowo od zasady de-
mokracji. Mogloby sie wydawaé, ze to ciekawostka bez wiekszego
znaczenia. A tymczasem to — obok zasady bezwladnosci — drugi
z niewielu poteznych filaréw na ktorych spoczywa fizyka.

Jest to filar fizyki w ogoéle, bez podziatu na tzw. fizyke klasyczna
(nie wiadomo dobrze co to jest, ale z grubsza to te zagadnienia i
teorie ktore stworzono do konca XIXw.) i tzw. fizyke wspolczesna.

Jak za chwile zrozumiemy taka zasada demokracji pozwala, w
kazdym razie utatwia, tworzenie nowych teorii, czy formutowanie
nowych zasad. Ale i w odniesieniu do starych teorii, znalezionych
na drodze genialnego odgadniecia, bez uwzgledniania tej zasady,
dla uczacego sie dzisiaj tych teorii (chodzi tu i o teorie Newtona i
o teorie Maxwella) wyprowadzenie jej z tej prostej zasady powinno
by¢ bardzo interesujace. Ulatwia zapamietanie, ulatwia stosowa-
nie i daje poczucie, ze naprawde lepiej rozumiemy dlaczego $wiat
funkcjonuje tak jak funkcjonuje.

Pierwsza sprawa od jakiej zaczniemy, to zasygnalizowany pro-
blem poréwnywania wskazan zegaréw spoczywajacych w jednym
uktadzie odniesienia z zegarami spoczywajacymi w innym uktadzie
odniesienia. Zegary w kazdym z uktadéw z osobna sg identycznej
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konstrukcji, mierzace czas ktorego jednostka jest oparta na iden-
tycznym wzorcu atomowym, zsynchronizowane, odlegto$ci miedzy
nimi sg — zalézmy — jednostkowe, w oparciu o tak samo brzmigca
definicje jednostki oparta na wzorcu dajacym sie niezaleznie two-
rzy¢ w kazdym ukladzie odniesienia. Ponadto, gdy wlasnie mijaty
sie zegary od ktorych w kazdym z ukltadoéw mierzy sie odleglosci,
zegary te pokazywaly dokladnie 0.

Poszukujemy zwiagzku pozwalajacego okresli¢c wspotrzedng « i
wskazanie zegara t ukladu — nazwijmy go U — dla zdarzenia o
ktéorym wiadomo ze zaszlo w poblizu zegara o wspotrzednej x’ z
uktadu U’, gdy pokazywal on czas t’. Zalozenie o ustawieniu na zero
zegarow w poczatkach uktadéw U i U’ oznacza, ze gdy ' =0, t' =0
wtedy z =0, t =0 (i na odwrot).

2 1 0 -1 U

] ] ] ]
T

U T T T
] ] ]

Zakladamy ze uklady sa we wzglednym ruchu (jednostajnym)
z predkoscig V. Wybierajac orientacje osi jak na rysunku uzysku-
jemy to, ze i zegary ukladu U’ poruszaja sie (kazdy) z predkoscia
V wzgledem U, i zegary z ukladu U poruszaja sie z predkoscig V'
wzgledem uktadu U’. Zauwazmy, ze ta predkos$¢ wzgledna jest cecha
charakteryzujaca oba te uktady w ich wzajemnej relacji. Nie jest
ona cechg po prostu ktéregos§ z nich. Uniemozliwia to zwyczajne
narysowanie strzatki wektora V' i doczepienie jej do ktoregos z ukta-
déw! Chyba, ze sami utozsamilibySmy sie z jednym z tych uktadéow
i zaczeli o nim wlasnie mysleé¢ jako o nieruchomym. Wtedy wektor
predkosci nalezaloby przypisa¢ temu drugiemu. Czasem tak be-
dziemy robi¢. Poki mozna odwlekamy jednak taki wyboér, by nawet
pozory nie naruszaly prawdziwej symetrii obu uktadow.

W chwili ¢ = 0 przez poczatek ukladu U przelatuje zegar o
wspohrzednej ' = 0, jego ruch z predkoscig V' opisuje réwnanie
ruchu jednostajnego: = = Vt. Zegar o wspolrzednej =’ = 1 jest
gdzie$ poza poczatkiem, z punktu widzenia U, na lewo od poczatku
uktadu, to znaczy ten zegar uktadu U, ktory pokazujac akurat zero
mijany jest przez niego, nie lezy w poczatku, a ma jakas wspot-
rzedng ujemna. Nazwijmy te wspoOlrzedng litera —d. Zegar dwa
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razy odleglejszy w U’ bedzie tez dwa razy odleglejszy w chwili 0
w ukladzie U, itd. Ogolnie, potozenie poczatkowe zegara ' wy-
nosi —dx’. Ruch z predkoscig V' takiego ciala musi wiec spelnia¢
rOwnanie:

r=—di' +Vt

Zasada demokracji mowi nam teraz, ze zegary uktadu U sa opi-
sane w ukladzie U’ takim samym réwnaniem:

¥ =—dr+Vt

Gdybys$my znali wspotczynnik d i sposéb jego zaleznosci od V', czyli
d(V), moglibyémy rozwiazaé¢ uklad tych dwoch rownan wzgledem
x 1t1ito byltby zwiazek na ktérym tak bardzo nam zalezy.

Odejmujac powyzsze rownania stronami i przenoszac czes¢ wy-
razoéw na lewg strone dostajemy:

(z =2 )1 =d(V)) =V(t—t)

Jakie wnioski mozna wysnué z powyzszego rownania? Po pierw-
sze, gdy V' = 0, prawa strona rownania znika, i na to by lewa strona
byla stale rowna 0, musi by¢ d = 1. Zatem d(0) = 1. Czy w miare
wzrostu predkosci warto$¢ d(V') pozostaje stale 1, czy zmienia sie?
Oto jest pytanie!

W historii fizyki najbardziej dramatycznym momentem byto od-
krycie, ze d # 1, mimo ze przez wiele stuleci uprawiano z sukcesem
fizyke sadzac ze jednak d = 1 — dla wszystkich predkosci.

Odkrycie to mozna poréwnacé z odkryciem (geograficznym? geo-
metrycznym?) ze odwrotnos$é promienia Ziemi nie jest zero (jak dla
Ziemi ptaskiej), lecz rézna od zera. Poniewaz ta odwrotnos$¢ jest
bardzo mala, dla figur stosunkowo niewielkich blad teorii Ziemi
ptaskiej byt niezauwazalny.

Wielkos¢ d(V') rézni sie od 1 w sposob znaczacy dopiero dla
bardzo duzych predkosci. Dla predkosci pociagu d rézni sie od
jedynki dopiero na pietnastym miejscu po przecinku. Nic dziwnego,
ze ludzie dtugo zyli w przekonaniu iz d = 1.

7 rownania powstalego przez odjecie naszych dwoéch podstawo-
wych zaleznosci opisujacych jednostajny ruch zegaréw jednej ro-
dziny wzgledem drugiej, odczytujemy ze d = 1 pocigga za soba
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t = t' i na odwrot. W przyblizeniu zaniedbujgcym odstepstwo d
od jedynki nalezy tez zaniedba¢ réznice wskazan zegarow. W tym
przyblizeniu czas jest absolutny, réznica czasu zdarzen okre§lona w
dwoch uktadach wychodzi taka sama.

Fizyka przyjmujaca przyblizenie d = 1 nazywa sie fizyka nie-
relatywistyczng (niezbyt szczesliwie) albo przedeinsteinowska, albo
galileuszowa, albo niutonowska. Wyjasnia ona Swietnie szereg zja-
wisk astronomicznych, technicznych; zawodzi dla zjawisk atomo-
wych, jadrowych, magnetycznych, optycznych.

W dalszym ciggu najwiecej uwagi bedziemy poswiecaé przybli-
zeniu galileuszowemu. Rownos$¢ d = 1 pociaga za soba, jak widzie-
liSmy:

t=t
r=—z'+Vt
W tym momencie wygodniej jest w ukladzie U’ zmienié¢ orien-

tacje osi, co pocigga za sobg zmiane znaku w powyzszym wzorze.
Dla sytuacji jak na rysunku:

2 1 0 1w

mamy w przyblizeniu przedeinsteinowskim:
t=t

r=a +Vt

Powyzsze zwiazki nosza nazwe transformacji Galileusza.

Jesli cialo porusza sie z predkoscia v w uktadzie U’, czyli gdy
zachodzi 2’ = v't/,; podstawienie do wzoru transformacji Galileusza
daje x = V't + V' = (v' + V)t. Odczytujemy z powyzszego ze
predkosé tego ciala wzgledem U (wspolczynnik proporcjonalnosci
miedzy z a t) wynosi

v=v+V

Zbadajmy dla ogélniejszej wartosci d, bez zakladania ze
wielkoé¢ ta rowna sie jeden, jaka jest predkoéé w uktadzie U
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ciala o predkosci v' w uktadzie U’. Po zmianie orientacji osi
X' w U’ rownania wiazgce wskazania zegar6ow sa:

r=di’ +Vt
—z' = —dx + VYt

Roéwnania te, poza uzytymi literami, sg identyczne z réwna-
niami wigzacymi wspolrzedne punktu na zwyklej plaszczyz-
nie. Rozwiazujac wzgledem z i ¢t dostajemy:

+ Vvt
d

_ t/ + 1‘;32 Vx/
N d

Wrzory te okreslajg transformacje wspétrzednych i czasu od
uktadu U do U’.

t

Wzoréw powyzszych mozna uzy¢ tez do obliczenia predkosci
v w ukltadzie U jakiego$ ciata dla ktérego znamy predkosé
v w ukladzie U’. Dla ciala tego zachodzi: =’ = v't'. Wsta-
wiajgc v't’ zamiast 2’ do wzoréw transformacyjnych i dzie-
lac stronami, dostajemy (po skroceniu licznika i mianownika
przez d i t'):

x V4

t

B 1+ Vv/l_(‘ll/(gv)2

Stosunek x/t obliczony powyzej, to wlasnie predkosé ciata
v. Zatem

V 4+

B 1+ Vfu’l_c‘l/(;/)2

v

gdzie przypomnieliémy iz wielko$é¢ d jest zalezna od V, choé
jeszcze nie wiemy jak.

Jeszcze raz mozemy sprawdzié, ze zastgpienie d jedynka
upraszcza wynik do galileuszowej sumy predkosci uktadu U’
wzgledem U i predkosci ciata w U’. Ale co mozna powiedzie¢
o d jedli nie chcemy sie ograniczy¢ do przedeinsteinowskiego
przyblizenia?
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Zwr6¢my uwage na to ze wynik na predkoé¢ ruchu ztozo-
nego nie wyglada na funkcje nie zmieniajaca swej wartosci
gdy zamienimy rolami V i v’. A przeciez skoro badane ciato
porusza sie z predko$cig dang powyzszym wzorem to i ze-
gar ukladu U porusza sie wzgledem niego z predkoscig o tej
samej wartosci. Ale z punktu tego ciata predkoscig trans-
formacji jest v/, a predkoscia ,dodawang” V. Musi by¢:

V4 B v+ V
1+ Vv’l_c‘l/.(;/)2 1+ val‘j$§’)2

Nietrudno odczytaé, ze powyzsze rownanie upraszcza sie do:

1—d(V)?2  1—d)?
V2 = V"2

Wyrazenie (1 — d(V)?)/V? nie zmienia sie gdy predkosé V'
zmieni¢ na zupelnie inng, dowolng wielko$¢ v'. Oznacza to
ze kombinacja ta nie zalezy w istocie od predkosci, ze jest
stala. Oznaczmy jg literg C

1 — d2
TER

7 powyzszego mozemy juz wyliczy¢ wielkosé d:
i Vi—cv

Wzoér na sktadanie predkosci:

V 4+
T R ——
1+CV'

jest wiec — jak by¢ powinno — symetryczny wzgledem za-
miany V na v’ i odwrotnie.

Podstawienie znalezionej postaci d do réwnan na x i ¢, ktére
nazwaliSmy wzorami transformacyjnymi, daje:

+ Vvt
Vv1-CV?
‘o t+CVa'

VvV1—-CV?
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Jest to stynna transformacja Lorentza.

Zdumiewajace jest to, ze na tym etapie nie rézni sie ona
niczym od wzoréw wyrazajacych numery sznurkéw i numery
wezetkdéw na plaszczyznie Euklidesa. Ale przeciez nie jest
tak, ze czasoprzestrzen nie rézni si¢ niczym od przestrzeni.
Inaczej w ,plaszczyznie” (x,t) mogliby$my zatozy¢ np. kort
tenisowy!!!

Jest jedno, jedyne narzucajace sie wyjscie. Stata C' w czaso-
przestrzeni jest zapewne przeciwnego znaku niz to bylo dla
transformacji wspolrzednych jakimi byly numery wezetkow
na ,placu budowy”. To znaczy jest zapewne dodatnia.

Konsekwencje istnienia takiej dodatniej wartosci sg nieprze-
brane, jesli oczywiscie dobrze sie rozejrzec.

Przyjrzyjmy sie wyrazeniu na predkos¢ wypadkows v w za-
leznosci od predkosci v’ ciala w uktadzie U’ i predkosci sa-
mego uktadu U’ wzgledem ukladu U, tj. V. W przeci-
wienstwie do wzoru na wypadkowa wartos¢ wspoélczynnika
kierunkowego, ktory jest wiekszy od sumy K +k'16, predkosé
wypadkowa jest przy C' > 0 MNIEJSZA od zwyklej sumy
predkosci.

Pierwszym eksperymentalnym sygnalem, niestety nie zinter-
pretowanym wtladciwie w swoim czasie, wskazujacym ze tak
istotnie jest w przyrodzie byty doswiadczenia Fizeau mierza-
cego predkoséé swiatta w wodzie spoczywajacej, a nastepnie
w wodzie plynacej wzgledem aparatury. Nowa predkosé byta
wieksza od predkosci w wodzie spoczywajacej, ale mniejsza
od algebraicznej sumy predkosci.

Skoro stata C' jest dodatnia, mozna zdefiniowaé inng statlg :

1
c=—
VG
o wymiarze predkosci. Poniewaz pod pierwiastkiem, w wy-
razeniu takim jak

2
P N
C

6W szczegblnosci ze ztozenia dwoch wspotezynnikow K = 1i k' = 1, co
odpowiada obrotom o 45°, dostajemy nieskoniczony wspotczynnik kierunkowy,
bo tg90° jest nieskoriczony.
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nie moze znalezé sie liczba ujemna, wnioskujemy ze zadna
predkosé ciata nie moze przekroczyé tej wartosci. Latwo
sprawdzi¢ ze zlozenie predkosci ¢ z jakakolwiek (mniejsza)
prowadzi do tej samej wartogci:

V+e
1+Ve/c2

Latwo tez sie przekona¢, ze zlozenie dwoch predkosci mniej-
szych od c kazda, musi da¢ wynik mniejszy od ¢, choé¢by zwy-
kta suma sktadanych predkoéci przekraczata c. Na przyktad
dla V =0,9¢ci v =0,9¢ dostajemy: v = (1 —1/181)c.

Tak sie wiec sktada, ze predko$¢ ¢ nie moze byé¢ przekro-
czona przez zadne cialo, niezaleznie jak bardzo by$Smy go
dhugo rozpedzali. Wszak na predkosé po dodatkowym etapie
rozpedzania mozna spojrzeé¢ jak na ztozenie wczesniej naby-
tej predkosci v z przyrostem uzyskanym w tym dodatkowym
etapie ocenianym w ukladzie majacym predkosé¢ v. Do dnia
dzisiejszego zmierzono juz miliardy razy predkosci czastek
elementarnych rozpedzanych w najpotezniejszych akcelera-
torach, uzyskujac rezultat zawsze mniejszy od ¢, mimo, ze
wedlug starych praw Newtona, powinny one w danych oko-
licznosciach by¢ wieksze od ¢ o dziesigtki tysiecy procent!

Niektore fale, w tym elektromagnetyczne, poruszajg sie stale
z tg predkoscig. Dowiecie sie o tym w dalszych latach nauki.
Predko$é¢ ¢ znana jest najczesciej jako predkosé¢ $wiatta w
prozni. Jej dokladna warto§¢ wynosi: ¢ = 299 792 458m/s.
Predkogé §wiatta jest znana doktadnie, bez zadnego bledu,
gdyz od kilkunastu lat jeden metr zdefiniowany jest tak by
predkosé $wiatta miata doktadnie te 9 powyzej podanych
cyfr.

Podnoszac réwnania transformacji Lorentza do kwadratu,
dzielac jedno z nich przez c? i odejmujac dostaniemy:

tz—x2/62 :tIQ_xIQ/CQ

Jest to w czasoprzestrzeni odpowiednik twierdzenia Pitago-
rasa.
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Wystepowanie statej c nie jest najistotniejsza réznicg w po-
rownaniu ze zwykla przestrzenig. Mierzac np. czas w la-
tach, a odleglo$¢ w tzw. latach Swietlnych, doprowadzimy
do znikniecia ¢ w powyzszym niezmienniku. Istotng réznica
jest znak minus.

Rozpatrzmy trzy zdarzenia: poczatek (0,0), zegar w uktla-
dzie U w odleglosci = o jego czasie 0 i tenze zegar potem,
w chwili . W czasoprzestrzeni powstal trojkat. Sens ,prze-
ciwprostokatnej” jest taki, ze gdy ja zdecyduje sie wedrowaé
z predkoscia V' = z/t, startujac z poczatku, tak by dotrzeé¢
do zdarzenia (z,t) bedacego jednym z wierzchotkéw, bede
mial w moim ukladzie wszystkie zdarzenia tej ,,przeciwpro-
stokatnej” stale przy sobie, stale w poczatku mojego uktadu
(' = 0). Wedrujacy ze mng zegar (i ja) zestarzeje sie o ¢ i
to jest miara tej przeciwprostokatnej. Znajdzie sie ona cala
na mojej osi czasu. Wstawiajgc do niezmiennika mamy:

t? 0=t 22/ =t*(1-V?/c?)
JPrzeciwprostokatna” (') jest wiec KROTSZA od przypro-

stokatnej (¢). W zwigzku z tym moéwi sie o czasoprzestrzeni
jako o przestrzeni pseudoeklidesowey.



Rozdzial 3

Zasady dynamiki. Grawitacja

3.1 Prawo zachowania masy i pedu

Chociaz zajmowanie sie ruchem cial swobodnych okazalo sie nie-
oczekiwanie bogate w rozmaite pojecia i wtadciwosci, prawdziwym
wyzwaniem fizyki jest program opisu i zrozumienia zachowania cial
oddziatywajacych.

Cialo oddziatywajace, to inaczej ciatlo nieswobodne, a wiec be-
dace pod wplywem przynajmniej jednego innego ciata. By mieé¢
sytuacje z oddzialywaniem potrzeba przynajmniej pary cial. Jest
to najprostszy system, jego zachowanie bedziemy przede wszystkim
badali.

Znamy nawet z zycia codziennego przypadki oddziatywania pary
cial rozciggniete w czasie, gdy predko$¢ kazdego z nich nieustannie
sie zmienia i przypadki oddzialywan bardzo krotkotrwalych. Te
ostatnie nazywamy przewaznie zderzeniami. W zderzeniach wy-
stepuje dtugotrwata faza ruchu swobodnego, predkosci czastek sg
state, i dtugotrwata faza ruchu swobodnego po zderzeniu, ale juz
z innymi warto$ciami predkosci; czasem nawet same ciata po zde-
rzeniu sa zmienione. Szczegblnym przypadkiem oddziatywania o
podobnych cechach jest rozpad poczatkowo jednej czastki na dwie
(lub wiecej) nowe uciekajace od siebie ze stalymi predkosciami (np.
samorzutny rozpad jadra uranu).

Zderzenia i rozpady sg na poczatek napewno prostsze do zrozu-
mienia niz oddzialywania ciggte.
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Wyobrazmy sobie dwa caltkowicie identyczne wagony kolejowe
sungce na wprost siebie z jednakowymi predkosciami. W miejscu
zderzenia czeka kolejarz by zatknaé kotek uniemozliwiajacy wago-
nom odskoczenie od siebie. Polaczone wagony nie moga toczy¢ sie
ani w lewo, ani w prawo, bo sytuacja wyj$ciowa byla caltkowicie
symetryczna. To proste. A teraz rozwazmy bardziej realistyczna
sytuacje. Jeden z dwoch identycznych wagonoéw stoi, a drugi sunie
wolno z gorki rozrzadowej z jakas predkosciag v. Podobnie jak po-
przednio kolejarz w momencie zderzenia laczy wagony na trwate.
Polaczone wagony sung w pierwotnym kierunku. Pytamy z jaka
predkoscia.

Dzieki zasadzie demokracji uktadéw inercjalnych tatwo udzieli¢
odpowiedzi na to pytanie. Przygotujmy na sasiednim torze jaki§
wozek na ktérym mozemy nawet usig$é i nadajmy mu predkos¢ V'
taka, by z tego nowego punktu widzenia predkosc wagonu nieru-
chomego na torach, a teraz do nas sie zblizajacego (wtasnie z pred-
koscig V') byla rowna co do wartosci predkosci wagonu wystanego
z gorki (przed ktorym uciekamy). Jesli zastosowaé wzor Galileusza
na skladanie predkosci to ta nowa predkosé wagonu z gorki wycho-
dzi v — V i przyrownanie jej do V daje réwnanie V =v —V,iw
rezultacie:

V=uv/2

W uktadzie pomocniczego wozka mamy pierwotng symetryczng sy-
tuacje wagondéw wpadajacych na siebie. Juz ustaliliémy ze sie za-
trzymaja! A wiec po zderzeniu ich predkosé wzgledem pomocni-
czego wozka bedzie zero. Ich predko$é wzgledem toréw, po potla-
czeniu, bedzie taka jak predko$¢ tego wozka, czyli v/2. A to juz
ciekawy wynik. Bardzo konkretny.

Gdy uwzglednié¢ transformacje Lorentza obliczenie predkos-
ci wozka wzgledem ktorego wagony nadbiegaja symetrycznie
przebiega inaczej. Dostaniemy réwnanie V = %, gdyz
predko$¢ wypadkowa takim wlagnie wzorem jest dana (w
uktadzie wozka uktad toréw porusza sie z predkosciag —V, a
w tym uktadzie wagon ma predkosé¢ v). Rozwigzujac dosta-

V=uv/(14+4/1-v%/c?)

jemy:
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Taka tez jest poprawna predkosé potaczonych wagonéow. Wi-
dzimy od samego poczatku, ze wyniki mechaniki Galileusza-
Newtona sg przyblizone.

Predkos¢ najezdzajacego wagonu jakby sie rozmyla. Spadla
do potowy, ale za to jest predkoScig dwoch wagonéw zamiast jed-
nego! Sprobujemy z tego prosciutkiego przyktadu wyciggnaé wazne
i ogblne wnioski.

Przepiszmy wynik na predkos¢ koncowego ciata w postaci:

v+ 0 B Vv

1+1 1
Z powodow, ktore stang sie jasne niebawem, pomnédzmy licznik i
mianownik lewej strony przez wielko$¢ m. Narazie nic o niej nie

wiemy. Gdy to kogo$ irytuje, niech mysli, ze m = 1.

mv—i—me_V

m-4+m 1

Rownanie powyzsze dotyczy jednego szczegélnego uktadu, tego w
ktorym spoczywal jeden ze zderzajacych sie wagonéw. Dobrze by
byto mie¢ rownanie — prawo ogdlne — stuszne dla kazdego uktadu
odniesienia, pozwalajace przewidzie¢ predkosé¢ po zderzeniu na pod-
stawie znajomosci stanu obu cial przed zderzeniem. Odgadniemy
najpierw, a potem wykazemy ze odgadniete réwnania sg prawdziwe.

Rownanie w uktadzie dotychczas wprowadzonym ma postaé row-
noéci utamkéw. Prawy odnosi sie do sytuacji po oddzialywaniu,
lewy do sytuacji przed, a cztony w liczniku i mianowniku sg sumami
jednakowo zbudowanymi dla wszystkich cial. Oczywiscie réwnosé
utamkoéw nie oznacza réwnosci licznikow osobno, i réwnosci mia-
nownikow. Jesli jednak mianownik jednego utamka jest ile§ razy
wiekszy od mianownika drugiego utamka, to i licznik musi by¢ tyle
samo razy wiekszy. Oznaczmy ten stosunek symbolem M. Réwna-
nie dla M jest zatem:

m+m=Mx1

Licznik lewego utamka musi juz réwnacé sie licznikowi prawego po-
mnozonego przez to samo M

muv+mx0=MV
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Dostalismy dwa réwnania majace posta¢ praw zachowania. Na
pewno oba sa prawdziwe — wszak jedno pozwala obliczy¢ $wiezo
zdefiniowang wielko$¢, drugie moéwi o predkosci V' to co o niej dowie-
dzieliSmy sie przed wypisaniem tych réwnan, a wiec to co jest, tak
czy inaczej, obiektywna prawda. Istotng wlasnoscig tych réwnan
jest to, ze jednakowo zbudowane dla poszczegélnych ciat z wielkosci
ich dotyczacych wyrazenia, sumowane dla cial poczatkowych, daja
to samo co taka suma dla cial koricowych.

Ta szczegbdlna posta¢ podpowiada, ale trzeba to bedzie udo-
wodnié, ze zastapienie predkosci v czastki pierwszej — predkoscia
v; jaka ona ma w ukltadzie U’, predkosci 0 — predkoscia v/, jaka
czastka druga ma w uktadzie U’, a predkosci V' — predkoscig V'
jaka polaczone ciata maja w tym ukladzie, da poprawne réwna-
nie pozwalajace prawidlowo przewidzie¢ wynik zderzenia w kazdym
uktadzie U'.

Najbardziej bezposrednio mozna sie o tym przekona¢ wstawia-
jac do poprawnych rownan, ktoére juz mamy, wyrazenia na predko-
Sci wynikajace z transformacji Galileusza. Predkos$¢ uktadu nowego
oznaczymy literg U. Mamy:

V=V'+U v=uvi+U 0=vy4+U
Roéwnania nasze przyjmuja, po dokonaniu tych podstawien, postac
nastepujaca:

m +m = M, nie bylo co zmieni¢!

m(v] +U)+m(vy+U) =MV +U)
Dzieki pierwszemu réwnaniu, wszystkie cztony zalezne od U wyste-
pujace w drugim réwnaniu skracaja sie i przyjmuje ono postac:

muy +muy = MV’

stuszne dla kazdego v i kazdego U (a wiec dla kazdego v} i kazdego
vh).

Przepieknie !!!

Udowodnili§my, ze powyzsze rownanie jest prawdziwe dla kaz-
dej predkosci poczatkowej wagonu pierwszego, i kazdej predkosci
poczatkowej wagonu drugiego, i w kazdym uktadzie inercjalnym, a
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wiec zupelnie og6lnie. Mamy prototyp prawa fizyki. A odkryliémy
je nie wykonujac zadnego pomiaru, taka potezna jest moc zasady
demokracji!

A co z wielko$ciami m i M? Nadal m jest dowolne. Jesli jednak
cokolwiek na te wielko§¢ wybierzemy, nasze réwnania moéwia, ze
polaczonym wagonom trzeba przypisa¢ wielkos¢ M = 2m, czyli
dwa razy wiecej. Tylko ta warto§¢ wstawiona do drugiego prawa
zachowania pozwala poprawnie wyliczy¢ V', w zgodzie z symetrig.

Jak dotad zbadaliémy prawo zderzen tylko dla identycznych ciat.
A czy oba powyzsze prawa zachowania sg stuszne gdy zderzaja sie
ciala r6zne? Rozwazmy co sie stanie, gdy nadjezdzajacy wagon zde-
rzy sie z trzema spoczywajacymi — juz zreszta wczedniej spietymi.
W krotkim czasie, nim wystawiony na uderzenie wagon przesungt
sie znaczaco, sprezyny miedzy nim a nastepnym dopiero zaczely sie
napinac i jego zderzenie z przybywajacym wagonem moze by¢ po-
traktowane jakby tamtych dwdch nie byto. Wynik znamy. Predkos§é
potaczonych dwoch wagonow jest potowa predkosci pierwotnej. Ale
dalszy przebieg procesu mozna traktowac¢ jako zderzenie zespotu
dwoch wagonow o predkosci v/2 z zespolem dwoch innych wago-
néw spoczywajacych. To jeszcze raz zmniejszy predkosé o czynnik
2 dajac w efekcie v/4. A wiec cztery polaczone wagony maja pred-
ko$¢ rowng 1/4 predkosci pierwotnej: v/4 = V.

Mozemy, nasladujac poprzedni przypadek, przeksztalci¢ ten wy-
nik do nastepujacej postaci:

mv+(3m)x0 V

m+ (3m) 1

Zno6w sg dwa utamki przyréwnane; oznaczajac i tym razem literg M
wielko§¢ czynnika o jaki mianownik lewego jest wiekszy od prawego:
m + (3m) = M, dla licznikow musi by¢ tak samo:

mv+ (3m) x 0= MV

Podstawiajac ponownie w miejsce predkosci odniesionych do
tego specjalnego ukladu ich warto$ci wyrazone przez predkosci w
uktadzie poruszajacym sie z predkoscig U, zupelnie analogicznie
dostaniemy jak przed chwila:

m1+m2:M
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/ / /

gdzie z oczywistych powodow oznaczyliSmy m, = m, mo = 3m.

Zaczyna by¢ jasna rola wielkoSci M, my, mo. Im wiecej wago-
néw potaczonych razem, tym wieksze wartosci M, czy m. Nazywa-
jac jaki§ wagon (lepiej cylinder z metalu szlachetnego chroniony w
specjalnym laboratorium) wzorcowym, o nazwie kilogram, wszyst-
kie inne m-y wyrazone beda w tych kilogramach. Jest to wielko$¢
zwana masg ciala.

W przyblizeniu Galileusza, masa to wielko$é przypisana
cialu tak, by po pomnozeniu przez predkos$é speinione byto
prawo zachowania sumy wielko$ci mv oddzialujacych cial.

Mase jednego, dowolnie wybranego (na mocy umowy fizykow)
ciala w przyrodzie okreslamy arbitralnie jako jednostkowa. Sam
iloczyn mv nazywa sie pedem ciata. Oznaczany jest symbolem p:

p=mu

Podana wyzej definicja masy — z pozoru dziwaczna i odlegla
od praktyki zycia — jest jedyna dajaca sie uzy¢ dla cial niebie-
skich i czgstek atomowych i subatomowych. Dla cial ,zwyktych”
— jak zobaczymy — ta definicja daje sie przettumaczy¢ na zwykte
wazenie.

Wychodzac z zasady demokracji udowodnilismy, wprawdzie tylko
dla pewnego rodzaju zderzeri, dwa prawa: prawo zachowania masy
i prawo zachowania pedu. To bardzo wazny wynik.

Czy mozna przedtuzyé¢ tak rozumowanie, by rozszerzyé¢ prawo
zachowania pedu na zupelnie ogolny przypadek dowolnie zderzaja-
cych sie cial, o nieznanym, r6znym dla uczestnikéw oddziatywan
sktadzie wewnetrznym? Ci z Was, ktorzy studiowaé beda fizyke
dowiedzg sie, jak to zrobié¢, co dodatkowo zatozyc¢.

Na tym etapie przyjmiemy, ze wydedukowane prostym sposo-
bem, dla paru przypadkéw specjalnych, dwa prawa, prawo zacho-
wania pedu i prawo zachowania masy, sa spetnione we wszystkich
oddzialywaniach, jakie do dzisiaj przebadali fizycy'. Ze wzgledu na
ich nierozerwalne polaczenie nazwiemy je jedng zasada zachowania

1Po wyjéciu poza przyblizenie transformacji Galileusza, nadal obowiazuja
dwa prawa zachowania, ale ich posta¢ ulega modyfikacji, o czym piszemy po-
nizej.
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masy i pedu. Jest to juz trzecia zasada jaka bedzie nam potrzebna
do uprawiania fizyki.

Niejeden Czytelnik mysli zapewne jaka tez posta¢ przybra-
lyby owe dwa prawa zachowania, gdyby pamietaé¢ o tym, ze
transformacja Galileusza, z ktorej jawnie korzystaliSmy, jest
tylko przyblizeniem. Powtérzmy analize zderzenia dwdch
jednakowych cial taczacych sie w trzecie. ZnalezliSmy wcze-
$niej wartosé¢ predkosci po potgczeniu, obliczong w uktadzie
w ktérym jedno z cial spoczywalo, a drugie padato z pred-
koscig v.

Uzyskalismy wynik:

v+0

=V
14++/1—0v%/c?

Na pierwszy rzut oka nie wida¢ sumy podobnych wyrazen,
ale podzielmy liczniki i mianowniki obu utamkéw przez cha-
rakterystyczne relatywistyczne pierwiastki. Dodatkowo w
lewym ulamku pomnézmy licznik i mianownik przez mase
m. Dostajemy:

mx0

muv 4+ V
\/1_02/02 V1-0 B \/1_1/2/02
m m_ 1
\/1_02/62 + V1-0 \/1_1/2/02

Ta rownosé utamkow, podobnie jak poprzednio oznacza, ze
jesli mianownik pierwszego jest wiekszy od mianownika dru-
giego o jakis czynnik M, to i pierwszy tak samo. Mamy wiec:

m m M

V1—v%/c? * VIi-0 V1-V2/c2

oraz:
muv m x 0 MV

V1—v%/c? * Vi-0 V1-V2/c?
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Rownania te sg w oczywisty sposéb prawdziwe. Roz-
wigzane wzgledem M iV daja te predkosé, ktora wyznaczy-
liSmy z prostszych rozwazan i jakie§ M, ktore jest konieczne,
by informacji o konicowej predkosci nadaé¢ te wygodng forme.
Ta rola M decyduje o przydatnosci, uzytecznoéci tej wiel-
kosci fizycznej. Masa M wchodzi do powyzszych réwnan,
i w oparciu o powyzsze réwnania moze byé wyznaczona na
podstawie pomiaréw samych predkosci cial uczestniczacych
w oddziatywaniu.

Pominiemy stosunkowo prosty, choé¢ nieco dlugi rachunek
— zupelnie analogiczny do poprzedniego — polegajacy na
wyrazeniu w powyzszych dwoch rownaniach predkoéci okre-
§lonych w specjalnym uktadzie w ktérym jedna jest zerem,
przez predkosci w dowolnym innym uktadzie i wykazaniu, ze
powyzsza postaé¢ praw zachowania istotnie w tym dowolnym
ukladzie obowigzuje, a wiec ze obowiazuje przy dowolnych
predkosciach zderzajacych sie cial?.

Widzimy, ze nadal mamy dwa prawa zachowania:

m muv

W) = COHSt7 Suma(m

Ale pedem juz nie jest mv, lecz ten iloczyn podzielony przez
charakterystyczny pierwiastek.

Sumal( ) = const

mu
b= V1—02/c?

Oczywiscie, gdy uznamy, ze wystepujacy pod pierwiastkiem
kwadrat stosunku predkosci v i predkoéci $wiatta jest zanie-
dbywalnie maty, dostaniemy poprzedni prostszy wzor.

2Czytelnikowi, ktéry zechce sam sprawdzié¢ ze tak jest istotnie podpowia-
damy uzyteczng tozsamo$¢ algebraiczna:

1 1 I SR e/
Vv1—Cuv? \/1 C’( o U )2 V1-CU?2 1—-Cuv™?

1+CUv’

Wspdlny dla wszystkich skladnikéw prawa zachowania pierwiastek z predko-
Scig U pieknie sie skraca, a na miejsce zastepowanych pierwiastkdéw ze starymi
predkosciami wchodza kolejno nowe! Jedynie troche trzeba zatroszczy¢ sie o
wyrazenia w licznikach i pokazaz, ze czlony zawierajace U sie redukuja.
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Zamiast prawa zachowania masy dostajemy prawo zachowa-
nia wielkogci ol Znoéw, gdy predkosci mozna zanie-

dba¢ w poréwnaniu z ¢, jest to poczciwe prawo zachowania
masy. Ale gdy predkosci sg ogromne, masa ciata przeksztal-
cajacego sie w dwa inne wyraznie jest rézna od sumy mas
sktadnikéw. Jak nazwaé te zachowujaca sie wielko$é do-
wiemy sie niebawem.

Tutaj zbadajmy tylko jedng, nastepujaca konsekwencje. Gdy-
by udalo nam sie wskaza¢ ciato i jego produkty rozszczepie-
nia o wyraznie mniejszej sumie mas, bylibyémy pewni ze
produkty te wyleca z OGROMNYMI predkosciami. Niech
cialo o masie M rozpada sie w spoczynku na dwa jedna-
kowe fragmenty o masie m kazdy wylatujace w przeciwne
strony z predkoscig v. Prawo zachowania pedu jest oczywi-
Scie usatysfakcjonowane, a to nowe prawo pozwala wyzna-
czyé warto$é predkosci v z wzoru: M = 2m/\/1 — v?/c?.
I powiedzmy ze znaleziony przypadek rozpadu charaktery-
zuje sie tym, ze 2m = 0,99M, czyli ze masa produktéw
koricowych w tym przykladzie rézni sie o 1% od masy ciala
rozpadajacego sie. Daje nam to: 1 — v?/c? = 0,992 ~
0,98 = 1—1/50 ~ 1 — 1/7%2. Odczytujemy ostatecznie:
v~ ¢/7 ~ 43 000km/s. Predkos¢ ogromna! Dziesigtki ty-
siecy razy wieksza od predkosci atoméw w gazie w tempera-
turze pokojowej. Niszczace skutki tej predkosci, to wlasnie
groza bomby atomowej!

3.2 Sily

3.2.1 Rownanie Newtona

W oddziatywaniu dwéch zderzajacych sie cial nie zmieniajacych
sie w swej budowie podczas zderzenia, efektem oddzialywania jest
przeniesienie pewnego pedu z jednego ciata do drugiego. O ile ped
jednego ciata zmaleje, o tyle samo drugiego wzrosnie. To jest istota
kazdego prawa zachowania. W oddzialywaniu rozciagnietym w cza-
sie, dlugo, czy nawet stale trwajacym, ten identyczny co do war-
tosci i przeciwnego znaku doplyw odbywa sie w kazdym przedziale
czasu. Interesujac sie zachowaniem jednego ciala musimy zbadaé
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od czego zalezy ten strumieni pedu, ilo§¢ pedu dochodzaca do ciata
w przeliczeniu na jedna sekunde.
Korzystajac z postaci pedu mozna te szybkos¢ jego doptywu do
ciala wyrazi¢ przez mase i przyspieszenie:
P2 —Pp1 _ Mus — My :mUQ — U1
lo — 11 lo — 1 lo—1

= ma

(w fizyce ,dokladnej”, niegalileuszowej tak by juz nie bylo).

Newton zauwazyt, uznajac to przypuszczalnie za ceche absolut-
nie uniwersalng, ze w wielu sytuacjach oddziatywania cial, ta szyb-
kos¢ przepltywu pedu, daje sie wyrazi¢, wedlug takiej, czy innej
formuty, poprzez polozenia i ewentualnie predkosci oddziatujacych
cial. Dzisiaj wiemy, ze opis oddzialywania za pomocy takiej for-
muly nie zawsze jest mozliwy, ale prawdg tez jest, ze zakres zjawisk,
gdzie takie formuly daja sie znalez¢ i zastosowaé jest olbrzymi.

Przypusémy ze znamy taka formute dla okreslonego ciata i umiemy
obliczyé¢, wedtug formuty F(z,v), szybkos¢ doptywu pedu dla kaz-
dego polozenia opisanego wspotrzedna x i przy kazdej predkosci v.
(Calos¢ rozwazan moglaby byé¢ od razu wektorowa, ale dla prostoty
robimy to tylko w jednym wymiarze.)

Jesli tak, to mozna napisa¢ rOwnanie:

F(z,v)

m

zwane rownaniem Newtona.

Co wynika z takiego rownania? Jesli pomyslimy o krotkim od-
stepie czasu, to tatwo mozna przewidzie¢, jakie bedzie polozenie,
i jaka bedzie predkos¢ ciata po upltywie tego odstepu jesli znamy
poczatkowe potozenie i poczatkowa predkosé.

7 definicji predko$ci mamy przeciez: %ﬂﬁm = v, stad:
x(t + At) = x(t) + vAt
Tak samo z definicji przyspieszenia wynika:
F
v(t+ At) = v(t) + aAt = v(t) + Mm
m

Skoro juz znamy predkosé i potozenie w nowej pdézniejszej chwili,
to mozna potraktowaé¢ te chwile ¢t + At znéw jako poczatkows i
analogicznie wyznaczy¢ potozenie i predko$é w chwili ¢ 4+ 2At.
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Procedure obliczenia mozna kontynuowaé bez konica . Mozna

przepowiadaé ruch. Los ciata jest przesadzony, zdeterminowany.

Dlatego zasade méwiaca o istnieniu funkcji F' zaleznej od poto-
zenia i predkosci nazywa¢ bedziemy zasadqg determinizmu.

Wielkosé F' zwie sie tradycyjnie silg.

Znane jest sformutowanie uzyte przez Laplace’a, ze gdyby znaé
wszystkie formuty dla sit i wszystkie polozenia i predkosci w pewnej
chwili, wszystkich czastek Wszech$wiata, to mozna by przewidzie¢
jak bedzie wygladal Wszech§wiat w dowolnej chwili w przysztosci
(a takze jak wygladal w dowolnej chwili w przesztosci).

Opinia ta budzita zywe spory wérod filozofow. Wprawdzie za-
den konkretny cztowiek nie dysponuje tymi danymi, ale jesli one
istnieja, bieg rzeczy jest wytyczony. Znika miejsce dla wolnej woli,
odpowiedzialnoéci za czyny itp. Obecnie zyjacy fizycy z pewnym
rozczuleniem my$la o takich pogladach. Nie chodzi tylko o to, ze
ilo§¢ najmniejszych czastek sktadajacych sie na Wszech$wiat jest
niewyobrazalnie duza. Po wielkich sukcesach teorii fizycznej opar-
tych na rozwigzywaniu rownan Newtona, przekonano sie, ze za-
chowanie atomoéw, lub jeszcze mniejszych sktadnikéw materii, musi
by¢ opisane zupelnie inaczej niz punkt materialny mechaniki kla-
sycznej. Samo pojecie potozenia traci swoj sens jako jednoznaczna
funkcja czasu. Zasada Newtona (ktora tu nazwaliSmy zasada de-
terminizmu) musi by¢ zastapiona czyms$ innym.

Przypomnijmy krotko oméwione juz w tym podreczniku zasady:

e Zasada bezwladnosci

e Zasada demokracji (rownowaznosci ukladoéw inercjalnych,
zwana tradycyjnie zasada wzglednosci)

3Jest tu pewna subtelno§é. W wyrazeniach po prawej stronie dla obliczenia
przesuniecia powinni§my bra¢ predkosé §rednia, a my znamy tylko jej wartos§é
na poczatku przedziatu. (Analogicznie z przyrostem predkosci). Dlatego prze-
dzial At powinien by¢ krotki. Istnieje rozbudowany dzial matematyki (teoria
réwnan rozniczkowych) ustalajacy takie sposoby postepowania, by btad spowo-
dowany taka metoda uczynié¢ tak matym jak tylko to jest wymagane. W wielu
wypadkach — tylko takimi zajmiemy sie w tej ksiazce — te wszystkie kolejne
kroki daja sie uja¢ jednym prostym wzorem wyrazajacym polozenie ciala w
dowolnej chwili przez jego polozenie i predko§é w chwili poczatkowej.
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e Zasada zachowania pedu i masy (bardzo silnie sugero-
wana przez poprzednie dwie, praktycznie przez nie narzu-
cona.)

e Zasada determinizmu stwierdzajaca mozliwo$¢ wyrazenia
szybkosci doptywu pedu, czyli mozliwo$¢ wyrazenia sity, przez
polozenie i predkosé czastki.

Sam Newton nie docenial zasady wzglednosci i chyba z niej
nie korzystal. Dlatego powszechnie styszy sie o trzech zasa-
dach Newtona. Byly one nieco inaczej uszeregowane. Jedy-
nie pierwsza, zasada bezwtadnosci, byta w tej samej formie
pierwszg zasadg Newtona. Zasada numer dwa w jego dziele
Philosophia Naturalis Principia Mathematica byto sformuto-
wanie o réwnosci sity i iloczynu masy przez przyspieszenie.
Zamiast zasady zachowania pedu Newton wprowadzit jako
trzecig, zasade réwnosci (z przeciwnym zwrotem) sit wza-
jemnego oddzialywania.

Przedstawiony powyzej réwnowazny zestaw jest o tyle wy-
godniejszy dydaktycznie, ze dalo sie wydzieli¢ — jako pierw-
sze trzy powyzsze zasady — te czesé teorii Newtona, ktora
sie nie zestarzata. Pierwsze trzy zasady stosuja sie nadal do
tych obszaréw fizyki wspotczesnej, ktore dotycza zjawisk w
mikro$wiecie.

Mimo ograniczonego — jak to dzisiaj fizycy dobrze wiedzg —
zakresu stosowalnosci metody Newtona opisu rzeczywistosci, jest
ona na tyle uzyteczna, ze zapewne przez dlugie jeszcze lata bedzie
przedmiotem nauki kolejnych pokolert uczniow i studentow.

3.2.2 Sily grawitacyjne

Jako pierwszy obszar do zastosowania zasad dynamiki wybral New-
ton astronomie, Scislej zagadnienia zwigzane z Ukladem Stonecz-
nym. Grunt byl juz niezle przygotowany. Poglad Kopernika o cen-
tralnej roli Stonca byt juz dos¢ powszechnie akceptowany przez lu-
dzi uczonych. Doktadne obserwacje astronoma Tychona de Brache
pozwolity nastepnie Keplerowi uscisli¢ idee Kopernika o kotowych
orbitach.
Jak odkryt Kepler:
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Planety kraza po orbitach eliptycznych.

Predkos¢ z jaka promien planety zamiata pole powierzchni
jest stata.

Kwadraty czaséw obiegu proporcjonalne sa do trzecich po-
teg duzych polosi elipsy: T? = Kr3, gdzie K pewna stala,
wspoélna dla wszystkich planet.

Rysunek 3.1: Elipsa

Regularne koto ogladane nie na wprost, albo rzucajace cier
na plaszczyzne przy réznym od zera wzajemnym skreceniu
plaszczyzny kota i ptaszczyzny na ktoérg rzutujemy, przyjmu-
je powszechnie znany ksztalt elipsy. Jak wynika z okre-
Slenia, sg elipsy bardzo $Scisniete, ale sg i takie, co bardzo
przypominaja okrag. Orbity planet sa mato zdeformowane,
dlatego Kopernik uznawal je za okregi, choé¢ mial z tym
pewne trudnoéci. Piszemy o tym na koricu podrecznika, w
Uzupekieniu. Elipse mozna tez opisaé¢ jako miejsce geome-
tryczne punktéow, ktoérych suma odlegtosci od dwoch ustalo-
nych punktéw jest stata(rysunek).
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Pozwala to narysowaé elipse za pomocg sznurka i dwoéch
szplilek wbitych w st6l. Wyréznione punkty nazywaja sie
ogniskami. W przypadku planet Storice lezy w jednym z
tych ognisk.

Dla naszych celéw wystarczy przyblizenie ruchu kotowego.

Uktad Stoneczny to wiecej niz dwa ciata. Ale na szcze$cie wy-
stepuje ogromna dysproporcja miedzy masg Sltorica a masa kazdej
z planet Ukladu. Pozwala to z dobrym przyblizeniem zaniedbaé
wplyw planet na ruch Stonca, a takze zaniedba¢ wplyw na ruch pla-
nety pozostalych planet Uktadu i uwzgledni¢ tylko wptyw Storica.
Przyblizenie w ktorym w ukladzie Storica (inercjalnym) porusza sie
pojedyncza planeta bedaca pod jego wylacznym dziataniem jest na
poczatek zupelnie wystarczajace.

Obliczyliémy poprzednio, w rozdziale Kinematyka, przyspiesze-
nie ciata w ruchu po okregu: a = 4;—227‘. Skorzystajmy z obserwacji
Keplera wigzacej czas obiegu z promieniem: 72 = K73 i wstawmy
te warto$¢ T2 do wyrazenia na przyspieszenie w ruchu po okregu.
Dostajemy:

472 472 A’ | K
a = —7r = r =
1?2 Kr3 r2
Przyspieszenia planet sg wiec odwrotnie proporcjonalne do kwa-
dratu ich odleglosci od Stonca. Dopltyw pedu, czyli sita dzialajaca
na planete ze strony Stonca, réwna iloczynowi przyspieszenia i masy

planety jest:

Oddzialywanie jest procesem wzajemnym. Ped uzyskiwany przez
planete jest zarazem pedem traconym przez Stonice. Mozna tez po-
wiedzieé¢, ze Storice zyskuje ped o takiej samej wartosci, tylko o
przeciwnym znaku. Na powyzsza wartos$¢ sity mozna wiec patrzeé
jak na sile dzialajaca na Slorice ze strony planety (kierunku i tak
nie zaznaczamy, pamietajac ze sila ciaggnie planete do Slorica, a
Storice do planety). Powinna by¢ wiec ta sita takze proporcjonalna
do masy Storica. Warto wiec zapisa¢: 472/ K = GM, gdzie M jest
masy Storica, a G pewng nowg staty. Uzyskujemy:

GMm

F = 5

r
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Genialne uogoélnienie Newtona polegato wtagnie na przypuszcze-
niu, na podstawie przypadku szczegolnego, ogdlnej stusznosci po-
wyzszego prawa, nie tylko dla pary: planeta-Stonce, ale i dla pary
Ziemia-Ksiezyc, Ziemia-jabtko, Jowisz-ksiezyc Jowisza, itp.

To wtlasnie jest stynne prawo powszechnego cigzenia Newtona.

Nasladujac Newtona dotarliSmy do powyzszej prostej postaci
w paru krokach argumentacji, na podstawie bardzo szczeg6lnego,
traktowanego w uproszczeniu przypadku. Idea Newtona polega na
stosowaniu formuty sity — juz bez ,grzebania” w niej, bez podda-
wania modyfikacjom, w szczeg6lnosci bez dobierania coraz to innej
wartoéci G — do coraz to nowych, coraz bardziej skomplikowa-
nych przypadkoéw i konsekwentnym rozwigzywaniu réwnan réznicz-
kowych do ich opisu i obja$niania. Nie chodzi tu tylko o rozsze-
rzenie na ruchy kolowe coraz to innych par cial, ale na sytuacje —
wymieniajac pobieznie — takie jak: orbity eliptyczne, zaburzenia
w ruchu eliptycznym planety zwigzane z obecnoscia (stabego, ale
odczuwalnego) oddzialywania ze strony innych planet, zachowanie
gromad gwiazd, czy gromad galaktyk, etc.

Sita przepowiadania teorii Newtona jest tak wielka, ze gdy po
szczegdlowych obliczeniach wplywu Jowisza i innych planet na or-
bite planety Uran, nadal nie uzyskano petnej zgodnosci z orbita ob-
serwowang, uznano, ze musi istnie¢ nieznana planeta, daleka, wiec
stabo na niebie widoczna, i jeszcze nieodkryta, ktora jest odpowie-
dzialna za istniejace réznice. Na to by planeta ta obja$niata ob-
serwowane zaburzenia orbity Urana, musiata sama mie¢ okreslone,
dajace sie wyliczyé¢, charakterystyki: mase i orbite. Po skierowa-
niu teleskopu w przepowiadane przez Leverriera miejsce na niebie,
zobaczono rzeczywiscie planete! Nazwano ja Neptunem. Historia
powtorzyla sie jeszcze nie raz. Ostatnio polski astronom Wolsz-
czan odkryl na podobnej zasadzie trzy planety obiegajace odlegla
gwiazde.

Ponizej zajmiemy sie zbadaniem kilku waznych poznawczo, badz
ze wzgledow praktycznych, zastosowan teorii grawitacji Newtona.

Ruch cial w poblizu powierzchni Ziemi

Promien kuli ziemskiej wynosi, jak wiadomo, 6 370km. Gdy wzno-
simy sie metr, 10 metréw, czy nawet 100m ponad powierzchnie,
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zmiana odlegloéci od $rodka Ziemi, wyrazona w procentach jest
znikoma. Zaniedbajmy ja, to znaczy podstawmy w miejsce odle-
gloéci r w prawie Newtona stalag wartos¢ R;. Rownanie Newtona
ruchu przyjmie postaé:

GMZm
ma =
R

Charakterystyczng rzecza w teorii grawitacji jest wystepowanie
masy ciala zarowno po lewej stronie rownania Newtona, jak i po
prawej. Rownanie przez te mase skracamy, dostajac:

 GMy
- "=

Kazde cialo blisko powierzchni Ziemi, poddane dziataniu same;j
grawitacji spadatoby z przyspieszeniem stalym i takim samym dla
wszystkich cial. Jest to bardzo wazny, bardzo intrygujacy, zupet-
nie podstawowy dla naszej egzystencji, dla przyrody, dla techniki,
budownictwa, itd. itp. fakt.

Juz Galileusz — dzieki temu ze zrozumial role oporéw zaciem-
niajacych istote oddzialywania ciala z sama Ziemig — umial wy-
wnioskowaé¢ na podstawie obserwacji i przemyslen, ze zawsze wte-
dy gdy opory sa zaniedbywalne, przyspieszenie spadku (moéwimy
przyspieszenie spadku swobodnego — niezakloconego oporem) jest
jednakowe dla wszystkich cial. Nosi ono nazwe przyspieszenie ziem-
skie, oznaczane jest symbolem ¢ i jego wartosé jest dobrze znana
od dawna?.

Ze wzgledu na niewielkie odstepstwa Ziemi od kulistosci spo-
wodowane jej wirowaniem, a takze z tego powodu tego, ze sama
podloga laboratorium krazac po okregu raz na dobe, ma pewne
przyspieszenie dosrodkowe, inne na réwniku, inne na $rednich sze-
rokosciach geograficznych, znikajace na biegunie, faktycznie mie-
rzone przyspieszenie wzgledem podlogi, czy innego podloza, jest

4Nawet najprostszymi §rodkami, mierzac czas spadania ¢t masywnej kuli ze
znanej wysokosci h, a nastepnie przeksztalcajac wzér h = at?/2 do postaci:
a = 2h/t?, mozna samemu si¢ przekonaz, ze jest to ok. 10 metréw na sekunde
kwadrat. Duzo dokladniej mozna wyznaczyé warto$¢ g za pomoca wahadta.
Poznamy te metode pdznie;j.
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nieco rézne w réznych punktach globu. Réznice nie przekraczaja
utamka procenta. Dla wszystkich miejsc w Polsce mozna przyjacé:
g = 9,815. We wszystkich zadaniach i przykladach bedziemy
przyjmowali warto§¢ zaokraglong do 10 metréw na sekunde kwa-
drat.

W spadku bez predkosci poczatkowej, przebyta droga wynosi

Lo m o
5 gt® = 582t

Jak zapowiadaliSmy w rozdziale ,Kinematyka”, jest to istot-
nie bardzo pospolita forma ruchu! Przynajmniej w pierwszej fazie
spadku, kazdy przedmiot co wymsknal nam sie z rak, tak wlasnie
podaza ku podlodze.

W rzucie pionowym do gory z predkoscia poczatkowa v, prze-
mieszczenie do gory po czasie ¢t wynosi: vt — gt?/2. Przeksztalca-
jac ten trojmian kwadratowy do wygodniejszej postaci: v?/(2g) —
g(t — v/g)? odczytujemy, iz najwieksza warto$é przyjmie wspol-
rzedna gdy odejmowany czlon stanie sie zerem, a wiec dla t =
v/g. Wysoko$¢ maksymalna osiggnieta przez ciatlo wynosi dla tej
chwili v?/(2g). Czas powrotu do poziomu wylotu osiaggany jest gdy
vt —gt?/2 =0, czyli dla t = 2v/g. Wynika z tego, ze czas wznosze-
nia i czas opadania sg sobie rowne.

Powyzsze wyniki mozna tez uzyska¢ bez wiekszego trudu stosu-
jac informacje o predkosci $redniej. Pierwsza faza ruchu do utraty
predkosci v musi trwaé t = v/g. Predkos¢ srednia w tej fazie to v/2.
Uwzgledniajac czas wznoszenia daje to wysokosé: h = (v/2)(v/g) =
v?/(2g). W ruchu powrotnym g¢t?/2 = h = v?/(2g), a wiec czas
spadku tez wynosi v/g. To byl czas na stracenie predkosci po-
czatkowej (w tempie 10m/s na sekunde). Zyskujac w tym samym
tempie, cialo powraca do poziomu z predkoscig identyczna, co do
warto$ci bezwzglednej, z predkoscig wyrzutu.

,Odzyskanie” przez cialo wartoéci bezwzglednej predkosci, po
powrocie do punktu wyjscia, jest bardzo charakterystyczne dla me-
chaniki, zajmiemy sie tym dalej.

Rzut uko$ny

Kolejny ciekawy przypadek, to tzw rzut ukosny. Wyrzucamy ciato
z pewnego poziomu nadajac mu réwnocze$nie obie sktadowe pred-
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kosci: pozioma i pionowa (do gory). Nazwiemy wspotrzedne pred-
kosci: v, 1 vy.

y[m
50

40}
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Rysunek 3.2: Rzut uko$ny

Wiemy od samego poczatku, ze predkosé, ped, przyspieszenie,
s3 wektorami, maja swoje sktadowe. W kazdym ukladzie wersorow
zwigzki mechaniki obowigzuja osobno dla wszystkich sktadowych, a
wiec 1 dla wszystkich odpowiadajacych sobie sktadowych. Dlatego,
wybierajgc wersory: jeden poziomo, drugi pionowo do goéry mamy
w kierunku poziomym ruch jednostajny, w kierunku pionowym rzut
do gory. Pozwala to od razu zapisa¢ zalezno$¢ potozenia od czasu:

T = v,t

y = vt — gt*/2

To jest kolejny przyktad uzycia rownania Newtona do wyzna-
czania przyszlosci, w zaleznosci od warunkéw poczatkowych. Jaka-
kolwiek warto$¢ czasu t pomyslimy, natychmiast mozemy obliczyé
gdzie cialo bedzie w tej chwili (ile wyniesie z, i ile y). To jest
wlasnie stynny determinizm.

Czesto bardziej niz sam przebieg w czasie interesuje nas jedy-
nie ksztalt toru ciata, albo nawet i mniej — np. zasieg rzutu w

100
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zaleznos$ci od predkosci i kata wyrzutu. Majac rozwigzany problem
wyznaczenia ruchu, jak w tym przyktadzie, bardzo tatwo odpowie-
dzie¢ na wszystkie podobne pytania.

W celu opisu toru, wyznaczamy ¢t w zaleznosci od x i podsta-
wiamy do wyrazenia na y otrzymujac:

Uy g o

v= vxx 21)%2j

Znacie krzywa opisang tym réwnaniem z lekcji matematyki — to
parabola. Czesto widzimy ja w telewizji w migawkach z kortow.

Nietrudno obliczy¢ zasieg rzutu, miejsce gdzie wspotrzedna y
staje sie ponownie zerem. Przyréwnujac y z powyzszego wzoru do
zera odczytujemy dwa pierwiastki: = 01 x = 2v,v,/g. Pierwszy
odpowiada miejscu wyrzutu, drugi miejscu upadku.

Interesujace moze by¢ pytanie o kat pod jakim nalezy wyrzucié
ciato, by dysponujac stata wartoscia predkosci |/vZ + v2 (Twierdze-
nie Pitagorasa), uzyska¢c maksymalny zasieg.

Oznaczmy kwadraty sktadowych predkosci literami a i b. Z wa-
runkéw zadania wynika, ze ich suma jest narzucona z gory. Wybor
kata, to wybo6r pomiedzy réznym rozdzieleniem tego co mamy do
dyspozycji pomiedzy a i b, tak by ich iloczyn byt mozliwie najwiek-
szy (wyliczony zasieg jest wprost proporcjonalny do \/@) Wiek-
sz08¢ szkolnych zadan na minimum, lub maksimum daje sie spro-
wadzi¢ do tego problemu.

Jego rozwigzanie jest latwe do uzyskania, do zrozumienia i do
zapamietania. Korzystajac z wzorow skroconych na kwadrat sumy
i r6znicy mamy:

4ab = (a+b)* — (a — b)?

Gdy suma jest ustalona, na wartos¢ iloczynu nadal wpltywa roz-
nica. Ale czton z réznicg tylko zmniejsza wynik, wiec maksimum
nieodmiennie osiggane bedzie wtedy, gdy roéznica tych liczb znika.

Maksimum iloczynu liczb o ustalonej sumie osiggane jest gdy
liczby te sq rowne.

Wracajac do naszego przyktadu widzimy, ze maksymalny zasieg
wystapi przy v, = v,. Oznacza to, ze kat wyrzutu powinien wy-
nosi¢ 45°. Maksymalny zasieg d = 2v,v,/g = 2v2/g = v*/g. A
oto wyglad toréw cial wyrzuconych z predkoscia 30% dla trzech
roznych katow, takich, ze: v, = 2v,, v, = vy, v, = 0.5v,.
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Ksiezyc i sztuczne satelity

Znany powszechnie jest rysunek z ksigzki Newtona ilustrujagcy umiesz-
czenie dowolnego ciata ziemskiego na orbicie wokotoziemskiej. Z
punktu widzenia oceny trudnosci technicznych w realizacji tego za-
dania (przezwyciezonych dopiero w 1957r.) interesujace jest obli-
czenie predkosci pojazdu by mogt on faktycznie krazyé¢ po okregu.

Ze wzgledu na opér atmosfery, prawdziwy satelita musi obiegaé
orbite odlegly od powierzchni Ziemi co najmniej o pareset kilome-
trow, gdzie opor jest juz wystarczajaco maty. Nawet 200, czy 300
kilometréow to do$¢ niewiele w poréwnaniu z promieniem Ziemi,
przyjmijmy ze sita grawitacji jest tam nadal réwna mg. W podob-
nym duchu promien tej orbity przyréwnamy do promienia Ziemi.
Korzystajac ze znalezionego wcze$niej wyrazenia na przyspieszenie
do$rodkowe mamy dla tej sytuacji:

v?/Ry =g, czyli v=/Rzg=+/10 x 6400000 = = 8—
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W tym samym przyblizeniu czas jednego obiegu takiego mini-
malnego satelity wynosi 5000s, czyli niecate 1,5 godziny. Tyle tez
trwala pierwsza podréz Gagarina.

Czasy obiegu satelitow na wyzszych orbitach moga by¢ réwnie
tatwo wyznaczone jak satelity minimalnego. Radzimy Czytelnikowi
obliczy¢ ten okres dla satelity w odlegtosci 380 000 km od Ziemi.
W takiej odleglosci krazy Ksiezyc — naturalny satelita Ziemi.

Legenda moéwi, ze Newton tak byl wzruszony w momencie gdy
zrozumial, ze dotart do mozliwosci PRZEPOWIEDZENIA ile ma
trwaé¢ miesiac, ze prosil przyjaciela o dokonanie ostatniego dziata-
nia. Takie wydarcie Niebu jednej z jego tajemnic, to musi robié¢
wrazenie.

W dotychczasowych przyktadach zakladaliSmy konsekwentnie,
ze miedzy dwoma oddziatywajacymi grawitacyjnie ciatami wystepu-
je ogromna dysproporcja wielkosci. Pozwalalo to przyja¢, ze uktad
odniesienia zwigzany z tym ciezkim ciatem jest w doskonatym przy-
blizeniu uktadem inercjalnym.

W ukladzie Ziemia — Ksiezyc ta dysproporcja nie jest wcale
przytlaczajaca! Srednica Ksiezyca jest zaledwie kilkakrotnie mniej-
sza od $rednicy Ziemi, a masa stanowi wiecej niz 1% jej masy. Przy
przystowiowej astronomicznej doktadnos$ci musi czyni¢ réznice czy
rachunek jest w miare doktadny, czy przyjmuje sie takie dos¢ grube
w tym wypadku przyblizenie,

Potraktujemy ruch Ksiezyca i Ziemi pod wplywem ich wzajem-
nego oddzialywania jako tzw. zagadnienie dwoch ciat. Oczywi-
Scie poprzednie przyklady zawieraly tez dwa ciata, ale jedno z nich
tylko dostarczato sity. Gdy wyraznie méwimy o zagadnieniu dwoch
cial chcemy podkresli¢, ze wyniki beda obowiazywaé $cisle dla kaz-
dej proporcji oddzialujacych mas, nie tylko gdy jedna dominuje.
Pewne ogolne zwigzki, wlasciwie cato$¢ rozumowania bedzie miata
znaczenie dla wielu innych oddzialywan pary cial, i to oddziatywan
niekoniecznie grawitacyjnych®.

bLaczny ped dwoch oddziatujacych cial jest staly. Oznaczajac
ten staly ped litera p mamy:

5Ziemia i Ksiezyc s dodatkowo pod dziataniem Storica. Nasze obliczenia
zaniedbujace ten fakt nie beda wiec dokladne, ale w rzeczywisto$ci wzajemny
Laniec” Ziemi i Ksiezyca i ich wspélny obieg wokot Storica sg w duzym stopniu
niezalezne, wiec nie bedzie to zle przyblizenie.
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™ (t + At) — 71 (t) N mQFQ(t +At) — () B
At At
Mnozac stronami przez przyrost czasu, dzielac przez sume mas i
przenoszac wyrazy odnoszace sie do czasu wczesniejszego na prawo
dostajemy:

my

—

mq + mo mi + me mi + Mo

At

Punkt wyznaczony wektorem

e = M0+ mars(t)

my + Mo

nazywa sie srodkiem masy. Wykorzystujac to oznaczenie przepisu-
jemy nasz ostatni rezultat w postaci:

—

~ ~ P
R(t + At) = R(t) + ——At
mi + me
Ze wzgledu na stalosé P, ostatnie réwnanie Wyraza fakt jedno-

stajnego przyrostu wektora Rz predkoéig V =

Oznaczajac

m1+m2
sume mas litera M mozemy tez napisac: P = MV. Jest to tatwy
do zapamietania wzor.

Srodek masy cial oddzialujacych tylko ze sobg porusza
sie ruchem jednostajnym prostoliniowym.

Jezeli tak, to mozna ten §rodek masy obra¢ za poczatek pewnego
inercjalnego uktadu odniesienia. W uktadzie tym mamy:

m17_"1 (t) + mQFQ(t)
my + Mo

0=R(t) =
co mozna tez przepisa¢ w postaci:

mlT_ﬁ (t) = —mQFQ (t)

Uzyskalismy prosty i tatwy do interpretacji rezultat. Rozpa-
trywane ciata znajduja sie stale po przeciwnych stronach érodka
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masy w odleglosciach odwrotnie proporcjonalnych do ich mas. Ina-
czej mowiace Srodek masy znajduje sie na lini tgczacej oba punkty i
dzielacy odleglo$¢ miedzy nimi w proporcji do mas — blizej masy
wiekszej.

Gdy jedno z cial porusza sie po okregu, drugie musi to robi¢
w tym samym czasie to samo, tyle ze po okregu o proporcjonalnie
innym promieniu.

W przypadku Ziemi i Ksiezyca oznacza to nie tylko, ze krazy
nasz towarzysz, ale i ze wywoluje on krazenie Ziemi woko6t punktu
(krazacym gladko wokol Stonca) znajdujacego sie miedzy Ziemia a
Ksiezycem — oczywiScie o wiele blizej Ziemi. Ten ruch Ziemi wo-
kot érodka masy jest bezposrednio obserwowalny, gdyz odbija sie na
ruchach pozornych wszystkich obserwowanych z Ziemi planet. Mie-
rzac jego promien i poréwnujac ile razy jest mniejszy od promienia
orbity Ksiezyca, astronomowie wyznaczyli stosunek masy Ksiezyca
do masy Ziemi.

Ten ruch Ziemi ma pewien istotny skutek dla zjawisk zacho-
dzacych na naszej planecie. W uktadzie nieinercjalnym, co$ zawsze
sie musi wydarzy¢ by zwigzane z nim ciata mogly uczestniczyé w
ruchu (inaczej by sie oddzielity). Np. walizka w pociagu docisnie
sie do Sciany. Herbata w wirujacej szklance podnosi swdj poziom,
tym wiecej im dalej od osi obrotu. W przypadku ruchu wywotanego
dzialaniem Ksiezyca podnosi sie nieco poziom oceanu w obszarze
najdalszym od wspolnego $rodka masy, a wiec po stronie przeciw-
nej Ksiezycowi (to troche zaskakujace!). Jednoczesnie przyciaganie
Ksiezyca, dziatajagce wprost na czasteczki wody, jest silniejsze po
stronie zwroconej do Ksiezyca, niz po przeciwnej. W rezultacie two-
rza sie dwa garby: i tam gdzie Ksiezyc jest w zenicie, i po stronie
przeciwnej. Linia laczaca garby obraca si¢ wolno — raz na mie-
sigc. A skorupa ziemska raz na dobe. W rezultacie w okre§lonym
punkcie na Ziemi mniej wiecej co dwanascie godzin obserwuje sie
przyplyw oceanu.

Na koniec powigzmy okres obrotu obu cial z ich masami.
Oznaczmy w tym celu ich odlegtosé r. Promien orbity ciala
my rowny jest jego odlegloéci od srodka masy i wynosi:
mar/(mi + mg). Rownanie Newtona przyjmuje postac:
A7 mar _ Gmymy
mlﬁ mi + mg N 72




98 ROZDZIAL 3. ZASADY DYNAMIKI. GRAWITACJA

Jesli skorzystamy ze zwiazku GMy = gR%, to na okres
obiegu Ksiezyca dostaniemy:

2,.3
Amory

T? =
gR2Z(1+mK/mZ)

Dla satelity sztucznego stosunek jego masy i masy Ziemi jest
kompletnie pomijalny w poréwnaniu z jedynks, dla Ksiezyca
nie. Poniewaz — poza tym stosunkiem mas — wszystkie
inne wielko$ci sg znane w powyzszym wzorze, mozna go uzyé
do niezaleznego wyznaczenia masy Ksiezyca.

Wynik powyzszy — podobnie jak prawo Keplera — wyraza
kwadrat okresu T’ przez trzecig potege odleglosci, tyle ze
ciata krazacego wokoét Ziemi, a nie wokot Storica. Wspot-
czynnik proporcjonalnosci nie jest uniwersalny, lecz zawiera
poprawke zalezng od masy Ksiezyca. Taka modyfikacja po-
winna wystapi¢ i w prawie Keplera dla planet. Planety sa
jednak tak lekkie w poréwnaniu ze Storicem, ze ta zaleznosé
jest mniejsza niz byta doktadno$¢ pomiaréw Tychona de
Brache. Mozna to skomentowaé tak, ze nauka miata szcze-
$cie. Gdyby byto inaczej, Keplerowi bytoby trudno odkry¢
$ciste prawo, tymbardziej, ze przeciez nie znal mas planet.
Rozwo6j mechaniki z pewnoscig by sie opdznit.

Masa Ziemi

Zgodnie z teorig Newtona iloczyn znanego promienia Ziemi w kwa-
dracie i tatwo mierzalnego przyspieszenia Ziemskiego réwny jest
iloczynowi masy Ziemi i staltej grawitacyjne;j:

GMy = gR%

lloczyn ten znal i Newton. Jest interesujace wyznaczyé¢ kazdy z
obu czynnikéw. Newton nie mial mozliwoéci wykonania takiego
pomiaru. Mogt co najwyzej bardzo grubo oszacowaé¢ mase Ziemi
znajac jej objetosé i przyjmujac, ze zapewne glebsze warstwy maja
gesto$¢ nie mniejsza niz typowe skaly na powierzchni, i zapewne
nie wiekszg niz najciezsze znane metale. Takie zalozenie pozwala
stwierdzi¢, ze stala G jest zawarta pomiedzy 1,5-107* a 1,5-10719

w jednostkach kLZ?
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Nawet dla wiekszej z tych wartosci sita przyciggania miedzy
dwoma ,zwyklymi” ciatlami, to znaczy, gdy zadne nie jest cialem
niebieskim, bytaby znikomo mata. Nawet dwa okrety o masach 10
tys ton odleglte od siebie o pie¢set metrow doznawalyby, w naj-
lepszym przypadku, sity zaledwie 0,06N, tj tyle co ciezar jednego
cukierka. Ciala jeszcze mniejsze, jakimi mozemy operowaé¢ w la-
boratorium, wywotuja silty odpowiednio mniejsze. Stosujac bardzo
czute wagi mozna, mimo wszystko, zaobserwowa¢ i zmierzy¢ te ma-
lenikie sity dla znanych mas umieszczonych w znanej odleglosci.
Dokonano tego juz w XVIIIw. Wyznaczona wartos¢ (wedlug dzi-
siejszego stanu wiedzy) wynosi:

3

G =6.673-107"1-2
’ kg s?

Stad masa Ziemi wynosi
My = 5,98 - 10**kg

Wartosé ta nie ma moze za duzego znaczenia praktycznego dla
wiekszosci z nas, ale dla geofizykow i geologéw badajacych wne-
trze Ziemi i kostruujacych modele jej budowy, jest to istotny pa-
rametr pozwalajacy ustali¢ jakieS inne nieznane wielko$ci. Na-
tychmiast mozemy obliczy¢ Srednig gesto$¢ Ziemi. Wynosi ona
5,52g/cm?. Srodek musi by¢ z istotnie innych materiatéw niz war-
stwy zewnetrzne naszej planety, ktorych $rednia gestosé¢, znana z
bezposredniej obserwacji, wynosi 2,65g/cm®. Powszechnie sadzi
sie ze jadro Ziemi zawiera glownie zelazo.

Podobnie dla astrofizykéw. Obserwacja ruchow pozwala wyzna-
czy¢ iloczyn masy ciata niebieskiego i statej grawitacyjnej. Pozwala
to okresla¢ stosunek mas. Dopiero pomiar statej G na Ziemi, po-
zwala poda¢ warto$¢ mas gwiazd (i Slorica) bezposrednio w kilo-
gramach. I znéw dla teorii gwiazd, jest to informacja bezcenna.

3.3 Energia

3.3.1 Energia pojedynczego punktu materialnego

Badajac rzut do gory zauwazyliSmy, ze cialo po powrocie do po-
ziomu wyrzucenia, uzyskuje te sama, co w momencie wyrzucenia,
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warto$¢ bezwzgledng predkoséci. Dotyczy to zreszta poréwnania
predkosci nie tylko na poczatku i koricu ruchu, ale i na wszystkich
wysokosciach posrednich przez ktore cialo przechodzi dwa razy.

Przygladajac sie rzutowi obserwujemy ubywanie predkosci i to-
warzyszacy temu wzrost wysokosci. Gdy predkoéé¢ spadnie do zera,
a wysoko$¢ osiggnie warto$é najwieksza zaczyna sie proces odwrotny.
Ubywa wysoko$ci, a powraca warto$¢ predkosci. Czy jest wielko§é
bedaca sumg dwobch cztonéw — jednego zaleznego od predkosci,
drugiego od wysokosci, ktora przy tym pozostaje stata?

Zauwazmy, ze to ,,odzyskiwanie” predkosci, nie dotyczy jej znaku.
Jesli takie nowe prawo zachowania wystepuje w dynamice New-
tona, wielko$¢ zalezna od predkosci musi nie zmienia¢ si¢ po zmianie
znaku predkosci (tak jak nie zmienia sie kwadrat).

Przygladajac sie wyrazeniom na predko$é¢ i wysokosé:

1
v =uvp — gt, h:vpt—ith
bez trudu odkrywamy, ze potowa kwadratu predkosci plus wysokos¢
mnozona przez g jest wyrazeniem w ktérym nie wystepuje czas:

;UQ(t) + gh(t) = ;UIZD — vpgt + ;thQ + vpgt — ;thQ = ;vf)

O ile ubedzie w czasie ruchu wielkoéci v?/2, o tyle przybedzie
wielkosci gh. Gdy zaczyna sie ruch odwrotny nastepuje przemiana
w drugg strone. Wielko$ci powyzsze maja cechy poznanej w szkole
podstawowej, a takze znanej z zycia codziennego, energii. Oczywi-
Scie, gdy dwie cegly leca obok siebie (zlepione, czy nie) z predkoscia
np. 1lm/s, maja energii dwa razy wiecej niz gdyby z ta predkoscia
leciata jedna cegta. Dlatego poznane przed chwilg prawo zachowa-
nia mnozymy stronami przez m i dopiero nazywamy ENERGIA:

2
5 + mgh = const = Energia

Pierwszy czton nazywamy energig kinetyczna, drugi potencjal-
ng. Zachecamy Czytelnika do sprawdzenia, ze w rzucie ukoSnym
(tam kwadrat predkosci zgodnie z tw. Pitagorasa jest suma kwa-
dratow predkosci obu ruchéw sktadowych) jest identycznie. Mimo
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ze polozenie jest scharakteryzowane dwiema wspolrzednymi: x i y,
energia potencjalna jest zalezna tylko od wysokosci y.

Badanie prawa zachowania, w tym wypadku energii, gdy mamy
pelne rozwigzanie réwnania Newtona, moze byé¢ ciekawostka. O
wiele uzyteczniejsze jest wiedzieé, ze takie prawo obowigzuje za-
nim sie rownania rozwigzalo. Z ré6znych powodéw rozwiazanie row-
nania Newtona i wyznaczenie dokladne potozenia w kazdej przy-
szlej chwili moze by¢ trudne, czy wrecz niemozliwe, prawo zachowa-
nia — jesli jest — pozwala wyciggaé niektoére przynajmniej wnioski
bez §ledzenia ruchu w calym przedziale czasu.

W pierwszej kolejnosci rozwazymy przypadek taki jak z rzucong
pitka w poblizu Ziemi, tj. gdy jedno z oddzialujacej pary cial jest
niestychanie duzo masywniejsze od drugiego i moze by¢ uznane za
spoczywajace w ukladzie inercjalnym.

Przyjmijmy, zgodnie z zasada determinizmu, ze na ciato o masie
m dziala (dziataja) jakies inne cialo, i ze przekaz pedu (silta) zalezy
od potozenia ciata i od predkosci. Mamy wiec rownanie Newtona:
ma = F. Jest przyspieszenie, jest przyrost predkosci. Obliczmy
przyrost energii kinetycznej, tak jak ja zdefiniowaliSmy dla przy-
padku szczegolnego przed chwilg, jaki wystapi w pewnym krotkim
przedziale At.

m(v + aAt)?/2 — mv?/2 = mvaAt + ma*(At)?/2

Jak we wszystkich tego typu rozwazaniach, poniewaz przedzial
At jest maly, a w razie potrzeby moze by¢ wybrany jeszcze mniejszy,
wyrazy zawierajace iloczyn dwoch malych wielkosci sg pomijalnie
maleS.

Przyrost energii kinetycznej jest wystarczajaco dokladnie (a w
sensie rachunku rézniczkowego zupelnie dokladnie) opisany tylko
pierwszym czlonem po prawej stronie ostatniego wzoru. Zastepujac
ma sita mamy:

AEBy, = Fult = FAz

gdyz vAt = Az. Powyzszy rezultat jest niestychanie wazny. Nazy-
wajac iloczyn sity i przesuniecia pracg, mozemy powiedzie¢ ze:

6Mozna chyba powiedzie¢ ze jest to najwazniejsza idea opracowanego przez
Newtona rachunku rézniczkowego i catkowego z ktérego my tu w skromnym
zakresie korzystamy, bez rozwijania pelnego formalizmu.
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Przyrost energii kinetycznej réwna sie pracy sily dzia-
lajacej na cialo.

Powyzszy wynik, ogoélnie stuszny, nie oznacza jeszcze prawa za-
chowania energii. Wszystko zalezy od tego jaka jest sita. Jesli sita
jest taka, ze mozna prace sity zapisa¢ jako réznice pewnej wielkosci
zaleznej od poczatkowego i koricowego polozenia (nazywanej wtedy
energia potencjalna):

FAz = Epot () — Epot(z + Az) = —AEpqt

wtedy, wstawiajac powyzsze przedstawienie pracy do poprzedniego
wzoru dostaniemy:

AEkin = _AEpot

To jest wlasnie prawo zachowania. Mozemy przenies¢ oba cztony
na jedng strone i powiedzie¢, ze zmiana sumy energii jest rowna
zeru, albo przenie$¢ obie energie (kinetyczna i potencjalng) odno-
szace sie do chwili wczeSniejszej na jedng strone réwnania, a ener-
gie odnoszace sie do chwili p6zniejszej na drugg uzyskujac réwnosé
energii catkowitych w réznych kolejnych fazach ruchu:

Eyip (t + At) + Epot(z + Az) = Eygy () + Epot(¢) = const

Przedstawienie pracy sily w postaci roéznicy energii potencjal-
nych zaleznych od polozenia jest niemozliwe gdy sita zalezy od
predkosci. Nie bedzie wiec prawa zachowania energii mechanicz-
nej gdy wystepuja opory. Opory sa zalezne od predkosci bo dzia-
taja zawsze przeciw ruchowi. Sita zalezna tylko od polozenia ma
te wlasnosé, ze bedac taka samg w punkcie przez ktory ciato juz
raz przechodzito, wykonuje przy ponownym przejSciu w odwrota
strone prace przeciwnego znaku co za pierwszym razem i to umoz-
liwia przywrécenie wartosci energii kinetycznej. Sila tarcia przy
ruchu powrotnym zmienia znak i zawsze wykonuje prace ujemng.

Zauwazmy, ze jezeli prace na malym odcinku mozemy zapisaé
jako roznice wyrazen odnoszacych sie do konicéw odcinka, to suma
prac na wielu przylegajacych odcinkach, sprowadzi sie do réznicy
tylko dwoch wyrazen odnoszacych sie do poczatku i konca calej
drogi. Energie potencjalne punktéw posrednich wystapia w takiej
sumie dwa razy — raz z plusem, raz z minusem.



3.3. ENERGIA 103

W przypadku sity statej o wielkosci —mg mamy dla pracy tej
sity: (zo—x1)(—mg) = mgx —mgxs, wiec energia potencjalna jest
rzeczywiscie mgz (o ile wspolrzedng do gory nazwaé x). Zauwazmy,
ze w definicji energii potencjalnej kolejnosé punktéw wystepujaca w
przesunieciu jest odwrotna niz ta ktéra wystepuje w réznicy ener-
gii potencjalnych. Dzieki temu, po przeniesieniu pracy wyrazonej
r6znicg, energii potencjalnych na lewa strone dostajemy w prawie
zachowania sume wyrazen, a nie réznice.

Zauwazmy takze, ze skoro mozna napisa¢ (zg — z1)(—mg) =
mgxr; — mgre, to mozna tez napisa¢: (ro — x1)(—mg) = (mgr, +
C)—(mgxo+C), gdyz stala C sie skroci. Nowa energia potencjalna
mgx + C' jest wieksza o C'; mimo to wyliczona z niej praca miedzy
dwoma punktami jest taka sama, a tylko to praktycznie jest nam
potrzebne. Wybor takiej, a nie innej staltej, oznacza wyboér miejsca
od ktorego liczymy wykonang prace. W przypadku sity ciezkosci
i energii mgh oznacza to wybor poziomu odniesienia od ktorego
liczymy wysokos$¢.

Energia potencjalna pojawita sie jako wielkos¢ ktorej zmiana
miedzy punktami sgsiednimi réwna jest pracy sity. Przepisujac te
definicje nieco inaczej mamy:

Ep0t<x + Az) — Epot<5’3'>
Ax

F=-—

Napotykamy znany juz z rozwazan nad predkoscig i przyspiesze-
niem iloraz przyrostu wartosci przez przyrost zmiennej niezaleznej
(dla bardzo matych przyrostéw). Dotychczas ta zmienng byl czas,
teraz jest to wspoOlrzedna. Dla matematyki nie ma to wiekszego
znaczenia. Obliczenia przebiegaja identycznie.

Oproécz poznanej energii potencjalnej proporcjonalnej do pierw-
szej potegi polozenia, opisujacej prace sity staltej, w fizyce wielkie
znaczenie maja jeszcze dwie (szczegdlnie na poziomie szkoly) ener-
gie potencjalne: jedna proporcjonalna do drugiej potegi potozenia,
druga odwrotnie proporcjonalna do potozenia. Zbadajmy prace ja-
kich zmiennych sit opisuja te dwie funkcje.

Clir+Ar)-C/r C
Ar ~r(r+ Ar)

Epot:C/T, F=-
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Tak obliczona sita jest sitg $rednig, site w punkcie dostaniemy kta-
dac w koricowym wyniku Ar = 0. Wtedy sila staje si¢ rowna C/r.
Ostatecznie:
Sile C'/r? odpowiada energia potencjalna C/r
Dla energii potencjalnej kwadratowe;:
k(z + Ax)? — ka?

Epot:ka/Z F=- AL = —kx — kAx/2

I ta sila jest sita Srednig. Site lokalng dostaniemy ktadac Az = 0.
Sile —kz odpowiada energia potencjalna kz?/2.
Potencjal sity odwrotnie proporcjonalnej do kwadratu odlegto-

Sci ma zastosowanie do sil grawitacji i do sit elektrycznych (dziala-

jacych miedzy naladowanymi sktadnikami materii). Trudno wprost

przecenié jego waznosc.

Spytajmy o to, jaka predko$¢ trzeba nadaé¢ na powierzchni
Ziemi (lub innego obiektu dzialajacego sila przyciggania zgo-
dng z prawem grawitacji) ciatu, by moglo ono oddali¢ sie na
nieograniczong odlegtosé. W przypadku przyciggania sita
dziata przeciwnie niz promien, stala C' = —GMm jest wiec
ujemna. kagczna energia sktada sie na poczatku z dodat-
niego sktadnika energii kinetycznej i ujemnego potencjalne;j.
W miare wznoszenia ujemny sktadnik staje sie coraz bliz-
szy zeru — poczatkowa warto$¢ energii staje sie (,w nie-
skoniczonosci”) rowna juz tylko energii kinetycznej. Ale ta
jest zawsze nieujemna. Wniosek: By dotrzeé¢ do nieskoni-
czonosci, cialo musi mie¢ energie caltkowita nieujemna, czyli
kinetyczng wieksza od wartosci bezwzglednej energii poten-
cjalnej:
mv?/2 > GmM/R

Predko$¢ dana powyzszym wzorem ze znakiem réwnosci nosi
nazwe drugiej predkosci kosmicznej. Jest ona dokladnie o
czynnik /2 wieksza od predkosci niezbednej do utrzyma-
nia ciala na orbicie kolowej o promieniu R. Dla Ziemi to
11,2km/s.

Przypadek sity proporcjonalnej do odlegtosci od pewnego punktu
nie odpowiada wprawdzie okreslonemu oddzialywaniu, takiemu jak
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grawitacja, czy elektrycznoéé, ale ma ogromne znaczenie z innego
powodu.

Czesto oddzialywanie cial (bedace wynikiem dowolnie skompli-
kowanej sytuacji wewnatrz tych cial) ma taka wtasno$¢, ze jest
odpychajace na malych odleglo$ciach i stabnie wraz ze wzrostem
odleglosci osiggajac zero dla pewnego polozenia, poza ktérym sita
zmienia znak.

Jest to jedyny przebieg oddzialywania gwarantujacy mozliwosé
rownowagi trwalej. Istotnie, punkt w potozeniu z = 0 (umawiamy
sie mierzy¢ wspolrzedng od punktu znikania sily) nie podlega dzia-
taniu sity i jesli miat predko$¢ poczatkows zero, bedzie w bezruchu.
Co sie jednak stanie, gdy — z powodu nieuniknionej niedoktadno$ci
— umieScimy go troche obok tego polozenia réwnowagi, albo za
daleko, albo za blisko. Jes§li x > 0 zadziala sita ujemna i ciato
zacznie nabiera¢ predko$ci w lewo. Niewiele zdazy sie rozpedzid,
bo niebawem po osiggnieciu x = 0 sila zmienia znak i zamiast
rozpedzania zaczyna sie hamowanie. Cialo bedzie oscylowaé¢ wokol
x = 0 z niewielka amplituda.

Jak parokrotnie zwracaliSmy uwage, na krétkim odcinku wykres
dowolnej linii gltadkiej, jest w doskonalym przyblizeniu identyczny
z odcinkiem prostej. W tym malym przedziale drgain wokét poto-
zenia rownowagi, zastapienie prawdziwej zaleznosci sity od potoze-
nia zaleznoscig wprost proporcjonalng jest dobrze uzasadnione. Od
konkretnego przypadku zaleze¢ bedzie tylko wspotczynnik propor-
cjonalnosci k. Sity proporcjonalne do wychylenia odgrywaja wielka
role przy opisie rozmaitych drgan i fal, o ile ich amplitudy sg wy-
starczajaco male.

3.3.2 Energia ukladu ciat

Rozwazania poprzedniego podrozdziatu prowadzone byty przy uprasz-
czajacym zalozeniu, ze zrodlo sity dla naszego ciata jest nieskon-
czenie masywne, i ze jego ruchem nie musimy sie¢ zajmowaé. W
tym punkcie rozwazymy sprawe zachowania energii ogélniej, gdy
nie mozna pomingé¢ udzialu w energii zadnego z oddziatujacych
cial. Rownoczesny ruch cial powoduje, ze zmiana polozenia ciala
wzgledem uktadu inercjalnego wystepujaca w obliczaniu pracy nad
tym cialem wykonywanej nie jest identyczna ze zmiang potozenia
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wzglednego od ktorego zalezy sita. Powoduje to iz pracy nad jed-
nym tylko cialem nie da si¢ wyrazi¢ przez réznice energii potencjal-
nej.

Okazuje sie ze klopot jest tatwo usuwalny. Trzeba — co bardzo
intuicyjnie zrozumiale — rozwazy¢ laczny przyrost znanych juz
nam energii kinetycznych oddziatujacych ciat.

AEkin,l + AEkin,Q = Flel + F2A$2

Sily wzajemnego oddzialywania maja przeciwny znak. Ozna-
czajac sile na pierwsze cialo (ze strony drugiego) litera F, mamy:
Fy = F, F;, = —F i bilans energii jest:

A(Ekin,l + Ekin,Q) = F(Az; — Axg) = FA(x) — 2)

UzyskaliSmy po prawej stronie iloczyn sity (zaleznej zawsze od
polozenia wzglednego) przez zmiane tegoz wlasnie potozenia wzgle-
dnego: (r; — x2). Iloczyn ten jest ujemnym przyrostem energii
potencjalnej zaleznej od tegoz poltozenia wzglednego. Z punktu wi-
dzenia obliczen pracy jest wszystko jedno, czy nie ruszajac lewego
ciala przesune prawe o np. 2 metry w prawo, czy przesune prawe
0 metr w prawo, a potem lewe o metr w lewo. Poniewaz ta druga
sita jest przeciwna, w ruchu w lewo zostanie wykonana taka sama
praca jak przy przesuwaniu ciata prawego pomiedzy 1m a 2m w po-
przednim przypadku. Wszystkie nasze poprzednie obliczenia energii
potencjalnej pozostaja uzyteczne, nalezy jedynie przez wystepujace
tam potozenia rozumieé odlegltoéci wzgledne oddziatujacych ciat.

Sama energia potencjalna jest wspo6lnag dla obu cial. Jest to
energia pary, a nie kazdego z cial z osobna. A zatem:

%mlvf + %mgvg + Epot (21 — T9) = const = energia calkowita

Energia catkowita uktadu wielu cial oddziatujacych parami (jak
w przypadku grawitacji) jest suma tylu sktadnikoéw energii kinetycz-
nej, ile cial w uktadzie, i tylu sktadnikow energii potencjalnej, ile
roznych par w tymze uktadzie. Dla dwoch cial jest jedna para,
dla trzech — trzy, ale dla czterech az sze§¢. Dla wiekszej liczby
oddziatujagcych punktéw materialnych ilo§é¢ par gwalttownie roénie.
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Energie kinetyczna wygodnie jest przedstawi¢ w zaleznosci
od pedu:

Eyin = mv? /2 = m*?/(2m) = p?/(2m)

Ciato o duzej masie — wbrew pozorom — nie ma wcale
duzej energii kinetycznej, gdy jego ped jest taki jak ped
ciala lekkiego. Taka sytuacje spotykamy wyrzucajgc pitke
z Ziemi do gory. W ukladzie odniesienia w ktérym i pitka
i Ziemia spoczywaly na poczatku, Ziemia uzyska taki sam
ped (o przeciwnym kierunku jedynie) jak pitka (prawo za-
chowania pedu). Jej energia bedzie zatosnie mata!l Mozna o
niej zapomnieé¢ w ogblnym bilansie. Prowadzi to do sytuacji
jaka rozpatrywaliémy na poczatku. Energia oddziatywania:
mgh, pozostajac caly czas energig pary, jest troche bezpraw-
nie nazywana energig potencjalng tego lekkiego ciata.

Podobnie przy strzelaniu z karabinu. Po wystrzale ped poci-
sku i ped karabinu, co pozostal nam w reku, sg rowne. Ener-
gia karabinu — na szczedcie dla strzelajacego — jest duzo
mniejsza od energii pocisku, choé¢ wcale nie taka mata. Gdy
sie zle, to znaczy luzno, trzyma bron, mocno zaboli oboj-
czyk. Gdy karabin mocno do ramienia doci§niemy, zwiek-
szamy efektywnie odrzucang mase i zmniejszamy dodatkowo
przekaz energii.

3.3.3 Energia wewnetrzna

Energia potencjalna oddziatywania zalezy tylko od odleglosci wzgle-
dnej ciat i w zwigzku z tym nie zalezy od tego z jakiego ukladu
odniesienia prowadzimy ich obserwacje i opis. W przeciwienistwie
do tego, kazda z energii kinetycznych, a takze ich suma zalezy od
ukladu odniesienia. (Nieruchoma wzgledem toréw galazka, jakze
bolesnie moze nas ugodzi¢ gdy, wbhrew przepisom, bedziemy sie wy-
chyla¢ przez okno z pedzacego pociagu!)

Laczna energie kinetyczna oddziatujacych wzajemnie cial mozna
przedstawié¢ jako sume czesci niezaleznej od uktadu z ktérego prowa-
dzimy obserwacje i czesci zaleznej, ale w bardzo prosty sposéb. Do-
piero to przedstawienie pozwoli nam naprawde zrozumieé¢ dlaczego
ciala ztozone z czedci moga by¢ pod pewnymi wzgledami traktowane
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tak jak punkty materialne. Dopiero to przedstawienie pozwoli nam
zrozumieé ograniczenia, jakie nasuwaja sie przy stosowaniu metody
Newtona (zasady determiniznu) do zwyklych cial. Obiekty astro-
nomiczne — bardzo odlegte w stosunku do swych wymiaréw, oraz
czastki elementarne i inne skladniki materii maja swoje uniwer-
salne, proste prawa oddzialywania. Ruchy ciat ztozonych takich
jak: pilki, pociagi, ttoki silnikéw, cze$ci maszyn, statki, pociski ar-
tyleryjskie, ktore zwyczajowo trakuje sie w wykladach mechaniki
tak jak ruchy planet, sprawiaja szereg istotnych probleméw zmu-
szajacych czesto do wyjscia poza metody mechaniki, poza metode
determinizmu.

maft
mi1+mao
— WAl
7:"
mgy
772 R 1

Rozwazania poprowadzimy dla dwoch tylko cial, wskazujac ktore
wyniki majg znaczenie og6lnie stuszne, nawet dla miliardéw sktad-
nikéw. Przypomnijmy uktad Ziemia-Ksiezyc i wprowadzony przy
tej okazji srodek masy. W ukladzie srodka masy potozenia cial
wyrazaja sie przez wektor polozenia wzglednego i* wzorem:

- M2 " my

r’1 =7 TIQ =7

mi + me my + me
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Wzgledem dowolnego innego uktadu odniesienia Srodek masy opi-
sany jest wektorem R, wspolrzedne cial w tym ukladzie wynosza
wiec:

- 5 mo - 5 mq -
n=R+—"——7r 1rm=R——7r
mi + Mme mi + My
Wprowadzmy teraz dwie predkosci: v = 4T i V = AR pred.
y € : At At - L€

kosSci te majg swoje nazwy: predko$¢ ruchu wzglednego i predkosé
Srodka masy. Predkosé¢ srodka masy poznaliSmy wczesniej. Ma ona
te wlasno$é, ze miv) + motp = P=MV.

Korzystajac z tych definicji tatwo obliczymy predkosci indywi-
dualnych cial:

mo — mq

v =V + U

<y

St
|

<
|

mi + Mo mi + Mo

Przystepujemy teraz do obliczenia sumy energii kinetycznych.
Zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa kwadrat predkosci, to suma
kwadratow poszczeg6lnych wspotrzednych. Kiedy bedziemy pisali
ffz, oprécz pamietania, ze jest to A% (A to warto$¢ wektora), czesto
bedziemy korzystali z tego ze:

A= A% = A2+ A2+ A2

W pierwszej chwili wydaje sie, ze czeka nas duzo obliczen i duzo
pisania, ale to tylko pozory. Zajmijmy sie obliczeniem kwadratéw
sktadowych predkosci na jedng z osi — dla pozostalych wszystko
bedzie wygladalo identycznie:

m
mlvix + mQUS,x = ml(‘/x + _2Ua:>2 + m2(‘/$ - Uz)2 -

M
mims o
M
Wazne jest ze zredukowaly sie czlony mieszane. Decydujace
znaczenie dla tej redukcji cztonéw mieszanych z obu kwadratow
mialo pojawienie sie tego samego iloczynu mi;ms. W pierwszym
czlonie mieszanym pierwsza masa pochodzi z tego ze energia kine-
tyczna jest proporcjonalna do masy, ale druga stad, ze polozenie
pierwszej masy jest w §rodku masy proporcjonalne do ms — i ana-
logicznie dla drugiego ciata. Dla jakiego$ innego punktu na odcinku

=MV?+




110 ROZDZIAL 3. ZASADY DYNAMIKI. GRAWITACJA

taczacym masy — np. dla §rodka geometrycznego, obranego jako
poczatek ukladu wspoétrzednych, — tej waznej wlasnosci by nie
byto.

Dopisujac niezbedne potéwki i sumujac po wspodlrzednych do-
stajemy:

mlz_ff mgl_)g - MV2 mlmgﬁg
> T2 T 2(my + my)
Wielko$é o wymiarze masy:
. mqime
N my + Mo

nazywa sie masq zredukowang.
Ostatecznie petna energia uktadu oddziatujacych cial wynosi:

1 1
§MV2 + <2u02 + Epot(17)>
Ten drugi czton, niezalezny od uktadu odniesienia z ktérego pro-
wadzimy obserwacje, bo zalezny tylko od wzglednego potozenia od-
dzialujacych cial i szybkosci zmian tego poltozenia, nosi nazwe ener-
gt wewnetrznej. Mozna ja tez interpretowaé jako pelng energie dla
obserwatora postugujacego sie uktadem srodka masy.

Czlon pierwszy ma wszystkie wlasnosci energii kinetycznej po-
jedynczego punktu materialnego. Nazywa sie go energiqg kinetyczng
Srodka masy, albo energig kinetyczng uktadu jako calosci.

Calkowita energia ukladu cial, oddzialujacych tylko ze
sobg, jest sumg energii wewnetrznej i energii kinetycznej
calosci.

Catkowita energia w uktadzie spoczynkowym §érodka masy po-
krywa sie z energig wewnetrzng. Dlatego energie wewnetrzng na-
zywa sie tez energig spoczynkowq

Udowodnili$my to twierdzenie na gruncie mechaniki Newtona,
dla uktadu dwoéch punktéw materialnych. Bez trudu mozna udo-
wodni¢, ze jest ono stuszne dla dowolnej ilosci punktéw oddziatu-
jacych parami sitami potencjalnymi.

Rozwoj fizyki przez wszystkie lata, do dzisiaj, potwierdzil, ze
jest to prawda ogdlng. Kazdy uktad ciatl nie wyrzucajacy juz ni-
czego z siebie, o dowolnym sktadzie, spelnia powyzsze twierdzenie.
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Charakter fizyczny energii wewnetrznej moze by¢ przy tym inny niz
mozemy sobie wyobrazi¢ w oparciu o mechanike Newtona'.

Istnienie powyzszego, bardzo og6lnego rozktadu, jest szczegdlnie
wazne, gdy nie postrzegamy bezposrednio sktadnikéw ciata ztozo-
nego. Jedli sytuacja wewnetrzna, a wiec i energia wewnetrzna, jest
niezmienna, caly uklad zachowuje sie jak pojedynczy punkt mate-
rialny. Oddzialujac z innymi ciatami odbiera im ped i energie tak
jakby to robit pojedynczy punkt o masie M, potozeniu 132, predkosci
v, pedzie MV i energii kinetycznej MV?2/2.

Ale powyzszy rozklad uswiadamia nam tez, ze przy oddziaty-
waniu cial ztozonych malte sg nadzieje, by czesto sie zdarzalo, ze
oddzialywanie nie naruszy stanu wewnetrznego. Wystarczy popa-
trzeé jak wygladaja po zderzeniu dwa samochody! Skoro moze sie
zmienia¢ energia wewnetrzna (skryta czesto przed naszymi oczami),
energia zewnetrzna cial, na ktorej chcieliby$my sie skupi¢, nie ma
na ogol prawa sie nie zmieniac.

Mozliwosé opisu ruchu cial makroskopowych (ztozonych z duzej
liczby atomoéw) tak, by wymigaé sie od analizy tego co dzieje sie
z energiag wewnetrzng jest raczej wyjatkiem niz reguty! Formuly
sit dla cial makroskopowych maja prawie zawsze charakter przy-
blizony. Sa one tez przewaznie do$¢ skomplikowane. Bledem jest
sadzi¢ dzisiaj, ze przyrode da sie opisa¢ metoda, ktora tak Swiet-
nie sie sprawdzita dla cial niebieskich. Potrzebne sa nowe pojecia i
nowe metody. Sg one nieustannie tworzone i rozwijane. Fizyka nie
jest nauka zakonczona.

Spogladajac wstecz na to co juz zrozumieliSmy widzimy, ze
prawo zachowania energii w teorii Newtona nie jest koniecznoscia lo-
giczng. Gdyby sity, ktérych istnienie wynika z zasady determinizmu
— nawet dla najmniejszych sktadnikow — nie byly potencjalne (tak
jak sity tarcia ktore znamy dla cial makroskopowych) nie istnialto
by pojecie energii catkowitej. Ale w potowie XIX w., gdy odkryto,
ze przeplyw ciepla to przekaz energii, tyle ze angazujacy zmiany
stanu wewnetrznego, i ze gingca z pola widzenia, w zwigzku z tar-
ciem, energia czysto mechaniczna, odnajduje sie we wczesniej nie-
uswiadamianej energii wewnetrznej, zrodzito sie przekonanie, ze dla

"Takze postaé¢ energii kinetycznej caloéci ulega modyfikacji przy wyjsciu
poza przyblizenie Galileusza. Piszemy o tym dalej.
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oddzialywan najmniejszych sktadnikéw, zasada zachowania energii
musi jednak obowigzywaé. Byla to w fizyce klasycznej hipoteza,
w stosunku do zasad dynamiki, dodatkowa. Zwie sie ja I Zasada
Termodynamiki.

Zasada demokracji uktadéw inercjalnych, ale traktowana $ci-
§le, nie po galileuszowemu, jest pod wzgledem energii duzo
bardziej wymagajaca i duzo wiecej méwiaca niz teoria New-
tona. Nawet bez wprowadzania jakiegokolwiek pojecia sity,
odkrylismy dla oddzialywan cial, ktére sa swobodne do pew-
nego momentu, i swobodne ponownie od pewnego momentu,
prawo zachowania sum wielko$ci:

m

V1 —Cv2

Wielkosé ta zawiera kwadrat predkoéci — ma zapewne wiele
wspoélnego z energia. Aby sie o tym przekonaé, odejmijmy i
dodajmy do niej mase m:

m m—mv1— Cv2
—m+m=m-+ =

Vv1—Cv? Vv1—Cv?

mv2

(1-Cv?)+vV1—-Cv?

Skoro prawu zachowania podlega powyzsza wielko§é¢, prawu
zachowania podlega tez ta wielko$¢ po pomnozeniu jej (dla
wszystkich cial) przez ¢ = 1/C. Zatem, wielko§¢ spetnia-
jaca prawo zachowania mozna roztozy¢é w sposéb nastepu-

Jacy:

=m+C

2 2

9 mu
mc” +
1—v2/c?+ /1 —v?%/c?

mc

N

=mc2 +T

Gdy predkosci nie sg zbyt bliskie ¢, drugi czton to nic innego
jak mv?/2! Gdy po zderzeniu czastek nie zmieniajg sie ich
masy, dyskutowane prawo sprowadza sie¢ do Scistego zacho-
wania sumy wielkoéci 7 = mv?/(1 — Cv? + /1 — Cv?). To
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po prostu jest §cista formuta na energie kinetyczng, zaste-
pujaca przyblizenie przedeinsteinowskie mv?/2. Gdy suma
mas zderzajacych sie cial nie ulega zmianie, zasada demokra-
cji po lorentzowsku (moze stuszniej mowié po einsteinowsku)
wymusza wiec prawo zachowania energii kinetycznej.

Zasada ta dopuszcza zmiane sumy energii kinetycznych wte-
dy i tylko wtedy jesli zmieniaja sie masy. W teorii klasycz-
nej zmiany energii kinetycznych sg réwne zmianom energii
wewnetrznych, rozpoznawanych np. po zmianie tempera-
tury, ale przy (pozornie®) statej masie. Teoria einsteinowska
wyraza zmiany energii kinetycznych przez masy. Np. dla
procesu: mj +mo —> M3 + My :

Ty +mic® + Ty + mac® = T + mac® + Ty + mayc?

Przyrost energii kinetycznych wyrazi sie przez ubytek sumy
mas:

T3+ Ty — (Ty + To) = (m1 +ma —m3 — myg)c?

Jasne jest, ze wyrazenie mc? nalezy utozsamié z energia we-
wnetrzng. Suma tej energii i energii kinetycznej daje energie
catkowita:

mc2

Energia catkowita spoczywajacej (jako catosé) czastki, czyli
jej energia wewnetrzna mc? rzuca pewne $wiatto na nature
masy. W fizyce klasycznej mase sie po prostu wyznaczalo
przez poréwnanie z wzorcem. O masie takze byto wiadomo
iz jest rowna sumie mas sktadnikéw.

2
Ecalk =mc” + T =

Wedlug doktadnej teorii relatywistycznej, masa jest propor-
cjonalna do energii wewnetrznej. Masa uktadu zlozonego nie
wymaga — w zasadzie — by same skladniki miaty mase!

8Energie typowe dla reakcji chemicznych, czy energie zwigzane z ogrzewa-
niem cial do ,zwyczajnych temperatur” pociagaja za soba tak mikroskopijne
zmiany masy ciala, ze nijak sie tego nie da zaobserwowaé i zmierzy¢.
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Wystarczy umieé¢ jako§ zamkngé w skoriczonym obszarze
energie (czegokolwiek), by caly ten uktad mial mase.

Zdumiewajace wnioski do jakich mozna doj$¢ stawiajac py-
tania najogodlniejsze — o Wszechswiat i jego poczatek —
opierajg sie na obserwacji, ze energia potencjalna grawitacji
jest ujemna (Dla dwoch mas —GMm/r). Energia mate-
rii (spoczynkowa mc? plus kinetyczna) jest dodatnia. Jegli
Wszechswiat jest odpowiednich rozmiaréw — nie za duzy,
nie za maly — jego laczna energia moze byé¢ (prawie na
pewno jest!) rowna zeru.

Wszechswiat taki moze ,wybuchngé¢” Z NICZEGO. Czastki
masywne powstajg kosztem energii uzyskanej stad, ze po-
jawia sie ujemna energia grawitacji tychze czastek. To jest
idea Big Bangu.

Oswieceniowe idee 0 wiecznoéci materii i jej ruchu odtozono
w XX w. do lamusa. Odeszliémy bardzo daleko od idei
Newtona, ale gdyby on nie zrobil swojego waznego kroku,
kto$ inny musiatby to najpierw zrobi¢ za niego!



Rozdziat 4

Mechanika cial ziemskich

4.1 Rodzaje oddzialywan w przyrodzie

Uniwersalno$¢ prawa zachowania energii calkowitej (wlaczajac w
to energie wewnetrzng) oznacza, ze dla oddzialywan najmniejszych
sktadnikow obowigzywaé¢ powinny proste sily majace jakis poten-
cjal. Istotnie, naladowane sktadniki atoméw — jadra i elektrony
— podlegaja niezwykle prostemu prawu oddzialywania — ener-
gia potencjalna tego oddzialywania kQ1Q2/r jest matematycznie
niemal identyczna z energig potencjalng oddziatywania grawitacyj-
nego. Jedyna roznica (o powaznych konsekwencjach) jest taka, ze
— w przeciwienstwie do zawsze przyciagajacej grawitacji — sily
elektryczne sa przyciagajace dla czastek przeciwnych znakoéw, a od-
pychajace dla znakéw zgodnych. Protony, dzieki obecnoéci ktorych
jadra atomowe maja tadunki, sa dodatnie; elektrony sa ujemne.
Przy pewnym wyborze statej & parametry () podane powyzej sg
liczbami catkowitymi (W zwyklych jednostkach liczby te sa wie-
lokrotnosciami tadunku elementarnego). Dla jader parametry te
zmieniajg sie od 1 do 105. Najwiekszy tadunek sposrod jader wy-
stepujacych naturalnie w przyrodzie ma Uran — 92 tadunkéw ele-
mentarnych; pozostalte zostaly wytworzone w laboratorium.

Jadra atomowe o Z protonach tacza sie z Z elektronami two-
rzac obojetny atom. W przeciwienstwie do grawitacji, gdzie gro-
madzenie materii w jednym obszarze zwiekszalo w prosty spos6b
oddzialywanie z odleglag masa, atom obojetny nie oddziatuje z od-

115
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leglym tadukiem prawie wcale. Szczatkowe oddzialywanie wypad-
kowe zalezy od szczegb6low rozmieszczenia tadunkéw dodatnich i
ujemnych, “zerujac” na drobnych réznicach w odleglosci jednych i
drugich. Jest jasne, ze oddzialywanie atoméw — mimo ze sa to
uktady ztozone ze sktadnikéw oddziatujacych prosto i uniwersalnie
— jest skomplikowane i, Scisle biorac, nie bardzo dajace sie opisaé
energia potencjalna. Przy zderzeniach zbyt energicznych atomoéw
rozpadaja sie one na skladniki. Im wieksze uktady, tym trudniej
wywnioskowa¢ ich wtasno$ci z samej wiedzy o sitach elektrycznych.

Tym niemniej, oprécz tych fundamentalnych oddzialywan elek-
trycznych (Scislej: elektromagnetycznych) i grawitacji, zadne inne
dodatkowe oddzialywania do opisu zachowania substancji ztozo-
nej z atoméw nie sa w zasadzie potrzebne!. Ale policzyé¢ jak po-
winien sie zachowaé krysztal diamentu, czy czasteczka biatka, jest
bardzo trudno?.

Na zadne proste uniwersalne formuty oddzialywan nie ma co li-
czy¢! ,Zwyczajne” ciata — oprocz grawitacji i rzadkich przypadkow
cial makroskopowych natadowanych — oddziatuja, tzn przekazuja
sobie ped, za posrednictwem swoich atomoéw i to tych ktore bez-
posrednio sie stykaja. Beda to sily spoistosci, sprezystosci, tarcia,
oporu. Pewna wiedze o tych sitach fizycy nagromadzili, nie ma ona
tak uniwersalnej i eleganckiej formy jak wiedza o sitach grawitacji.

4.2 Ciénienie gazu

Jedna z najprostszych sytuacji w ktérej mozemy ustanowié prawo
przeplywu pedu miedzy ciatami, przeplywu innego niz wymagany
przez prawa fundamentalne, jest oddzialywanie pomiedzy gazem, a
zamykajagcym go w naczyniu tlokiem. WeZmy pionowo ustawiony
cylinder zamkniety od goéry tltokiem o pewnej masie m. Tlok swo-
bodnie moze suwa¢ sie wzdtuz $cianek cylindra — gdyby z obu stron

stniejg jeszcze 2 oddzialywnia odpowiedzialne za budowe jader i za prze-
miany promieniotwércze. Ich potencjaly spadaja wraz z odlegloscia jak postep
geometryczny — o czynnik mniej wiecej 10 na kazde 10~ '*m w pierwszym, i
107'"m w drugim przypadku. Na zachowanie atoméw oddzialywania te nie
maja zadnego bezposredniego wplywu.

2Wazna kwestia, ktora tu musimy pominaé, jest konieczno$é stosowania
praw kwantowych do opisu zachowan ukladéw atomowych.
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odpompowa¢ powietrze, ttok spadal by z przyspieszeniem a, = —g.

Gdy jednak w cylindrze jest gaz (dla prostoty zalézmy, ze na
zewnatrz jest proznia) ttok nie opada! Jesli obserwujemy go (po
pewnej liczbie wahnie¢ w gore i w dot, by¢ moze) w sytuacji statycz-
nej, nieruchomej, musimy odpowiedzie¢ na pytanie: co sie dzieje z
pedem dostarczanym tlokowi przez oddzialywania grawitacyjne z
Ziemia, w ilo$ci mg na kazda sekunde. Gdyby nie gaz, ten wplywa-
jacy strumien objawialby sie wzrastajacym pedem (a wiec i wzra-
stajaca szybkoscia) tloka. Ttok po prostu by spadal z przyspiesze-
niem g. W sytuacji statycznej stwierdzamy, ze do tloka napltywa
od dotu przeciwny strumieri pedu! (albo co na jedno wychodzi, ze
ped dostarczany ttokowi przez grawitacje skierowany do dotu jest
oddawany, przekazywany, substancji gazu).

Gaz jest przezroczysty, nic nie wida¢. Ludzie maja jednak wy-
obraznie! Juz w XVIII w. (pod koniec) Bernoulli wysunat i za-
nalizowal hipoteze, ze substancja nazywana gazem, to rojowisko
czasteczek, malych w stosunku do §rednich miedzy nimi odleglosci,
fruwajacych w te i we wte, odbijajacych sie od Scianek naczynia,
czasami zderzajacych sie ze sobg. Crzasteczka gazu uderzajac w
gtadki tlok odbija sie od niego. Oddzialywanie — ze wzgledu na sy-
metrie — moze przekazac ped prostopadly do tloka. Sktadowa row-
nolegta sie przy tym nie zmieni. Prawo zachowania energii (gdziez
by sie podziewata skoro sytuacja jest unormowana, statyczna, nic
sie generalnie nie dzieje, nie zmienia) pozwala w tej sytuacji jedynie
zmieni¢ znak predkosci (a wiec pedu) w kierunku osi cylidra.

Oznaczajac te predkosé v,, zmiane pedu czastki obliczamy jako:
—mu, — mvy, = —2muv,. Zmiana pedu tloka ma znak przeciwny i
wynosi 2muv,. Jest to jednorazowa porcja pedu uzyskana od jednej
czastki w jednym zderzeniu. Uderzen w ciggu sekundy jest duzo
wecej. Nawet ta wlasnie rozpatrywana czastka moze zdazy¢ dolecie¢
do przeciwleglej Scianki, odbié¢ sie i ponownie uderzy¢ wiele razy w
ciggu sekundy?.

30dbicia od §cianek bocznych nie majg znaczania ani dla czasu lotu, ani dla
wartoéci pedu p,, ktéry tu rozpatrujemy. Klopotliwszg komplikacje stwarzaja
zderzenia z innymi czastkami gazu. Nalezy sobie wyobrazaé, ze wytraceniu w
zderzeniu czastki ze stanu o wartosci v, do innego towarzyszy (statystycznie)
zderzenie, w ktérym jaka$ inna czastka zmienia predkosé akurat w odwrotna
strone. Gdyby tak nie bylo, stan gazu ulegaltby istotnym zmianom, az w koncu
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Przyjmujac ze wysoko§¢ cylindra jest L, znajdujemy ze czas
powrotu wynosi 2L /v,. Odwrotno$¢ tego mowi ile razy na sekunde
ta czastka przekaze ped 2muv,. A zatem przekaz pedu — juz w ciagu
sekundy — od jednej czastki wynosi: 2muv,/(2L/v,) = mvi/L. Ped
przekazywany w ciggu sekundy od wszystkich czastek jest suma
takich wyrazen dla wszystkich czastek w naczyniu.

Ze wzgledu na symetrie wszystkich kierunkéw jest prawie oczy-
wiste, ze suma kwadratow sktadowych predkosci wszystkich czastek
jest jednakowa dla kazdego kierunku. Oznaczmy ja A. Trzy takie
sumy sktadaja sie, zgodnie z Pitagorasem, na sume kwadratéw ca-
lych predkosci. Zatem:

3A = Suma(v}) + Suma(v2) + Suma(v2) = Suma(v?)

Ostatecznie ped przekazywany do ttoka wynosi:

2
mA _ m x Suma(v?) isllma(mvz/Q) =

L 3L ~ 3L 37LEkin calkowita

Ped ten to inaczej sita dzialajaca na tlok ze strony gazu. Wy-
godnie jest operowac nie sila, lecz cisnieniem, czyli przekazem pedu
na jednostke powierzchni. Wyliczony powyzej przekaz trzeba po-
dzieli¢ przez powierzchnie S. Oznaczajac ciSnienie P mamy:

2 1
p==

3 7kin catkowita'q
Ale SL to objetos¢ gazu: V. Mnozac stronami przez to V' dosta-

jemy:
2

PV = 3 kin calkowita

Jest to klasyczny przyktad wyznaczenia szybkosci przekazu pedu
nie przez postulowanie nowych oddzialywan fundamentalnych, lecz
przez analize tego co sie w danej sytuacji rzeczywiScie dzieje, z
zastosowaniem praw i oddzialywan ustalonych wcze$niej. W po-
wyzszej sytuacji, na wyprowadzenie wpltyw maja zalozenia o pra-
wach zachowania energii i pedu oraz zalozenia o istocie samego

ustalilby sie stan rownowagi w ktorym te iloSci zderzeri zmieniajacych predkosé
z jednej wartoSci na druga i na odwrdt, by sie zréwnaly. Zakladamy ze taki
wladnie stan réwnowagi obserwujemy.
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gazu. Zalozenia poczynione przez Bernoulliego sg najprostsze do
pomyslenia. Sa one pewng idealizacja i jest kwestiag ewentualnych
badan w jakich okoliczno$ciach, dla jakich gazoéw, uzyskany wynik
jest dobrym przyblizeniem. Tak zmudnie trzeba zdobywaé¢ wiedze
0 materii.

Wyliczone ci$nienie (wiec i sita) robi wrazenie dobrze okreslo-
nej funkcji potozenia ttoka L. Pozornie moznaby uzy¢ tej sity w
rownaniu Newtona dla wyznaczenia ruchu ttoka ustawionego po-
czatkowo w polozeniu innym niz réwnowagi, albo wytraconego z
tego polozenia nadaniem mu nagle predkosci poczatkowej.

Ale nie jest tak dobrze! Na takiej drodze czekaja liczne pu-
tapki. Po pierwsze, sila zalezy od calkowitej energii kinetycznej
czastek gazu. A ta przy ruchu ttoka zacznie sie zmieniaé¢. Jak? Ba,
to rozlegly problem, zalezny m.in. od rodzaju Scianek (dobry czy
zty przewodnik ciepta). Po drugie, przy szybkim ruchu ttoka wyste-
puje w jego poblizu zgeszczenie (przy zmniejszaniu objetosci) lub
rozrzedzenie gazu. Faktyczny przekaz pedu, w tym samym potoze-
niu tloka, jest wiekszy przy sprezaniu, mniejszy przy rozprezaniu
niz wyliczony powyzej przy zalozeniu réwnomiernego rozktadu gazu
w naczyniu. Praca sity przy powrocie bedzie wiec mniejsza niz przy
pierwszym przejsciu.

Drgania ttoka w powyzszej konfiguracji przestaja naleze¢ do me-
chaniki Newtona. Nie ma formuly na site przy predkosci innej niz
zerowa. Aby taka formule znalezé, trzebaby duzo glebiej i doktad-
niej opisa¢ zachowanie gazu. Ze wzgledu na niewyobrazalnie wielka
ilo§¢ czasteczek (ok 10'° w centymetrze szeSciennym w warunkach
normalnych), do opisu ich zachowania nie moga by¢ uzyte szczego-
towe réwnania ruchu, i koto sie zamyka.

Rozwinieto inne dzialy: termodynamike, fizyke statystyczna,
aerodynamike by skutecznie analizowaé takie problemy. Znajomosé¢
samego prawa: sila = masa X przyspieszenie jest tu dalece nie
wystarczajaca, wladciwie nic nie daje.

4.3 Naped rakietowy

Dzieki zasadzie zachowania pedu, odrzucenie czesci jakiego$ obiektu
posiadajacej mase Am i predko$¢ w powoduje nadanie reszcie obiektu



120 ROZDZIAL 4. MECHANIKA CIAL. ZIEMSKICH

o masie m predkosci proporcjonalnie mniejszej: (Am/m)w — oczy-
wiScie zwroconej przeciwnie do predkosci wylotu spalin. Tak jest w
ukladzie w ktorym obie masy na poczatku spoczywaly. Jesli byt to
uktad inercjalny juz pedzacy z predkoscia v wzgledem nas, to po-
wiemy ze predko$¢ pozostatosci, wskutek tego odrzucenia, wzrosta
od wartosci v o dodatkowe Av = (Am/m)w.

Silnik odrzutowy wyrzuca spaliny z predkoscia w wzgledem ra-
kiety w spos6b rozciggniety w czasie. Nie popelnimy jednak wiel-
kiego btedu, gdy wydzielimy (w mysli) malenika porcyjke wyrzucona
w ciggu krotkiego czasu pracy silnika jako jedno cialo?. Oznaczmy
utamek Am/m jako 1/n. Wtedy Av = w/n. Jesli masa na po-
czatku byta M, to pozostalos¢ ma mase M 75

Po wyrzuceniu tej malej porcyjki natychmiast zabieramy sie za
wyrzucenie drugiej porcyjki. Nic nie stoi na przeszkodzie wybraé ja
nie o takiej samej masie jak poprzednio, lecz jako utamek 1/n tego
co pozostanie po drugim wyrzuceniu! (Z punktu widzenia czasu,
przy jednostajnej pracy silnika, bedzie to nieco krocej trwalo, ale to
niczemu nie przeszkadza. Nasze porcyjki istnieja tylko w naszym

umysle.). Spowoduje to zmniejszenie masy znoéw o czynnik )

2
do wartosci M (HLH) i dolozenie nowej predkosci w/n. Jasne co
bedzie po k krokach. Masa bedzie:

k
m=M (L> . a predkosé: v = e
n+1 n

Z pierwszego rownania wyliczamy M/m, z drugiego k, ktore
wstawiamy do pierwszego otrzymujac:

(e d))”

Skorzystaliémy z mozliwo$ci zamiany podnoszenia do potegi row-
nej iloczynowi, na kolejne potegowanie — najpierw do potegi n,
potem do potegi v/w.

W krotkim czasie emisji tej porcyjki rakieta uzyskala niewielka predkosé
wzgledem ukladu w ktérym spoczywala na poczatku emisji tej porcyjki. Pred-
kosé spalin stala wzgledem rakiety odrobine sie zmieniala wzgledem ukladu
inercjalnego i jej érednia jest nieco mniejsza od w. Blad ten mozna catkiem
wyeliminowaé biorac na konicu, po wykonaniu obliczen, porcyjke dowolnie mata.
Tak tez i my postapimy.
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Stosunek M /m wyraza ile razy rakieta z paliwem jest na starcie®

masywniejsza od ostatecznie rozpedzonego pojazdu (pocisku, sate-
lity, itp). Duza wartosé tego stosunku jest bolesng koniecznoscia,
niezwykle kosztowna. Znakomicie na korzys$¢ dziata wyboér paliwa
o jak najwiekszym w. Konstruktorzy rakiet doceniajg korzysé ze
znajomosci uzyskanego zwigzku. Nosi on nazwe wzoru Ciotkow-
skiego.

We wzorze pojawila sie liczba (1 + 1/n)". Wprowadzenie
liczby n bylo matematycznym wybiegiem. Przy ciaglej emi-
sji gazow nalezy podstawié ,nieskoriczenie” duze n. Mozna
sprawdzi¢ na kalkulatorze, ze warto$¢ powyzszej kombinacji
nieco rosnie gdy podstawiamy coraz wieksze n, ale potem
wzrost jest coraz wolniejszy, wolniejszy i wartosci 2,7182...
przekroczyé sie nie da, choé¢ mozna do niej sie dowolnie przy-
blizyé. Liczba ta, jak moéwia matematycy: granica wyraze-
nia (1+1/n)" dla n dazacego do nieskonczonosci, oznaczana
jest literg e. Jest to druga najwazniejsza — obok m — liczba
matematyki. Faktycznie wzor Ciotkowskiego ma wiec po-
stac:

Liczba e jest ,naturalng” podstawg logarytméw. Logarytm
przy podstawie e oznaczany In zwie sie wlasnie logarytmem
naturalnym. Logarytmujac wzér Ciotkowskiego mamy inng
jego postac:

M

v=wln —
m

Gdyby byta potrzebna znajomosé predkosci w zaleznosci od

czasu, przy jednostajnym wyplywie masy w tempie s kilo-
gramo6w na sekunde, mieliby§my: m = M —st, i w rezultacie:

M

t) =wl
v(t) wnM—st

5Nasz przyklad dotyczy zmian predkoci rakiety swobodnej, juz w prze-
strzeni kosmicznej. Realistyczny start z Ziemi wymagaltby uwzglednienia gra-
witacji 1 oporu atmosfery. To sie tez daje zrobié, ale to zadanie dla inzynieréw
z NASA, nie dla nas na lekcji.
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4.4 Opory w osrodku

Oddziatywanie z oérodkiem ruchomego ciata o prostym ksztalcie,
powiedzmy walca o polu podstawy S lecacego wzdtuz osi, mozna
z tatwosciag wyznaczyé¢, w skrajnie uproszczonym przypadku gdy
osrodek jest rzadki, a predkos¢ czasteczek osrodka (w uktadzie w
ktorym formulujemy pytanie) jest zerowa (w praktyce duzo nizsza
niz predko$¢ ciala). Zalozenia te dosé¢ dobrze spelione sa w prze-
strzeni okétziemskiej gdzie krazace satelity zaczynaja powoli tracié
swg energie i powoli zaczynaja zmierza¢ do niszczacego wtargniecia
w gestsze warstwy atmosfery.

Plaszczyzna czolowa ciata uderzajac w nieruchoma czastke osrodka
nadaje jej ped 2mV. (W ukladzie odniesienia ciata czastka pada na
cialo z predkosciag —V i odbija sie z zachowaniem energii kinetycz-
nej, a wiec do predkosci V. W uktadzie spoczywajacego osrodka
jest to predkos¢ 2V. Uwzglednienie odskoku cylindra w tym jednym
zderzeniu jest niepotrzebne, ze wzgledu na dysproporcje mas.) W
ciggu sekundy walec przebywa droge liczbowo rowng V' i ,zamiata”
czastki z objetosci SV. Zkladajac gestos¢ osrodka pyg, znajdujemy
wielko$¢ rozpedzonej do predkosci 2V masy réwng: pog,SV. Mno-
zac te wielko$¢ przez 2V dostajemy ped przekazany w ciggu jednej
sekundy (a wiec sile):

F = 2p0érSV2

To jest bardzo elegancki wynik stuszny przy poczynionych zato-
zeniach dla dowolnej predkosci, mozna go nawet uzy¢ do wyznacze-
nia ruchu rozpoczetego z pewng predkoscig poczatkowa V;5. Jedyny
szkoput to to, iz poczynione zalozenia sg bardzo rzadko spetnione.

W waznym i interesujagcym przypadku ruchu w osrodku gazo-
wym, niezbyt rozrzedzonym mamy podobne trudnosci jak w pierw-
szym przykltadzie ttoka. Wyznaczaniem zaleznosci oporu dla réz-
nych ksztaltow (skrzydel samolotow, karoserii samochodowych, ksztal-

6Podamy tu bez dowodu wynik na predko$é¢ rozpatrywanego ciala po czasie
t: V() = Vo /(1 + t22posr/Peiata)- Litera L oznacza dtugosé cylindra. Cier-
pliwy Czytelnik powinien sprébowaé policzyé chwilowa warto§é przyspieszenia
w tak niejednostajnie zmiennym ruchu i przekonaé sie, ze pokrywa sie ono z ta
wartoscia jaka wynika z wielko$ci dziatajacej w danej chwili sity F' wyliczonej
powyzej.



4.5. TARCIE 123

tow kadlubow statkow itp), roznych osrodkéw i réznych predko-
Sci zajmuja sie cale instytuty badawcze. Wyniki — czesto czy-
sto empiryczne — gromadzi si¢ w formie tabel i wykresow wyko-
rzystywanych gdy zachodzi potrzeba zaprojektowania nowego mo-
delu pojazdu. Znéw, o jakiejs uniwersalnej formule tak pieknej jak
GMm/r* nikt nawet nie marzy.

4.5 Tarcie

Tarcie suchych powierzchni cial stalych o siebie lezy na pograni-
czu oporéw ruchu i sit sprezystych. Lezacy na podtozu klocek nie
spada w doét bo, troche podobnie jak tlok nad gazem, przekazuje
stale ped do podtoza réwny mg w ciggu jednej sekundy’. Taki stan
oddzialywania nazywamy naciskiem, a warto$¢ sity nacisku ozna-
czamy N. Jedli do klocka przyltozone sg jeszcze sity od ciat innych
niz podloze, ped ptynacy do klocka od nich i od Ziemi jest inny niz
mg i ( o ile jest bezruch) ped ten w calosci jest przekazywany do
podtoza. Ten nowy strumieni pedu to tez nacisk. Gdy siadamy na
saneczki ich nacisk na podloze wzrasta!

Gdy do lezacego na podlozu klocka przylozymy niewielky site
pozioma, klocek ani drgnie. To sa znane powszechnie fakty. (Oprzyj
sie Czytelniku o szafe, a wytworzysz taka sytuacje.) Na styku ciala
i podloza wytworzyto sie niezauwazalnie drobne odksztalcenie obu
stykajacych sie cial powodujace przeptyw pedu stycznego do ptasz-
czyzny styku, réwnowazacy ped doprowadzany przez przyltozong
site poziomg. W miare powiekszania przylozonej sily wzmagaja
sie wspomniane drobne odksztalcenia, ale réwnowaga jest nadal
utrzymywana. Sila oddzialywania miedzy klockiem a podtozem, o
wartodci przytozonej sity zewnetrznej, nazywa sie tarciem statycz-
nym. Sita ta réwna jest wartosci sity poziomej przytozonej z ze-
wnatrz, niezaleznie od cech ciala i tracych sie powierzchni! Istnieje
wszakze graniczna warto$¢ przytozonej sity, powyzej ktorej tarcie
statyczne nie jest w stanie skompensowa¢ dziatania zewnetrznego.
Ta maksymalna warto$¢ zalezy dla danego rodzaju powierzchni je-
dynie od nacisku i jest doni (w przyblizeniu) wprost proporcjonana.

"Inny sposob wyslowienia tej my$li to powiedzieé, ze to podloze przekazuje
klockowi ped —mg.
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Wspdétezynnik proporcjonalnosci nazywa sie wspodtczynnikiem tar-
cia statycznego, oznaczanym czesto f:

Maksymalne tarcie = f, N

Wartosci f dla réznych rodzajow tracych sie powierzchni wy-
znaczane sg czysto empirycznie. Proby wyznaczenia teoretycznego
w oparciu o znajomo$¢ budowy wewnetrznej tracych sie cial nie od-
niosty zadnego sukcesu. Inna sprawa, ze wspotczynnik tarcia f; jest
niezwykle czuly na niewielkie r6znice stanu powierzchni tracych sie
cial, na niewielkie obecnosci domieszek, §lady zanieczyszczen, sto-
pien utlenienia, wilgotnosé itp. Datego dane tablicowe typu: ,wegiel
po zelazie: 0,5 — 0,75” maja tylko warto$¢ orientacyjna.

Gdy tarcie maksymalne statyczne zostanie przekroczone, za-
czyna sie ruch. W trakcie tego ruchu miedzy tracymi sie powierzch-
niami wystepuje sita styczna przeciwnie skierowana do predkosci, o
wartosci proporcjonalnej do nacisku, z wspotczynnikiem proporcjo-
nalnosci zwanym wspotczynnikiem tarcia kinetycznego fr. Wspol-
czynnik ten jest z reguly mniejszy od f;. Chcac, by po ruszeniu
ciala, dalszy ruch byl jednostajny, nalezy nieco zmniejszy¢ pozioma
sile zewnetrzng — do wartosci fi V.

Znajomos¢ wspolczynnika tarcia pozwala, wedtug metody New-
tona, przewidywaé¢ ruch. Rozwazmy klasyczny przyklad pojazdu
o predkosci poczatkowej vy, hamujacego najefektywniej jak tylko
mozna, jesli wspotczynnik tarcia materialu opon o jezdnie wynosi
1.

Przy jezdzie po ptaskim, nacisk pojazdu réwny jest mg, sita
tarcia przy hamowaniu na pograniczu pozlizgu wynosi fmg. Po
podzieleniu przez mase m dostajemy przyspieszenie fg. Jest ono
oczywiscie przeciwne do predkosci. Korzystajac z wzoru na droge
przebyta w ruchu jednostajnie zmiennym z predkoscia poczatkowsa

8 Troche nieoczekiwanie wspolczynnikiem istotnym jest tu wspotczynnik tar-
cia statycznego. Trace i §lizgajace sie powierzchnie wystepuja gdzie indziej
— w hamulcach. Wytworzone tam skutki przeniesione na kolo powoduja od-
dzialtywania opony z jezdnia, ktére nie powinny przekroczyé¢ maksymalnego
tarcia statycznego. Takie przekroczenie (pozlizg) powodowaloby przejscie do
tarcia kinetycznego opon o jezdnie, a tym samym zmniejszenie sity dzialajacej
na samochdd, nie méwiac juz o pojawiajacej sie niestbilnosci ruchu.
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mozemy podaé zaleznosé¢ polozenia (mierzonego od punktu rozpo-
czecia hamowania) od czasu:

s = vt — fgt?/2

Powyzszy wzoér mogltby byé uzyteczny do ustalenia z jaka pred-
koScig pojazd uderzy w przeszkode, jesli hamowanie rozpoczeto
zbyt p6Zzno, ale w okreSlonej odlegtosci. Mogltby tez by¢ uzyty
do zadania odwrotnego. Np. w procesie karnym o spowodowanie
wypadku trzeba ustali¢ predko$¢ pojazdu w momencie rozpocze-
cia hamowania (czy nie byla za wysoka). Znajac droge przebyta
i prekos¢ w chwili kolizji (oceniona po jej skutkach) mozna dzieki
prawom ruchu odtworzy¢ nawet przesztosc.

Gdy interesuje nas droga hamowania do zatrzymania pojazdu
(bez kolizji) najprosciej obliczy¢ ja nastepujaco: Czas ruchu: ¢ =
vo/(fg). Predkosé¢ érednia (vg + 0)/2 = vy/2. Droga: wvg/2 X
vo/(fg) = v3/(2fg). Wspolczynnik tarcia dobrych opon przekra-
cza 0,5 ale przecietnie przyjmijmy, z pewnym marginesem bezpie-
czenistwa, te akurat warto§é. Droge w metrach dostajemy w tym
przypadku dzielagc kwadrat predko$ci w metrach na sekunde przez

- k k
10. Np. dla predkosci 3 - 36g013Z = 108g01(Tilz = 30% droga hamo-

wania wynosi 30?/10 = 90 metréw. To dosy¢ duzo. Trzeba o tym
pamietac jezdzac samochodem.

4.6 Sprezystosé

4.6.1 Natura sprezystosci

Sprezystos¢ gazu wyttumaczyliSmy (przynajmniej co do glownej
idei) wykorzystujac pojecia mechaniki Newtona do opisu zbiorowo-
Sci czastek jaka jest gaz. Sprezystosc¢ ta jest catkowicie jednostronna
— gaz stale ttok odpycha. Gaz nie ma ,ulubionej” przez siebie ob-
jetosci, po przekroczeniu ktorej zaczaltby ttok przyciggac.

Tylko i wylacznie dzieki sitom elektromagnetycznym miedzy
sktadnikami atomu, ale traktowanymi KWANTOWO, nie po niuto-
nowsku, atomy efektywnie przyciagaja sie dla pewnych odlegltosci,
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a zanadto stloczone — odpychajg sie . W przeciwienistwie do ga-
zow, ciala stale, maja taka ulubiong odlegto$¢ miedzy atomami, i
taka przyjmuja w swobodnym krysztale.

Jedli bryle ciata stalego — np. prostopadtoScian — zaczniemy
Sciska¢, pojawig sie sily przeciwstawiajace sie temu. Dlugosé bryty
w kierunku Sciskania zmniejszy sie i z bryly zacznie ptynaé przez
obie powierzchnie ped skierowany na zewnatrz. Przypomina to sy-
tuacje z gazem, ale tylko co do kierunkéw odksztalcenia i kierunku
przepltywu pedu, gdyz zalezno$é¢ pojawiajacych sie sit od stopnia
zgniecenia jest teraz duzo gwaltowniejsza.

Jesli dwa przeciwlegle boki jako$ utapimy i rozciggniemy, pojawi
sie strumien pedu (sita) przeciwny. Jak juz byla okazja wspominag,
dowolny gladki wykres sity jaki moze sie w konkretnym przypadku
pojawi¢, dla DOSTATECZNIE niewielkiego zakresu zawsze mozna
zastapi¢ odcinkiem lini prostej i powiedzie¢, ze sita jest propor-
cjonalna do odksztalcenia. To stynne prawo Hooke’a. Ma ono
w znacznej mierze charakter tautologii '°. Gdy sita nie jest pro-
porcjonalna do wychylenia (a nigdy nie jest w Scistym tego stowa
znaczeniu!), obrorica prawa Hooke’a nie pogodzi sie z zarzutem,
tylko powie: badasz za duze odksztalcenia, jak sie ograniczysz do
istotnie mniejszych, zacznie ci proporcjonalnoéé¢ sie zgadza¢. Dla
deformacji zwartej bryty, takiej jak szeScian, czy prostopadltoscian
o niezbyt réznigcych sie bokach, zakres deformacji sprezystych nie
przekracza czesto jednego procenta.

Jest wszakze wielce szcze$liwym zbiegiem okolicznosci, ze realny
zakres dobrej stosowalno$ci reguly proporcjonalnosci jest, mimo
wszystko, bogaty. Budujac rozmaite mosty i inne konstrukcje o nie-
zbednej wytrzymalosci, napotykamy tam odksztalcenia przewaznie
nie przekraczajace zakresu stosowalnosci prawa Hooke’a (chyba ze

9Usilujac zastosowaé¢ prawo Newtona do zbioru jader i elektronéw nigdy
sie tego wyniku nie otrzyma. Ba, przede wszystkim nigdy sie nie otrzyma
wyniku, ze atomy maja byé¢ jednakowe. Najprostszy atom — atom wodoru
— zlozony jest z protonu i elektronu przyciagajacych sie wedlug wzoru ma-
tematycznego takiego jak planeta i Storice. W mechanice Newtona wszystkie
wartosci promieni orbit s dozwolone. Gdyby wielko§é orbity to byla wielko§é
atomu, atomy wodoru powinny by¢ i duze, i mate — w kompletnej sprzecznosci
z obserwacjami.

10masto maglane
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nastapi trzesienie Ziemi i konstrukcja sie zawalil). Drzieki temu
mozemy mie¢ pelng teoretyczng kontrole — juz na etapie projek-
towania — funkcjonowania takiej konstrukcji. Mozna przewidywaé
reakcje na wibracje, wiejacy wiatr itp. Taka przewidywalno$é za-
chowania znacznie obniza koszty i zmniejsza ryzyko katastrofy bu-
dowlanej. Same wspolczynniki proporcjonalnosci miedzy sitg a od-
ksztalceniem wyznacza sie doSwiadzalnie dla rozmaitych substancji
i umieszcza w tablicach, by nie musial kazdy zainteresowany pro-
wadzi¢ pomiaréw na nowo.

7 same] swej natury sprezystos¢ dotyczy bryty rozciagglej. Bryta
ta ulega deformacji — jej r6zne miejsca inaczej sie przesuwaja. Nie
jest to za bardzo podobne do rozwazanych przez Newtona ruchéw
jednego, czy paru punktéw materialnych. Nawet jesli u Newtona
sa realne ciata (jabtko, Ksiezyc, na przyklad), a nie abstrakcyjne
punkty, to chodzi o ich ruch jako catosci, w zasadzie o ruch §rodka
masy. Zagadnienie wyznaczenia zaleznej (a takze i niezaleznej) od
czasu deformacji bryty, bylo rozwigzane przez nastepcow Newtona
przy wylacznym stosowaniu jego praw. Idea polega na rozbiciu (w
mysli) bryty na nieskoriczenie wiele punktowych obszaréw i stosowa-
nie do nich réwnan Newtona z uzyciem sit sprezystych, oczywiscie
proporcjonalnych do odksztalcen jakie majg miejsce w bezposred-
nim otoczeniu tego punktu. Matematyka tego podejscia jest dosé¢
zlozona i niewiele na ten temat mozna zaprezentowaé¢ w szkole.

Istnieja szczegdlne sytuacje, gdy rozciggltosé i masywnos¢ ciata
sprezystego schodzi na drugi plan. Przez uksztaltowanie mate-
rialu w ten sposob, ze stanem jego réwnowagi jest dluga cienka
spirala, uzyskuje sie, przy niewielkich procentowych deformacjach
lokalnych, duze zmiany dlugosci catkowitej. JeSli sprezyna taka
polaczy¢ dwa masywne ciata, to przekazuje ona ped od jednego
do drugiego, sama (przez swa lekkos$¢) nie majac znaczacego pedu.
Szybkosé przekazu pedu zalezy od dtugosci sprezyny, czyli od odle-
glosci cial. Pojawia sie sytuacja gdy, jak w astronomii, czy spadku
swobodnym, mozemy uzy¢ réwnania a = F/m majac znoéw uzy-
teczny wzoOr na silte, tym razem sprezysta. Zderzaki wagonow ko-
lejowych, balansowe zegarki na reke (wychodzace coraz bardziej
z uzycia), ruchome czesci przyrzadéw pomiarowych elektrycznych,
rozmaite wagi, resory samochodowe, czy nawet proca z gumy do
majtek, to tylko niektore przyktady wystepowania i wykorzystania
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sit sprezystych rozumianych jako sity dziatajace na cate, pojedyn-
cze ciala. (Struna w instrumencie muzycznym, czy membrana w
perkusji, to ta inna ogoélniejsza, trudniejsza domena uzycia sit spre-
zystych ,rozmazanych” w ciagly sposob na linii czy na powierzchni.)

4.6.2 Oscylator

Rozpatrzmy zachowanie uktadu przedstawionego na rysunku obok.
Jedno z cial oddzialujacych za posrednictwem sprezyny to $ciana,
drugie to bryla o masie m. Sciana jest nieruchoma, interesuje nas
ruch masy m. Mierzac wspotrzedng ciata od potozenia réwnowagi
sprezyny, zapisujemy site dzialajaca na ciato jako: F' = —kx, gdzie
wspotczynnik k£ dla konkretnej sprezyny powinien by¢ zmierzony.

i
3mﬁﬂﬁﬂﬂ

Huuuuu
m

pot. réwn.

l

Prawo Newtona jest:

k
a=——=x
m

Pojawia sie¢ zadanie juz czysto matematyczne: jakie ruchy spet-
niajg powyzszy warunek, w szczeg6lnosci jaki jest ten JEDEN ruch
zgodny z powyzszym réwnaniem, ktory w chwili poczatkowej za-
czyna sie w polozeniu x( z poczatkows wartoscig predkosci vy. To
jest najwazniejsze zadanie dynamiki, mozliwe do rozwigzania gdy
dana jest formula sity.

Jak zapisany jest staly wspolczynnik, i jaki jest jego sens fi-
zyczny, dla matematyki jest obojetne. Rownanie d = —‘lTi;F juz
mieliSmy, tyle ze w postaci wektorowej, dla jednostajnego ruchu po
okregu:
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Rysunek 4.1: przyspieszenie w ruchu po okregu

Rownanie wektorowe oznacza réwnos¢ dla obu wspoétrzednych
z osobna, wiec wspoélrzedna z-owa punktu poruszajacego sie po
okregu, tez spetnia takie same réwnanie:

4qr?
@=—"03

Rownanie powyzsze jest prawdziwe niezaleznie od wartosci pro-
mienia okregu, i niezaleznie od miejsca na okregu w ktorym zaczat
sie ruch w chwili ¢ = 0. Majac swobode wyboru tych dwoch wielko-
Sci, mozemy spelni¢ dwa warunki na potlozenie i predko$é¢ poczat-
kowa.

Z punktu widzenia naszego klocka na sprezynie okrag powyzszy
jest tylko chwytem matematycznym, ale chwytem bardzo uzytecz-
nym.

Ruch ciala pod wplywem sily sprezystej jest identyczny
z rzutem na $rednice ruchu jednostajnego po okregu
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Ruch taki nazywa sie ruchem harmonicznym. Promien pomoc-
niczego okregu nazywa sie amplitudg ruchu harmonicznego — be-
dziemy uzywali oznaczenia A. Jest oczywiste, ze maksymalne wy-
chylenia od polozenia réwnowagi (w obie strony) sa identyczne z ta
amplituda. Faza ruchu (lepiej méwi¢ faza poczatkowa) jest kat ¢y
zaznaczony na rysunku dla chwili zero. Wartosé kata na obwodzie
w chwili rozpatrywanej, czasami tez nazywa sie faza. Tak rozu-
miana faza ro$nie r6wnomiernie w miare uptywu czasu. Jesli kat
mierzy¢ w mierze tukowej, ta rosngca faza zapisuje sie jako:

t
¢=¢0+27Tf=¢0+00t

Wielko§¢ w jest ilorazem przyrostu kata i czasu na to potrzebnego
— zwie sie w zwiazku z tym predko$ciq kqgtowq.

Predkos¢ w ruchu harmonicznym jest wspotrzedng predkosci w
ruchu po okregu. Jej maksymalna warto$¢ wynosi: vmax = 2%7“ =
wA. Korzystajac z definicji funkcji trygonometrycznych mamy:

x = Acos(wt + ¢p)

v = —Awsin(wt + ¢g)
a = —Aw? cos(wt + ¢p) = —w’x

Korzystajac z wzoréw trygonometrycznych na sinus i cosinus
sumy, mozemy powyzszym wynikom nada¢ inng posta¢, do niekto-
rych celéw wygodniejsza.

x = Acoswt cos ¢y — Asinwt sin ¢

v = —Awsinwt cos ¢y — Aw cos wt sin ¢g

To w tej postaci wygodnie jest spelni¢ warunki poczatkowe. Dla
t = 0 w kazdym z wyrazen zostaje tylko czton z coswt rowny w
dodatku w tej chwili 1. Mamy:

o = Acos ¢g

vy = —Awsin ¢y
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Wstawiajac do rozwiazania ogdlnego zamiast A cos ¢g i A sin ¢ od-
powiednio zg i vy/w dostajemy ostatecznie:

Vo .
T = xgcoswt + " sin wt

Zgodnie z zasada determinizmu ruch zostal wyznaczony. Wie-
dzac co podstawi¢ w miejsce polozenia i predkosci poczatkowej mo-
zemy przewidzie¢ co ciatlo bedzie robi¢ w dowolnej chwili w przy-
szlosci.

Ruch harmoniczny jest absolutnie najwazniejszym w przyrodzie
ruchem okresowym. Dla naszego ciala na sprezynie przyréwnanie
og6lnego wspoltczynnika proporcjonalno$ci miedzy wychyleniem a
przyspieszeniem: 472 /T? = w? do wartosci tego wspotczynnika wy-
stepujacej w rownaniu dynamiki: k/m pozwala napisa¢:

472 k 9

_— = — = W
™ m

a to juz wygodnie przedstawi¢ w postaci wyrazajacej okres drgan

przez parametry uktadu:
m
T =2m/—
"V

Zalezno$é od czasu opisana funkcjg trygonometryczng cosinus
(lub sinus) jest charakterystyczna dla wielu zjawisk w przyrodzie i
technice. Bedziecie mieli okazje nieraz sie o tym przekonac.

Zbadajmy jeszcze zmiany energii potencjalnej i kinetycznej w
ruchu harmonicznym. Posta¢ energii potencjalnej sily sprezystej
wyznaczyliSmy wczesniej: Epot = ka?/2. Podstawiajac wspot-
rzedng x wyrazong przez aplitude, czas i faze poczatkowa do tego
wyrazenia, a predkos¢ do Ey;, = mv?/2 dostajemy:

kA?
Epot = N cos?(wt + ¢p)
mA*w?

Ekln = T sin2 (wt + ¢0)

Poniewaz mw? = k, wspotczynniki przy obu energiach sa réwne
sobie. Kazda z nich waha si¢ w tych samych granicach: od zera do
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kA?/2. Znana wlasno$¢ ,jedynki trygonometrycznej”, odzwiercie-
dlajaca twierdzenie Pitagorasa, potwierdza teze o staloSci energii
w miare uplywu czasu. Energia przelewa sie tu od jednej formy
do drugiej. Im dalej od érodka, tym czastka wolniejsza, a sprezyna
bardziej napieta.

4.7 Spoistosé

W wielu sytuacjach odksztalcenia sprezyste cial sa znikomo mate,
tak male ze ich praktycznie nie zauwazamy, nie maja dla nas in-
nego znaczenia poza tym, ze ,produkuja” sily sprezyste. Sity nie sg
male, nie s nieistotne, a odksztalcenia sa. Skrajnym przykltadem
niech bedzie mréwka co weszta na most. Most sie ugial i wytwarza
site sprezysta w 100 procentach rownowazaca site grawitacji z jaka
Ziemia ciggnie mrowke w dot. Mrowka nie spada, sita sprezysta jest
kluczowa dla jej ruchu. Ale czy poza tym, wychylenie mostu warto
dodawaé¢ do wspolrzednej mrowki wzgledem mostu i twierdzi¢ ze
mrowka nie idzie po pierwotnie prostej linii mostu? Oczywiscie nie
warto zawraca¢ sobie glowy odksztalceniem mostu pod ciezarem
mrowki. Nie interesuje nas warto$¢ wspotczynnika sprezystosci w
tym wypadku. Jest on formalnie nieskonczenie wielki.

Gdy mozna zrobi¢ takie przyblizenie, jest to bardzo wygodna
sytuacja, pozwalajaca rozwigzac¢ wiele zagadnien bez konieczno$ci
uwzgledniania w jakikolwiek spos6b wewnetrznych wlasnosci ma-
terii. To jest krag zagadnien w ktérym mechanika klasyczna po-
czynila wielkie postepy, juz po Newtonie, w czasach po6zZniejszych.
Wygodnie jest te sily nazwa¢ sitami spoistosci.

Zwracali$my uwage w jednym z poprzednich rozdzialéw, ze me-
tode rownan Newtona mozna stosowaé przy sitach sprezystych gdy
daje sie wyrdézni¢ masywne ciala i lekkie sprezynki. Gdy osrodek
sprezysty trzesie sie jak galareta, trzeba rozwina¢ nows, trudniejsza,
matematyke. 7 silami spoistosci jest znacznie prosciej. Rozciagle
cialo sprezyste, ktorego deformacje sa pomijalnie male moze sie
tylko co najwyzej dodatkowo obracaé. Nazywamy takie ciata
brytami sztywnymi. I chociaz ogélna teoria ruchu bryty sztywnej,
rozwinieta przez Eulera jako zastosowanie metody Newtona, tez
jest doé¢ trudna, przypadki szczegdlne ruchu wokoét ustalonej osi sa
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tatwe do opisu, a bardzo wazne w praktyce i popularne w fizyce
szkolnej.

Gdy zaniedbywalnie lekkie ciato sprezyste taczace dwa punkty
przestaje sie rozciggac¢, méwimy o takim przypadku jako o wystepo-
waniu wiezow. Role takich wiezow pelnig przewaznie prety, chociaz
moze to by¢ i nierozciggliwa linka, gdy zewnetrzne sity w uktadzie
probuja tylko ja rozciggaé¢. Wtedy nie ma roéznicy miedzy pretem,
a wiotka linka.

Prety czy linki sg zrodlem sit na ciata ukladu, ale nie moga
te sity by¢ wyrazone, jak dotychczas, jako funkcje odksztalcenia,
bo to odksztalcenie jest tak male, ze nic o nim nie wiemy. W
praktyce czesto postepujemy tak, ze przyjmujemy na te sily wie-
zOW pewne oznaczenia, tak jakby$my je znali, wstawiamy do row-
nan ruchu obok innych znanych sit i dopisujemy jeszcze réwnania
geometryczne wynikajace z istnienia tych wiezéow. Liczba réwnan
wychodzi w koncu taka jak liczba niewiadomych. W innych wy-
padkach mozna skorzysta¢ z zasady zachowania energii. Wystar-
czy przy tym uwzgledniaé¢ energie potencjalne sit zewnetrznych, bo
skonczone sity wiezow nie wykonuja pracy na nieskonczenie matych
przesunieciach. Obie te metody zilustrujemy przyktadami. Wiecej
przyktadéw poznacie rozwigzujac zadania.

4.7.1 Wahadlo

Waznym i ciekawym przyktadem ruchu z udzialem sity spoistosci
wiezéw i silty grawitacji jest ruch wahadla. Gdy wahajace sie ciato
i (albo) cialo podtrzymujace go w stalej odleglosci od punktu za-
wieszenia majg rozmiary ktérych pomingé nie mozna — moéwimy
o wahadle fizycznym. W wyidelizowanym przypadku ciata punkto-
wego zawieszonego na niewazkim precie, czy na niewazkiej lince —
moéwimy o wahadle matematycznym. Zajmiemy sie tu tym drugim.
Jako wielkos¢ charakteryzujaca chwilowe potozenie mozna wy-
braé¢ zaznaczony na rysunku kat ¢ (z minusem dla polozen po prze-
ciwnej stronie), albo wspotrzedna = mierzona poziomo, albo od-
legto$¢ od polozenia najnizszego mierzong wzdluz okregu, tez z
odpowiednim znakiem. Wybierzemy te ostatnia mozliwosc.
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mg

Zanalizujmy strumienie pedu doplywajace do ciata. Grawi-
tacja dostarcza strumien mg, ktéory dla wygody mozemy rozto-
zy¢ na strumien styczny do okregu i strumien wzdtuz linki. Ten
drugi strumien, wraz ze strumieniem dostarczanym przez linke,
odpowiedzialne sg w sumie za przyspieszenie do$rodkowe punktu.
Nie musimy wypisywa¢ odpowiedniego rownania, je$li nie chcemy
zna¢ wartosci napiecia linki. Za to ten drugi strumien, o wartosci
—mygsin 7, nadaje styczne przyspieszenie w ruchu opisanym wielko-
Scig s, tak jakby wszystko odbywalo sie wzdluz prostej. Skracajac
mase dostajemy:

a = —gsin 5

l

Dla duzych wychylen wahadta jego ruch mozna znalez¢é nume-
rycznie, krok po kroku, tak jak to opisywaliSmy przedstawiajac
istote determinizmu zawartego w metodzie Newtona. Dla matych
wychylen, gdy dtugo$é¢ tuku i cieciwa staja sie nieodroznialne prak-
tycznie w swych wartosciach, mozemy zastapié sin(s/l) ~ s/I. Pro-
wadzi to do uproszczonego zwiazku:

a=-7s
[

Jest to warunek ruchu harmonicznego. Zatem wahania wahadta
matematycznego (przy niewielkich amplitudach) sa opisane zalez-

noscia;
s = Asin (ﬁt—l—aﬁo)
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Amplituda i faza poczatkowa zalezg od tego kiedy i jak wprawi-
lismy wahadlo w ruch. Najistotniejsza dla wahadtla jest periodycz-
no$¢ jego ruchu. Jak mozna odczyta¢ z poréwnania wspotczynnika
proporcjonalo$ci miedzy przyspieszeniem a wychyleniem dla ogél-
nego ruchu harmonicznego i dla naszego wahadla: 47%/T? = g/I

okres ten wynosi:
l
T= 27r\/j
g

Okresowo$¢ ruchu wahadta przez dlugie lata byta podstawa po-
miaru czasu. Do dzisiaj jeszcze spotyka sie zegary wahadlowe.
Zwiazek okresu wahadla z (tatwo dostepna zmierzeniu) dlugoscia
i przyspieszeniem ziemskim g pozwala na dokladne wyznaczenie i
tego ostatniego.

4.7.2 Klocki 1 linki

Na stole lezy klocek o masie M, ktéry moze poruszac sie praktycznie
bez tarcia. Klocek polaczony jest niewazka nierozciagliwa nitka z
innym klockiem o masie m. Nitka przewieszona jest przez krawedz
stohu, jej czed¢ z ciezarkiem m zwisa ponowo.

M N

| W TS

myg
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W zadaniu powyzszym, obok nitki, w charakterze wiezéw wy-
stepuje rowniez stot. Ale z nim sprawa jest prosta. Przejmuje on w
calosci ped pionowy jaki Ziemia nadaje klockowi M i nie pozwala
mu spadaé. By te funkcje wypelnié¢, stét musial po potozeniu na
nim klocka nieco sie ugia¢ — to jest to niewidoczne ugiecie cha-
rakterystyczne dla wiezow. Wazniejsza jest nitka. Oddzialuje ona
jako$ na ciezarek m nie pozwalajac mu spadaé¢ z pelnym przyspie-
szeniem g. Nazwijmy to napiecie nitki literg V. Réwnanie Newtona
dla wiszacego ciezarka jest:

ma =mg— N

Gdy popatrzymy na dowolny fragment nitki (réwniez na zagie-
ciu) napiecia na dwoch koncach musza by¢ takie same. Jakakol-
wiek roznica powodowaltaby nieskoriczone przyspieszenie (bo nitka
jest nieskoriczenie lekka), a to nonsens. Zatem i na drugim koricu
napiecie nitki jest NV i ta sita rozpedza klocek na stole:

Md =N

Przyspieszenie ciala na stole oznaczyliSmy a’. Mamy dwa row-
nanie Newtona dla dwoch cial, a niewiadome sg trzy: a,a’, N. Ale
wlasnie wiezy, nierozciagliwos¢ nitki oznacza, ze przesuniecia obu
cial w tym samym czasie sg réwne. Ro6wne muszg by¢ i szybkosci i
wartosci przyspieszen. Mamy trzecie rOwnanie:

a=a

Teraz juz tatwo rozwiazaé¢ nasze rownania:

/ mg N - Mmyg

a=aq = N =
M+m M+m

Wynik na przyspieszenie wyglada tak, jakby sita mg rozpedzata
mase M+m. Ale przeciez obie masy poruszajg sie w réznych kierun-
kach; bez faktycznego rozwigzania, wynik nie bytby taki oczywisty.

Nie bedzie strata czasu rozwigzanie powyzszego zadania jesz-
cze raz inng metoda, bo wprowadzi nas na prostym przyktadzie
w $wiat zastosowan energii. Prawo zachowania energii jest wyjat-
kowo przydatne w obecnosci sil spoistosci, bo nie wigze sie z nimi
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odksztalcenie, a wiec i energia potencjalna. Dzieki temu réwna-
nia wyrazajace prawo zachowania energii pozostaja na ogoét proste
i tatwe do uzycia.

W przypadku klockéw, ktore dzieki nitce muszg mie¢ jednakows
warto$¢ szybkosci v, catkowita energia kinetyczna wynosi:

Mv?/2 +mv?/2 = (M + m)v?/2,
energia potencjalna za$ (mierzona od poziomu stotu)
—mgy.

Znak minus bierze sie stad, ze 0§ Y jest teraz skierowana do dotu.
Prawo zachowania energii mowi, ze:

M+m
2

v? — mgy = const

Prawo takie mozna, gdy sie juz je ma, wykorzysta¢ na rézne
sposoby. W szczegblnoéci mozna takze do wyznaczenia przyspie-
szenia. W tym celu trzeba zapisaé, ze zmiana stalej wynosi ZERO.
Przy jej obliczaniu skorzystamy z wykorzystywanej wielokrotnie dla
malych przyrostéw reguty: Av? = 2vAv. Tak wiec:

0= (M + m)vAv — mgAy.

Przenosimy cztony na rézne strony, podstawiamy w miejsce pred-
kosci v iloraz Ay/At, skracamy przez Ay i po zastapieniu Av/At
symbolem przyspieszenia a dostajemy:

(M +m)a =mg

Gdybysmy odczuciu, ze sita mg rozpedza mase M + m, chcieli
nadac sens poprzez zmiane pedow, wystapitby wspomniany ,zgrzyt”
roznych kierunkow obu ciatl. Poprawne rozumowanie musiato ,przejsé¢”
przez site napiecia nitki. Réwnan bylo az trzy, a teraz tylko jedno.
(Prawda ze w tym zadaniu te trzy réwnania bylty bardzo proste, ale
troszczymy sie z wyprzedzeniem o sytuacje gdy przewaga metody
wenergetycznej” nad sitowa bedzie zgola miazdzaca). Zaleta energii
jest to, ze jest bezkierunkowa i tatwo daje sie dodawac.
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Rozdziat 5

Bryla sztywna. Momenty

5.1 Wstep

We wszystkich dotychczasowych rozwazaniach, nawet jesli opisy-
wane obiekty byly i w miare sztywne, i oczywidcie, rozciggtle, in-
teresowal nas w zasadzie ruch ich §rodka masy. Z takiego punktu
widzenia zajmowaliSmy sie¢ ruchami planet, ruchem jednoczesnym
Ziemi i Ksiezyca, ruchem pociggéw, wyrzuconych w gore pitek, czy
ruchem fragmentéw rozszczepionego jadra uranu. Ciala te byty
traktowane jak punkty materialne.

Gdy poszczegblne czesci obiektu nie poruszaja sie z jednakows
predkoscia (pokrywajaca sie wtedy z predkoscia srodka masy i na-
zywang po prostu predkoscia danego ciala), sytuacja staje sie jako-
Sciowo nowa.

WprowadziliSmy w poprzednim rozdziale pojecie sit sprezystych
i ich szczegblng odmiane — sity spoistosci. Najbardziej charakte-
rystyczng cecha zachowania sie ciat rozciggltych pod wpltywem sit
sprezystych jest wystapienie drgan. Fale sprezyste w ciatach sta-
tych odpowiedzialne sg m.in. za to, ze styszymy rozmowe za za-
mknietymi drzwiami. O falach ogdélnie, a o falach sprezystych w
szczegblnodci, uczyé sie bedziemy w nastepnych latach.

Sity spoistosci to jest graniczy przypadek sit sprezystych o nie-
skonczonym wspoltczynniku k. Ciala sztywne to takie, w ktorych
sity spoistoSci nie pozwalajg na zmiane wzajemnych odleglosci po-

139
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szczegolnych fragmentéw ciatal. W takim wypadku ruch ciala roz-
ciagglego, poza ruchem jego srodka masy, polega¢ moze juz tylko na
obrocie.

Oproécz samego realnego obrotu, wazne jest zbadanie i ustale-
nie warunkéw NIE wystepowania obrotu, mimo ze sama konstruk-
cja ukladu, samo usytuowanie ciala, taka mozliwo§¢ dopuszcza.
Chcemy rozumieé co to znaczy, gdy nier6wnoramienna waga uspo-
koita sie i jest w rownowadze. Chcemy rozumieé¢ czemu pochylony
dzialaniem wiatru jacht nie przewraca sie, czy tez co robi¢ by sie
nie przewracal. Tak zwana statyka jest, w istocie, bardzo tatwa.
Czesto od niej zaczyna sie nauczanie fizyki. Reguly postepowania
odkryto juz w starozytnos$ci. My im tutaj poswiecimy juz niewiele
miejsca, ale celem naszym bedzie pokazanie jak z JUZ poznanych
zasad mechaniki reguly te wynikaja jako ich naturalna i oczywista
konsekwencja.

Obrét bryty jest, z matematycznego punktu widzenia, duzo
mniej ztozony niz dowolna wibracja ciala statego o skoriczonym
wspotczynniku sprezystosci, ale nadal dos¢ trudny do opisania i
wyznaczenia. W kazdym razie, gdy chodzi o obrét najogoélniejszy.
Kazdy z Was widzial zapewne i bawit sie tzw. bakiem. Jego wiro-
wanie wokol osi, ktora sama wiruje, a szczegdlnie gdy bak nie jest
juz za szybki i zaczyna rusza¢ sie coraz mniej regularnie, gdy juz
chwieje sie i kotysze przyprawia o bol gtowy i obawe o dobry stopieni
na egzaminie najlepszych studentow fizyki teoretycznej.

W przeciwieristwie do obrotu najogélniejszego, w trzech ptasz-
czyznach rownoczednie, obrot przy ktéorym wszystkie punkty ciata
maja predkoSci w ptlaszczyznach réwnoleglych, a wiec prostopa-
dlych do jednej ustalonej prostej, jest duzo, duzo prostszy do opisu.
Jest on zarazem bardzo wazny z praktycznego punktu widzenia.
Wiele elementow maszyn, pojazdoéw, itp. tak wlasnie sie kreci.

Zrozumienie wlasnodci takiego szczegdlnego obrotu jest wystar-
czajace do sformutowania warunku réwnowagi bryty. W réwnowa-
dze bryla (taka jak statek, wieza, dom) nie kreci sie wzgledem zad-
nej osi, mozna wiec warunek réwnowagi wyrazi¢ jako trzy odrebne

Powtarzamy, juz moze za czesto, ze jest to idealizacja, przyblizenie, u-
proszczenie. Fizyczne, realne odksztalcenia jakie§ sa, ale tak mate, ze ich nie
widzimy, ze nas one nie obchodza. Blad wynikajacy z tego pominiecia jest tak
maly, ze nas nie martwi.
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warunki réwnowagi wzgledem trzech prostopadtych mozliwych do
pomy§lenia osi.

Ten szczegdlny, ,tatwiejszy” obrét o ktorym dosé zawile powie-
dzielismy jako o obrocie w ktérym predkosci punktéw bryty lezg
w plaszczyznach prostopadtych do ustalonej prostej, chciatoby sie
nazwa¢ obrotem wokol nieruchomej (ustalonej) osi. I rzeczywiscie
czesto tak jest. Ale pomys§lmy o kole samochodu jadacego po pro-
stej. Wokot jakiej osi ono sie obraca?

Mechanik powie zapewne, ze wokot fizycznej osi, tej umieszczo-
nej w piadcie kota i popychanej w dyferencjale systemem kot zeba-
tych przez inng oS idaca od skrzyni biegoéw. W ukladzie odniesienia
samochodu jest to odpowiedZ poprawna. Punkt umieszczony na
osi jest autentycznie nieruchomy, a predkosci w ro6zne strony maja
rozne czesci opony. Jednak dla obserwatora przy drodze, srodek
kota porusza sie z predkoscig samochodu, punkt opony, co akurat
dotyka jezdni, jest nieruchomy (nie §lizga sie), a punkt obwodu, co
u samej gory, porusza sie¢ dwa razy szybciej. Chwilowa osig ob-
rotu jest oS przechodzaca przez punkt stycznosci kota z jezdnig. O$§
ta przesuwa sie¢ rownolegle w przestrzeni. Réwniez w stosunku do
kota, ta chwilowa 0§ przechodzi przez coraz to inne jego punkty.

Problem toczenia rozwigzemy w dalszej kolejnosci. Narazie za-
cznijmy od zagadnien obrotu wokot osi nieruchomej w uktadzie od-
niesienia ktorym sie postugujemy.

Do prawa ruchu obrotowego doj$¢ mozna na dwa odrebne spo-
soby. Jeden polega na wyobrazeniu sobie wszystkich rownan New-
tona dla wszystkich punktéw ciata z sitami zewnetrznymi, znanymi,
i z sitami spoistoéci, dla ktorych na poczatku wprowadzamy tylko
oznaczenia. Nastepnie trzeba zonglowaé¢ tak tymi rownaniami, by
uzyska¢ rownanie uzyteczne, z sitami spoisto$ci wyeliminowanymi.
Dla ruchu ogoélnego, w trzech ptaszczyznach réwnoczesnie, taki spo-
sob jest wlasciwie jedyny. Wymaga on rozbudowy aparatu mate-
matycznego w zakresie rachunku wektorowego co nie jest bardzo
trudne, ale co§ trzeba zostawi¢ do nauki na Politechnice, czy Uni-
wersytecie.

Drugi sposob, idealnie pasujacy do uproszczonego ruchu obro-
towego (wokot stalej osi, lub do toczenia rownoleglego), opiera sie
na zbadaniu bilansu energii.

Poniewaz wzgledne przesuniecia czesci bryty nie wystepuja, praca
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sit spoistosci jest zero i zmiana energii kinetycznej brytly réwna
sie pracy wykonanej przez przylozone sily zewnetrzne. Po
to by moéc z powyzszego bilansu zrobi¢ uzytek, musimy nauczy¢ sie
obliczaé energie kinetyczng bryly wykonujacej ruch obrotowy, oraz
prace wykonywang przez przylozone sity zewnetrzne, w zalezno$ci
od kata o jaki obroci sie bryla.

5.2 Enmergia ruchu obrotowego

Badajac obrot bryty, przy ktéorym wszystkie jej punkty poruszaja
sie po réwnolegtych okregach i z jednakowym okresem, wygodnie
jest postugiwaé sie znanym nam juz pojeciem predkosci katowej
w. Przy ruchu jednostajnym obrotowym kazdy z punktow bryly
zatoczy pelny okrag, czyli kat 27, w czasie T'. Oznacza to, w tym
wypadku: w = 27/T. Wazny jest wzor wigzacy zwykla predkosé
punktu, odlegtego od osi o r, z predkoscia katowa:

Gdy ruch jest niejednostajny, predkos¢ katowa staje sie predko-
$cig chwilowa, mowiaca o stosunku kata obrotu do (krociuterikiego)
odstepu czasu w jakim ten obrot sie dokonal. Jest oczywiste, ze
powyzszy zwiazek predkosci katowej z liniowsg jest stuszny i w tym
wypadku. Tempo zmiany predkosci katowej, z kolei, moze — tak
jak tempo zmian zwyklej predkosci — byé¢ wieksze, lub mniejsze,
i okresla sie je przez podanie stosunku przyrostu predkosci kato-
wej do czasu jaki uplynal. Oznaczajac to przyspieszenie katowe
symbolem ¢ mamy:

Aw a

“TAt Ty
gdzie a jest przyspieszeniem punktu, stycznym do okregu. Gdyby
np. ruch obrotowy byl jednostajnie przyspieszony, z przyspiesze-
niem ¢, mieliby$my dla predkosci chwilowej w i dla kata obrotu ¢:

1
w = wy + €t, ¢:w0t+§et2

w zupelnej analogii do ruchu postepowego.
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Przystepujac do obliczania energii kinetycznej bryty, musimy
odpowiedzie¢ sobie na pytanie, czy chcemy traktowaé ja jako skon-
czony zbior atomow, czy tez sktonni jesteSmy p6j$¢ na pewne ustep-
stwa w stosunku do literalnej prawdy i unikng¢ koniecznoéci wyko-
nania biliona bilionéw dodawan na co nie starczytoby wieku Wszech-
Swiatal

Dla bardzo wielu zagadnien mechaniki, aerodynamiki, czy hy-
drauliki, ziarnista budowa materii moze by¢ ignorowana. Pozwala
to na wprowadzenie pojecia gestosci, np. dla wody 1g/cm3. Wy-
obrazenie o rownomiernym, cigglym roztozeniu substancji bryty po-
zwoli wykonaé ostateczne obliczenie sumy energii kinetycznych jej
sktadnikow. Majac to ,ucigglenie” w planie, mozna jednak na etapie
posrednim rozwazan, traktowa¢ bryte jako sume skoriczonej (choé¢
ogromnej) liczby punktow materialnych i wypisaé jej energie jako
sume wkladow od tych sktadnikow.

Stowo ,wypisa¢” nalezy traktowa¢ w pewien okreslony sposob.
Np. sume liczb od jednego do dziesieciu mozna ,wypisa¢” literalnie
jako:

1424344+5+4+6+7+8+9+10

ale mozna tez skorzysta¢ z symboliki wymyslonej w matematyce i
napisac:

10
i
=1

Przy takiej symbolice zapisanie sumy miliona wyrazow nie zajmuje
wiecej czasu niz zapisanie sumy dziesieciu!

W ruchu obrotowym z predkoscia katowa w energia pojedyn-
czego punktu bryly o numerze ¢, ktérego masa jest m;, a odlegtosé
od osi obrotu r; wynosi:

N m; N m; UJ2 N
Byin =Y 500 =2 5 (wri)’ 272
=1 =1 i=1

gdzie przez N oznaczyliSmy liczbe wszystkich sktadnikow bryty.
Widzimy (zné6w w analogii do ruchu punktu materialnego), ze ener-
gia kinetyczna jest proporcjonalna do kwadratu predkosci katowe;j
z wspOtczynnikiem % i jeszcze pewng wielkoScig charakteryzujaca
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cialo. Oznaczamy ja literg B i nazywamy momentem bezwtadnosci:

N
B= Z mir?
i—1
Ostatecznie:
Bw?
Eyin = o

Mimo pozornej komplikacji, biliona bilionéw sktadnikéw, wynik
jaki uzyskaliSmy wprost wzrusza swa prostota! W jakim$ sensie,
pozorna zlozonosé sytuacji nie jest jeszcze catkowicie usunieta, bo
nie jest policzone B, ale to juz tylko jedna konkretna (dla danej
bryly i danej osi) warto$é. Zalezno$¢ energii bryly od predkosci ka-
towej zostata znaleziona. Momenty bezwtadnosci rozmaitych bryt
o regularnych ksztaltach zostaly policzone przed wiekami, a odpo-
wiednie wartosci (wyrazone przez mase i wymiary geometryczne)
mozna znalez¢ w stosownych tablicach.

Obliczanie momentéw bezwladnoéci rozmaitych bryt wymaga
opisania rozkladu masy wewnatrz tej bryly jako okreslo-
nej ciggltej funkcji ignorujacej istnienie atoméw. Najczesciej
bryta wykonana jest z jednolitego materiatu i wtedy gestosé
ta jest stala. Mowi sie wtedy o momencie bezwtadnosci
np. jednorodnej kuli o masie M i promieniu R obracajacej
sie wokoét osi przechodzacej przez Srodek, podobnie walca
wzgledem osi symetrii. Mozna rozwaza¢ moment bezwtad-
nosci preta wzgledem symetralnej, albo walca wzgledem osi
przechodzacej przez srodek, ale prostopadtej do osi symetrii
walca itp. Przy tych zalozeniach problem jest juz czysto
matematyczny. Mozna zapomnieé¢ do czego stuzy moment
bezwladnosci, i nadal go liczy¢.

Przygladajac sie formule definiujacej B, tatwo ustalimy, ze
zastepujac wszystkie odlegtosci punktéow wartoscig najwiek-
szg — oznaczmy ja R — uzyskamy wynik méwiacy od czego
moment bezwladnosci jest mniejszy:

N N

2 2 2
B < Zmirmax = Tmaxzmi =MR
=1 i=1
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gdzie sume wszystkich mas, mase catkowita oznaczyliSmy
przez M. Dla cienkiego pierScienia, ktorego cata masa sku-
piona jest na obwodzie, w odlegtoéci R, mamy:

B= MR’
ale dla wszystkich innych sytuacji moment bedzie mniejszy:
B =aMR?

gdzie « pozostajacy ostatecznie do wyznaczenia liczbowy
wspoélczynnik mniejszy od jednosci.

Naturalng droga do obliczania momentéw bezwladnosci jest
tzw. rachunek caltkowy, i mozna by ten problem odlozyé na
pdzniej, ale — traktujac to troche jako ciekawostke — dla
kilku prostych bryl pokazemy elementarny sposéb oblicze-
nia, omijajacy potrzebe catkowania.

Walec

Rozwazmy walec o promieniu R, wysokosci h i gestosci p.
Wydzielmy wewnatrz niego mniejszy walec o promieniu 7
tworzgc rure. Moment bezwladnosci calego walca jest sumg
momentu bezwladnoéci mniejszego walca i rury, wiec mo-
ment samej rury wynosi:

a(nR*hp)R? — a(nr?hp)r? = arhp(R* — r?)

Korzystajac z tozsamosci: R* —r* = (R? — r2)(R? + r?),
przepisujemy moment bezwtadnosci rury w postaci:

Brury = 04(7r(R2 — 7’2)hp)(R2 + 7“2)

Ale wielko$¢ w nawiasie: (m(R% —r2)hp) to po prostu masa
rury. Nazwijmy jg Mrury. Mamy wigc:

Brury = aMury (R +17)

Wprawdzie nadal nie wiemy ile wynosi «, ale za to wiemy
ile wynosi moment bezwtadnosci rury nieskonczenie cienkiej
dla ktorej r = R! Po prostu MruryR2. Poréwnujac te dwa
wyniki:
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MruryR2 = OéMI'ury(RZ + RQ)

widzimy natychmiast, ze dla walca obracajacego sie wokot
osi a = % Zatem:

Pret

Rozwazmy pret obracajacy sie wokot osi przechodzacej przez
jego koniec i prostopadtej do preta. Niech dlugoéé preta
wynosi L, a masa jednostki jego dtugosci A\. Z podobnych
jak dla walca powodow, jego moment bezwtadnosci mozna
zapisa¢ w postaci:

B=dML?

Pret ten mozna (w mysli) podzieli¢ na pret przylegajacy do
osi o dtugosci | < L i odcinek o dlugoéci L — [. Moment
bezwtadnosci tego ostatniego wynosi:

o LAL? — o/IN? = &/ \(L — 1)(L? 4+ L1+ 1?)

gdzie skorzystaliémy z wzoru na réznice trzecich poteg. Wpro-
wadzajac do powyzszego wzoru mase odcinka:

Mo qcinka = ML= 1)

dostajemy:

Biydcinka = O‘/]wodcinka(L2 + LI+ 1%)

Gdy odcinek staje sie coraz krotszy (I — L) cata jego masa
jest w stalej odleglosci L, wiec moment bezwtadnosci, be-
dac dany powyzszym wzorem, musi zarazem by¢ réwny:
Bodcinka = ModcinkaLZ' By nie bylo sprzecznosci musi
oczywiscie byé: o/ = 1/3 i ostatecznie:

1 2
Byoniec preta — §M L

Gdy odcinek obraca sie wokot osi przechodzacej nie przez ko-
niec, a przez §rodek, moze byé potraktowany jak dwa odcinki
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o masie M/2 i dtugosci L/2 kazdy, a to spowoduje ze jego
moment bezwladnosci wyniesie: 2 x (1/3)(M/2)(L/2)? =
(1/12) M L?:

1

2
Bgrodek preta = EML

Kula

Nim obliczymy B dla kuli, zrobimy to dla cienkiej powtoki
sferycznej o promieniu R. Nazywajac o§ obrotu osig Z, mo-
zemy dla odleglosci r; kazdego elementu sfery o wspotrzed-
nych x,y, 2z napisa¢ twierdzenie Pitagorasa: r? = x? + y2.
Suma takich kwadratéw odlegto§ci mnozonych przez masy
elementow rozbija sie na dwa sktadniki: z z-ami i y-kami. Sg
one z oczywistych powodoéw réwne sobie (po uwzglednieniu
calej sfery). Taki sam rezultat dalo by podstawienie z-6w,
wiec suma z x-ami i y-kami wynosi 2/3 sumy z kombinacja:
acf + yf + zZ-Q:

2
Sl ) = 5 Y mila? 47+ )

Na mocy twierdzenia Pitagorasa suma trzech kwadratéow
wspétrzednych to po prostu kwadrat promienia R, i osta-
tecznie:
2 2
Bpowloki = §MR
Od tego momentu postepowanie dla kuli jest analogiczne
jak dla walca. Wprowadzajgc nieznany narazie wspodlczyn-
nik o” wyrazamy moment bezwladnosci kuli wydrgzonej o
promieniach: r i R przez ten wspoétczynnik:

4
Oé,/p*ﬂ'(R5 _ T5)
3
(skorzystaliSmy z wzoru na objetos¢ kuli), a nastepnie eli-

minujemy gesto$é na rzecz masy wydrazonej czeSciowo kuli:

4

3.3
Myydrazonej = pgﬂ'(R —77)
uzyskujac:
B o . R
wydrazonej wydrazonej p3 _ .3
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Yatwo sprawdzié¢, ze obok znanej tozsamoéci dla réznicy
trzecich poteg obowigzuje analogiczna tozsamosé¢ dla réznicy

piatych poteg:
R® —r® = (R —7)(R* + R*r + R*>r* + Rr® + %)
Prowadzi to do:

R*4+ R3r + R*>»? + Rr3 + 14
wydrazonej R2+ Rr + 12

"
=«

B wydrazonej

Powtarzamy po raz trzeci nasz chwyt: zastepujac w powyz-

Szym wzorze promieil wewnetrzny r promieniem zewnetrz-

nym R uzyskujemy moment bezwtadno$ci nieskonczenie cien-

kiej sfery wyrazony przez o’’. Musi on by¢ zgodny z wyni-

kiem dla tej sfery obliczonym niezaleznie przed chwilg. Musi
byé:

JBRY 2

o' -2

3R 3

czyli o = 2/5. Ostatecznie:

R2

2 2
Byl = f MR

Walec wokél osi prostopadtej

Majac wyniki dla niektérych bryt mozna ,tanim kosztem”
wyznaczy¢ warto$¢ momentu bezwtadnosci innej bryty. Umie-
$¢émy walec pelny (o promieniu R i wysokosci h) w uktadzie
wspoélrzednych tak, by jego 0§ pokrywala sie z osig Z, a $ro-
dek z poczatkiem uktadu. Kwadrat odlegloéci elementu od
osi X wynosi y? + z2. Dla obliczenia momentu bezwladno-
$ci wokoét osi X, poprzecznej wzgledem osi symetrii walca,
trzeba obliczy¢ sume takich wielkoéci po pomnozeniu ich
przez mase elementu. Wynik rozpada sie na dwa sklad-
niki — od sumowania 22, i od sumowania y?. Pierwszy jest
identyczny z momentem bezwtadnosci preta (o masie walca)
umieszczonego na osi Z, czyli %M h?. Drugi skladnik po-
traktujemy podobnie jak przy powtoce sferycznej. Sktadnik
z y-kiem jest taki jakby byl z z-em, czyli polows sumy z
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(22 4+ y?). Ale suma iloczynéw mas z 22 + 32 = r? jest mo-
mentem bezwladnosci wokoét osi Z, a ten juz znamy. Osta-
tecznie: ) )
h R
B=M(—+—
(12 + 4 )

Twierdzenie Steinera

Bryla o konkretnym ksztalcie nie musi obracaé¢ sie wokot
swego Srodka! Wystarczy pomysle¢ o zegarze wahadlowym,
w ktorym solidny (przewaznie mosiezny) dysk przytwier-
dzony pretem waha sie wokoét osi odleglej od érodka dysku o
kilka promieni dysku. Zamiast uktada¢ tablice wartosci mo-
mentu bezwladnosci, np. walca, obracajacego sie wokoét osi
odlegtych o rézne odlegtosci, wymyslono jak prosto wyrazi¢
moment bezwladnosci bryty wokot osi odleglej od s$rodka
masy o d poprzez moment wokét osi przechodzacej przez
srodek, i przez te odlegtosé d.

Niech osig obrotu bedzie 0§ Z, $rodek masy niech bedzie
umieszczony w poczatku uktadu. Obliczamy moment bez-
wladnosci wokoét osi réwnoleglej do osi Z, ale przebijaja-
cej plaszczyzne z-y w punkcie (0,d). Odleglos¢ dowolnego
punktu od tej osi wynosi:

zi 4 (yi —d)? = d* + (2 +y7) — 2dy;

Jesli odleglosé te pomnozymy przez mase i wykonamy sume
po wszystkich elementach bryty, pierwszy sktadnik da nam
Md?, drugi da nam moment wzgledem poczatku uktadu (a
wiec wzgledem §rodka masy). Trzeci element da wktad, kto-
remu mozna nadaé¢ postac:

—2d > mgy;

Zgodnie z okresleniem polozenia §rodka masy, suma w ostat-
nim wzorze to y-owa wspoélrzedna $rodka masy mnozona
przez M. Ale érodek masy lezy w poczatku uktadu. Suma
ta jest wiec zerem! Ostatecznie:

2
Bodl. ¢ = Md" + By, masy

To wtasdnie jest twierdzenie Steinera.



150 ROZDZIAL 5. BRYLA SZTYWNA. MOMENTY
Kwadrat

Dzieki twierdzeniu Steinera mozna poszerzy¢ krag bryl o
dajacych sie policzyé prosto momentach bezwladnosci. Mo-
ment bezwladnoéci kwadratu wzgledem osi przechodzacej
przez $rodek (i prostopadlej do ptaszczyzny kwadratu) mozna
zapisaé¢ jako: akWMa2, gdzie M masa, za$ a — bok kwa-
dratu. Tenze kwadrat mozna potraktowaé jako sume czte-
rech kwadratéow z ktorych kazdy ma w érodku jeden rog.
Os obrotu jest teraz odlegta od érodka kazdego z malych
kwadratow o av/2/4, wiec zgodnie z twierdzeniem Steinera
kazdy z nich wnosi wktad:

M (av2)* M(a)2
1\ 1 “kwy \ 9

Po pomnozeniu przez 4 i uporzadkowaniu, mamy prawo przy-
réwnac ten wynik do wyjsciowej formuly vy, M a’. Prowa-
dzi to do réwnania:

Ma? Ma?
2
OékWM(I = 3 + akWT

sprowadzajacego sie do: %O‘kw = %, czyli do: apy = %
Daje to ostatecznie:

Lo

BkW = EMG

Pozostawiamy Czytelnikowi do sprawdzenia, ze dla prosto-
kata o bokach a, b otrzymuje sie na tej drodze:

1 2 32
Bprostokat = EM(‘I +0%)

A oto tabela z niektérymi uzytecznymi wynikami obliczen momentu
bezwtadnosci kilku bryt.
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Bryta

Walec

Walec (o$ poprzeczna)
Pret (0§ z boku)

Pret (o$ przez srodek)
Stera

Kula(petna)

Prostokat

O$ przez $.m.

O$ w odl. d od ér.masy

5.3 Moment sit

151

Moment
1/2M R?
M(h?/12 + R*/4)
1/3ML?
1/12M L?
2/3M R?
2/5M R?
1/12M (a® + b?)
B
B+ Md?

5.3.1 Moment sit skupionych

Praca sity, tak jak pojawila sie w rozwazaniach nad zmianami e-
nergii uktadu oddziatujacych punktéw materialnych, jest iloczynem
sity przez przesuniecie w kierunku tej sity. Gdy bryla sie obraca
(lub mogtaby sie obracac¢) wokot okreslonej osi, przesuniecie punktu
ukladu, na ktory dziata rozpatrywana sila, wiaze sie w prosty spo-
sob z katem obrotu (gdy jest on niewielki, ale to wystarcza). Gdy
konfiguracja jest taka jak na rysunku:
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Ag

przesuniecie przy obrocie o kat A¢ wynosi rA¢, a praca: AL =
FrA¢. Wielko§¢é rF' jaka sie pojawita to wlasnie moment sity.
Oznaczmy go literg N. Odleglos¢ r nazywa sie ramieniem sity.
Mamy:

N=rF, AL=NA¢

Rzadko bedziemy mieli tyle szczescia, by wektor wodzacy punktu

na ktory dziala silta, byt akurat do tej sity prostopadly. Chcac ob-
liczy¢ prace w sytuacji jak na nastepnym rysunku:
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B

linia dziatania

mozemy potraktowaé site jako sume dwoch sktadowych. Prace wy-
konuje tylko sita F'|. Jej ramieniem jest /22 + y2. Moment sity
wynosi zatem: /22 + y2F . Ale z podobiefistwa trojkatéw o bo-
kach (x,y,/x? +4?) i bokach (¥, F|, F'), wynika

X 7FL
NET A

Mozemy wiec wyrazi¢ ten moment inaczej:
N =zF

Ramieniem catej sity F' — w tym wypadku = — nie jest odlegtosé
od osi do punktu na ktory dziata sita, lecz odlegltosé od osi do
ukazanej na rysunku tzw. linii dziatania sity.
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W powyzszym przyktadzie o§ Y poprowadziliSmy réwnolegle do
kierunku sity (lub jak kto woli mamy site ktora akurat, w sposob
szczegblny ma tylko jedng wspotrzedng). Zatem nasz wzoér mozna
tez przepisacé:

N =zF,

Nic nie stoi na przeszkodzie rozwazy¢ przypadek jeszcze ogol-
niejszy, gdy punkt poddany dzialaniu sity ma obie wspo6trzedne
rozne od zera, i sila ma obie wspoélrzedne rézne od zera. W sytu-
acji jak na rysunku:

M,

F,7

mozemy rozpatrzy¢ prace obu sil: sity F 71 sity F,7. O ile ramie-
niem sity sktadowej na o$ Y jest, jak poprzednio z, to ramieniem
sity poziomej jest oczywiscie y. W sytuacji jak na rysunku, obie
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sity wykonuja prace dodatnig przy obrocie od osi X do Y, a wspol-
rzedna z-owa sily jest ujemna — trzeba ten znak uwzgledni¢ w
wyrazeniu na moment piszac:

N =aF, — yF,

To bardzo charakterystyczna kombinacja wspoélrzednych dwéch
wektorow. Bedziemy ja spotykali czesto.

Dodatnia warto$¢ momentu oznacza, ze praca dodatnia jest wy-
konywana, gdy obracamy — jakby usitujac nasung¢ o§ X na Y —
a ujemna gdy obracamy przeciwnie. Gdy moment jest ujemny jest
doktadnie na odwro6t.

Gdy dziala wiele sil, ich praca jest sumg prac poszczegolnych
sit:

AL = Z N;Agp = A¢Z Ni = Nean A¢
A zatem i w tym ogo6lnym przypadku praca wyraza sie iloczynem
kata i momentu calkowitego sit. Jest on sumg momentéw wszyst-
kich sit.

5.3.2 Moment sil rozcigglych

Sity grawitacji dzialaja na kazdy element bryty, jest ich niestycha-
nie duzo. Obliczenie sumy momentéw tych sit wydawaé sie moze
trudne, ale po pierwsze, wcale tak nie jest, po wtore trzeba to zro-
bié.

Umiesémy poczatek uktadu wspoétrzednych z, y tam gdzie ptasz-
czyzne te przecina o§ obrotu. O§ Y wybieramy pionowo do gory.

Moment sity F}, = —m;g pomyS$lanego elementu, ktérego wspot-
rzedna pozioma jest x;, wynosi: N; = —m;gx;, a moment catko-
wity:

Neatle = =9 D miti
Zgodnie z definicjg srodka masy, jego wspotrzedna pozioma, 0z-
naczmy ja rgy, wynika z rownania:

Mzxg = Zmimi

Doktadnie ta suma pojawita sie w wyrazeniu na moment catkowity.
Zatem:
Neatk = —Mgzgy
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Jest to bardzo wazny rezultat. Laczny moment sil ciezkosci
ciala jest identyczny jak moment pojedynczej sity ciezko$ci
Mg skupionej w $rodku masy. W zwiagzku z tym érodek masy
jest tez nazywany S$rodkiem ciezkosci.

5.4 Dynamika ruchu obrotowego

5.4.1 Zwiazek momentu sit z przyspieszeniem ka-
towym

Uzbrojeni w znajomos¢ zalezno$ci energii kinetycznej ruchu obro-
towego od predkosci katowej i pracy sit od kata obrotu, mozemy
teraz skorzysta¢ z udowodnionego wcze$niej dla uktadu punktow
materialnych twierdzenia, ze zmiana energii kinetycznej elemen-
tow uktadu, rowna sie pracy sit dzialajacych na wszystkie punkty
tego uktadu. Poniewaz praca sit spoistosci jest zero, WYSTARCZY
uwzgledniaé¢ prace tylko sil zewnetrznych:

2

Jak wielokrotnie widzieliSmy, przyrost kwadratu pewnej wiel-
koéci w? wyraza sie przez przyrost samej tej wielkoéci w sposéb
nastepujacy: Aw? = 2wAw. Pozwala to napisaé:

BwAw = NC&H(A¢

2
A (B—“’> — AL = N A¢

Jezeli teraz w po lewej stronie zastapimy przez A¢/At i podzie-
limy obie strony réwnania wyrazajacego bilans energii kinetycznej
i pracy przez A¢, dostaniemy:

Aw
B At Be = Neajk
Moment bezwladnos$ci razy przyspieszenie kagtowe réwna

sie sumie momentéw sit dzialajacych na bryte?.

2W niektorych podrecznikach nazywa sie powyzszy zwiazek ,,Zasada dyna-
miki ruchu obrotowego”. Jak przekonaliSmy sie naocznie, zwiazek ten wynika
z wezesniej dyskutowanych zasad dynamiki punktéw materialnych, moze wiec
by¢ nazwany twierdzeniem mechaniki, ewentualnie prawem dynamiki bryly,
ale nie zasada. Zasada to co$§ na czym sie zasadza dalsze rozumowanie, rzecz
wzieta wprost z do§wiadczenia, lub obserwacji.
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5.4.2 Zastosowania

Dzwignia

Gdy bryta ma by¢ nieruchoma, jej przyspieszenie katowe musi oczy-
wiScie by¢ réwne zeru! Poznane powyzej prawo oznacza, iz w row-
nowadze, suma momentow sit dzigtajacych na bryte musi by¢ réwna

zeru. Dzwignia dwustronna (zasadniczy element wagi), w szczegol-
nosci, jest w rownowadze, gdy przylozone sity spelniajg warunek:

TlFI = ’I“QFQ

Jesli ramiona sa réwne, a sitami sa naciski m;g i myg wywierane
przez pewne ciata, warunek réwnowagi sprowadza sie do réwnoéci
mas. To jest najdoskonalszy sposéb wazenia dla ,zwyklych” ciat.
Przy wyznaczaniu duzych mas (ale ciggle ,zwyczajnych”), uzywa
sie wag z dZwignig nier6wnoramienna. Wzorcowe ciata (odwazniki)
nie muszg wtedy by¢ tak ciezkie jak wagon kolejowy!

‘Wahadlo realne

W jednym z poprzednich rozdzialow badaliémy ruch tzw. wahadta
matematycznego. Jego najblizszg realizacja praktyczng, ktorej juz
nie da sie udoskonali¢, jest kulka o promieniu R zawieszona na nitce
o takiej dlugosci, ze odlegtosé srodka kuli od osi obrotu wynosi [.
Jaki jest teraz okres obrotu?

Moment bezwladnosci wzgledem tej osi daje twierdzenie Ste-
inera:

2
B=MP+ gMR2
Moment sity ciezkosci:
N =—Mglsin¢

Prawo dynamiki wyraza przyspieszenie katowe przez iloraz mo-
mentu sity i momentu bezwtadnosci. Zakladajac, ze amplituda
wahan jest niewielka i sinus moze by¢ zastapiony katem w mierze
tukowej, dostajemy:

gl

T Eroar’
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Przyspieszenie (katowe) proporcjonalne jest do wychylenia (ka-
towego) ze znakiem minus, ruch jest wiec harmoniczny z okresem,
ktory dostaniemy z przyréwnania tego wspolczynnika do wartosci
472 /T? jaka zawsze charakteryzuje ruch harmoniczny. Prowadzi to

do:
l 2R?
TIQW\/;X 1+W

Ostatni pierwiastek jest czynnikiem przez jaki trzeba pomnozy¢
okres wahadla matematycznego o dtugosci [, by dosta¢ prawdziwy
okres wahan. Pominiecie tego prowadzitoby do bltedu. Przy pro-
mieniu R dziesieciokrotnie mniejszym od [, liczbowa wartos¢ tej
poprawki wynosi /1,004 = 1,002, czyli 0,2%. Przy wyznaczaniu
g, na przyktad, zaniedbanie tego efektu doprowadzitoby do wyniku
9,77m/s?, zamiast 9,81. Czy to duzo, czy mato — mozna dyskuto-
wad, ale tak czy inaczej, dobrze jest umieé policzy¢ taka poprawke.

Bloczek nieruchomy

RozwigzywaliSémy zadanie o dwoch klockach, z ktorych jeden lezal
na stole, a drugi zwisal na nitce i go ciaggnat. W podobnej sytuacji
rozsadne jest uzy¢ bloczka, radykalnie zmniejszajacego tarcie nitki.
Bloczek wpltywa na warto$é¢ przyspieszenia klockow.

Predkos¢ nitki rowna jest predkosci bloczka na obwodzie, jesli
jego promien jest R, predkos¢ katowa wyniesie: w = v/R. Energia
kinetyczna obu klockéw i bloczka wyniesie:

1
Exin = 5(M +m+ B/R*)v*

Powtarzajac bilans energii identycznie jak poprzednio, gdy nitka
Slizgala sie po krawedzi stotu, dostaniemy na wartos¢ przyspiesze-

nia:
mg

“TM+m+B/R

Toczenie po réwni pochytej

Energie kinetyczng toczacej sie bryly obrotowej mozna wyliczy¢ na
dwa sposoby. Mozna skorzysta¢ z udowodnionego we wczesniej-
szych rozdzialach twierdzenia, ze energia kinetyczna jest réwna
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sumie energii kinetycznej calodci i energii kinetycznej w ukltadzie
srodka masy. Gdy promien bryty jest R, toczenie bez poslizgu
oznacza ze w = v/R. Zatem pelna energia kinetyczna:

Mv*  Bw?* (M + B/R*)v?
Pn =75+ 75 = 2

Mozna tez potraktowac toczenie jako obrét wokot chwilowej osi
obrotu przechodzacej przez punkt styku z podlozem, a wiec odlegtej
od $rodka o R. Zgodnie z Twierdzeniem Steinera dostaje sie dla
energii kinetycznej: (MR? + B)w?/2 = (M + B/R?*)v?/2, a wiec
wszystko sie zgadza.

Jesli bryta stacza sie z rowni o wysokosci h i dtugoéci [, na ktorej
w odleglosci  od punktu odniesienia energia potencjalna wynosi:
—]\/[g;z:%, bilans energii daje:

h
(M + B/R*)vAv = ngAx
co po zastapieniu predkosci v przez Az /At i podzieleniu przez Az
daje:
h 1
Oa=g-—— =
Y11+ B/(MR?)
Przy zsuwaniu sie ciata bez tarcia i bez obrotu, przyspieszenie wy-
nosi: gh/l = gsina, gdzie « jest katem nachylenia. Toczenie spo-
walnia wiec ruch. Dla kuli przyspieszenie toczenia jest mniejsze
od przyspieszenia zsuwania o czynnik W = 5/7. Dla walca
o czynnik 2/3. Dla bryly wydrazonej spowolnienie bedzie wiek-
sze. Dla cienkiej rury przyspieszenie toczenia z réwni jest dwa razy
mniejsze od przyspieszenia zsuwania.

5.5 Moment pedu

5.5.1 Moment pedu bryly

Kt6z z nas nie widziat w telewizji popiséw tancerek na lodzie. Tu
zainteresuja nas piruety. byzwiarka praca nég wprawia sie w wi-
rowanie jak najszybsze w pozycji z rozstawionymi szeroko nogami
i wyciggnietymi poziomo ramionami. Uznawszy, ze juz osiagneta



160 ROZDZIAL 5. BRYLA SZTYWNA. MOMENTY

maksimum, $cigga gwaltownie i nogi i ramiona jak najblizej tulo-
wia. Jej predkos¢ katowa wirowania gwaltownie przy tym wzrasta.
To wtagnie jest piruet.

W obu fazach ruchu, tj. najpierw z rozstawionymi konczy-
nami, potem z dostawionymi mozliwie blisko osi obrotu, tyzwiarka
ma ustalong warto$¢ momentu bezwtadnosci, ale te dwie wartosci
s3 niewatpliwie ro6zne. Moment bezwladnosci w fazie drugiej jest
mniejszy.

Zbadajmy jak zmienia sie predkosé¢ katowa brytly, gdy dokona
sie w niej przemieszczenie czeSci masy, prowadzace do zmiany mo-
mentu bezwtadno$ci. Skorzystamy tylko z tego co wiemy, ze praca
sit prowadzi do wzrostu energii kinetyczne;j.

Po to by sprawnie przeprowadzi¢ ten bilans rozszerzymy argu-
mentacje, prowadzaca do wyrazenia przyrostu kwadratu wielkosci
przez te wielkoéé¢ (Aw? = 2wAw), na przyrost iloczynu dwoch r6z-
nych wielkoSci: a i b.

A(ab) = (a+ Aa)(b+ Ab) — ab = aAb+ bAa + Aa x Ab

Jak wielokrotnie podkredlaliémy, przy badaniu przyrostow w
mechanice, niezbednych do okreslenia chwilowej predkosci, przy-
spieszenia, itp. iloczyny przyrostéw nie musza i nie sg uwzgled-
niane. Dlatego piszemy:

A(ab) = aAb+ bAa

To bardzo wazna reguta. Przyrost kwadratu wielkosci jest jej szcze-
gbélnym przypadkiem.

Dowolne przemeblowania rozktadu materii bryty mozna zreali-
zowal przez kolejne, czy réwnoczesne, przemieszczanie matych jej
fragmentow — punktéw materialnych. Wystarczy sie zajaé prze-
mieszczeniem jednego takiego punktu. Jesli wykazemy, ze jaka$
wielko$¢ sie przy tym nie zmienia, nie zmieni sie ona i w wyniku
przemieszczen dowolnej liczby elementow.

Wybrany do przemieszczenia punkt o masie m uczestniczy w
obrocie bryly, bo jego otoczenie wywiera na niego site dosrodkowsg
mw?r. Tym ,otoczeniem” moze by¢ linka radialnie napieta, utrzy-
mywana przez coS, lub przez kogo$ znajdujacego sie blizej osi. No
i decydujemy sie (jak wiadro ze studni) przyciagna¢ mase blizej
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srodka o jakies Ar i ja w nowym potozeniu zostawi¢. Moment bez-
wtadno$ci zmieni si¢ przy tym o:

AB = A(mr?)

Urzadzenie ciagnace (np. mie$nie tyzwiarki) wykorzystujac energie
wewnetrzng wykona prace

1 1
AL = —mw*rAr = —§w2A(mr2) = —§w2AB

(Znak minus stad, ze praca jest dodatnia, a Ar ujemne.) Praca ta
musi powiekszy¢ energie kinetyczna:

2

A(Bw?/2) = AL = —%AB

Stosujac do lewej strony wzor na przyrost iloczynu i przenoszac
wyrazy na jedng strone dostajemy:

2 2
%AB + BuAw + %AB —0

Po redukcji wyrazu pierwszego i trzeciego i po podzieleniu przez
w, dostajemy:
0 =wAB + BAw = A(Bw)

Iloczyn momentu bezwladnosci i predkosci katowej po-
zostaje staly gdy na uklad cial dzialaja tylko sily we-
wnetrzne

Powyzsze twierdzenie rzadzi piruetem, ale nie tylko. Takze dy-
namikg ciasnych gwiazd podwojnych, gdy wystepuje przeptyw masy
od jednego do drugiego sktadnika uktadu. Takze wtedy, gdy kur-
czy sie protogwiazda, czy gromada gwiazd. Takze ruchem kota gdy
kreci ogonem, by spaé¢ w koncu na cztery tapy.

Iloczyn momentu bezwtadno$ci i predkoséci katowej nazywa sie
momentem pedu i oznacza przewaznie literg J. Udowodnilismy wiec
(dla dos¢ szczegolnego, ale bardzo istotnego przypadku) prawo za-
chowania momentu pedu.
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5.5.2 Moment pedu punktu materialnego

Czytelnik zastanawia si¢ zapewne, co wspolnego maja ze soba mo-
ment sity i moment pedu, ze je podobnie nazywaja. W uksztaltto-
wane] historycznie terminologii trudno dopatrzeé¢ si¢ za duzo kon-
sekwencji, ale jakas chyba jest. Skoro i sita i ped sg wektorami, to
moment silty i moment pedu powinny sie analogicznie wiaza¢ z sila
i pedem.

Istota momentu sily, tak jak sie nam on pojawil przy oblicza-
niu pracy, to iloczyn sily przez jej ramie. Zapisany przy pomocy
wspolrzednych iloczyn ten wynosi: xF, — yF,. Przy obrocie bryty
ped elementu bryly mv = mwr jest styczny do okregu bedacego
torem tego elementu a jego ramie jest oczywiscie r. A zatem
ramiexped=mr?w, a po zsumowaniu wkladéw od wszystkich ele-
mentéw wyjdzie istotnie w Y mr? = Buw.

Nietrudno domysla¢ sie, ze dla dowolnego zbioru punktéw, nie
tylko dla bryly sztywnej, a wiec gdy sktadniki uktadu maja pedy
skierowane rozmaicie, niekoniecznie prostopadle do wektoréw wo-
dzacych, pojecie momentu pedu pelni swojg wazng role. Z definicja
nie mamy watpliwosci, w kazdym razie dla ruchu w jednej ptasz-
czyznie, jak dla planety krazacej wokot Storica.

J =xpy — Yps

Obliczmy przyrost tej wielkoSci w miare uptywu czasu. Sko-
rzystamy przede wszystkim z reguty obliczania przyrostu iloczynu.
Poniewaz moment pedu sklada sie z dwoch czesci, razem dosta-
niemy cztery sktadniki:

AJ = p,Ax + xAp, — p. Ay — yAp,

Kazdy z przyrostow proporcjonalny jest do czasu: przyrost wspot-
rzednej z wspotczynnikiem rownym predkosci, przyrost pedu z wspot-
czynnikiem réwnym sile. Daje to:

AJ = At(vepy — pevy + 2 F, — yFy)

Pierwsze dwa czlony w nawiasie okraglym niczym sie nie réznia.
Wyrazajac ped przez mase dostaje sie bowiem:

VyDy — Py = Mm(Vz0, — vy0) =0
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Pozostale dwa czlony to znany nam moment sity. Jezeli sita skie-
rowana jest stale do jednego punktu, i jezeli wzgledem tego punktu
okreslamy ramie, to moment sity znika i moment pedu jest staly.

Prawo zachowania momentu pedu planety jest nieocenionym na-
rzedziem przy badaniu toréw eliptycznych. Ramie¢ pedu zmienia
sie w takim ruchu i prawo stato$ci momentu pedu daje dodatkowy
zwiazek miedzy predkoscia a potozeniem. Latwo pokazaé, ze to
wlagnie stalo$¢ momentu pedu gwarantuje statosé predkosci polo-
wej planety. W tym celu popatrzmy na rysunek:

orbita planety

UAL
ramie pedu

Stonce

Zacieniowany trojkat, o podstawie vAt i wierzchotku w Stoncu,
ma wysoko$¢ bedaca ramieniem predkosci (i pedu). Zatem jego

pole to

1 At J
—vAt X ramie¢ = —p X ramie = — At
2 2m 2m

Predkoscig polowa nazywa sie stosunek pola trojkata do czasu. Wi-
dzimy, ze predkosé¢ ta wynosi J/(2m), jest wiec stala.
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Rozdzial 6

Uzupelnienia

6.1 Orbity planet

Niejednego z Was intryguje zapewne, jak z praw Newtona dostaé
orbity eliptyczne (ogodlniej takze paraboliczne i hiperboliczne), jakze
to moze byé¢ takie trudne, skoro Newtonowi udalo sie to ponad
trzysta lat temu, a od tego czasu taki nastapit rozwoj, tyle doszto
nowych przemyslen i metod rachunkowych. Wiadomo z praktyki,
ze pierwsze rozwigzanie problemu teoretycznego jest duzo zawilsze
i mniej bezposrednie od tego co mozna wymys§li¢ pracujac dalej nad
tym zagadnieniem.

Postanowiliémy tu zaprezentowaé spos6b wyznaczenia ksztal-
tow orbit w polu sity odwrotnych kwadratéow, rézny od tego co
rutynowo spotyka sie w podrecznikach fizyki na poziomie wyzszym,
gdzie potrzebna jest znajomos¢é matematyki przekraczajaca to, czego
zwyczajowo uczymy sie w szkole Srednie;j.

Aparat rachunkowy potrzebny do tego celu juz mamy. Sa to
trzy uzywane wielokrotnie reguty obliczania przyrostow:

1A
Aw?) = 20w, A= - . Aab=aAb+bAa

?7
Umiesémy w poczatku uktadu Stonce (to dla konkretnosci —
rownie dobrze mogtby to byé¢ Jowisz, albo jadro atomowe, albo
srodek masy ukladu Ziemia-Ksiezyc, itp.) i wprowadzmy w plasz-
czyznie ruchu wspotrzedne x, y. Oznaczmy zwyczajnie odlegtosé
od poczatku uktadu literg r. Pitagoras nas nauczyt, ze r? = 22 +2.

165
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Zapiszmy takze prawo powszechnego cigzenia w postaci wektorowej,
jak dotad nie uzywanej — pamietaliSmy jedynie ze przycigganie

dziala do srodka:
GMm

r3

F=-— 7

Dodatkowe, w poréwnaniu z najprostsza formg zapisu tego prawa,
wyrazy: —f sg wersorem jednostkowym skierowanym przeciwnie do
promienia wodzacego. Modyfikacja ta nie zmienia oczywiscie war-
tosci, przypomina o kierunku i pozwala na podanie wspo6trzednych
sity. Oto one:

x
(F,, F,) = GMm <_r_3’ —%)

Rachunek ponizszy ksztaltu orbity (mozna to nazwaé wypro-
wadzeniem z praw Newtona pierwszego prawa Keplera) jest szcze-
gblnie dopasowany do tego akurat zagadnienia, pierwsze kroki do-
wodu nie nasuwajg si¢ w spos6b naturalny, rutynowy — nie probuj
Czytelniku zastanawia¢ sie juz przy pierwszym przeksztalceniu ...
dlaczego wlasnie tak zaczynamy?

Napiszmy na poczatek:

() =¢
)T
Zapis po lewej stronie akcentuje, ze wielko$¢ ta jest kwadratem
czegos, drugi ze jest odwrotnoscig. Obliczmy przyrost tej wielkosci

korzystajac dla lewej strony z przyrostu kwadratu, dla prawej z
przyrostu odwrotnosci:

1o/ =1/,
2 8(0) =)
Dla prawej strony mozemy jeszcze raz skorzysta¢ z przyrostu

kwadratu: A (r?) = A(2? 4+ y?) = 22Ax + 2yAy. Pozwala to
napisac:

1 —1
A <;> — @Az +yAy)

A teraz obliczymy przyrost nastepujacego wyrazenia:
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traktowanego jak iloczyn dwoch czynnikéw. Otrzymujemy (z wy-
korzystaniem znalezionego przed chwilg przyrostu odwrotnosci r):

1 T
.3

AL = (Ax) (zAz + yAy)
T T

,
Doprowadzenie do wspo6lnego mianownika i redukcja wyrazéow po-
dobnych daja ostatecznie:

T Y )
A =5 @Ay —yAr) = =z, —yu,)At

Powyzsze byto zwyczajng matematyka, tego rodzaju przeksztat-
cen i tozsamos$ci mozna by wymysla¢ miliony. W tej naszej tozsa-
moéci pojawity sie dwie kombinacje wielkoSci sugerujace zastoso-
wanie w fizyce. Po pierwsze z/r3 i y/r® to prawie sktadowe sity
Newtona (Wystarczy pomnozy¢ przez stosowna stala). Po drugie
nawias: (v, —yv,), to niedawno poznany moment wektora, w tym
wypadku wektora predkosci. Jest to podwojona predkosé polowa
planety, a wiec wielkos¢ stala w czasie ruchu.

Po to by uzyska¢ co$§ uzytecznego, pomn6ézmy wiec otrzymang
tozsamos$¢ przez GM (Stala grawitacji i masa Stonica). Zauwazmy,
ze —GMuy/r3 nie jest sila (brakuje masy ciala m), ale przyspiesze-
niem. W polaczeniu z przyrostem czasu da to przyrost predkodci:
Av, = —GMy/(r*)At, prowadzac do:

A(GMz/r) = (Avy)(zv, — yv,)

Stalo$¢ w czasie kombinacji: xv, — yv, pozwala zapisa¢ iloczyn
przyrostu predkosci i tej wielkoSci jako przyrost iloczynu predkosci
1 tego nawiasu:

A(GMz[r) = Alvy(zv, — yv,)]

To jest to o co chodzito!

Rownosé dwoch przyrostow oznacza, ze réznica POZOSTAJE
STALA. To jest nowe prawo zachowania. W problemie ruchu w
polu sity odwrotnych kwadratow odkryt je po raz pierwszy La-
place, potem byto ono ,odkrywane” jeszcze wielokrotnie, jako ze
nie zrobilo zbytniej , kariery” naukowej, takiej jak prawa zachowa-
nia pedu, energii, czy momentu pedu i nie byto powszechnie znane.
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Wkroczyto ponownie do nauki w zwigzku z kwantowsg teorig atomu
wodoru, ale to zupelnie odrebna historia.
Napiszmy wiec:

GMzx/r — vy (2v, — yv,) = A, = const

gdzie wartos¢ tego wyrazenia, wyznaczong przez warunki poczat-
kowe, oznaczylismy A,.

Jest jasne, ze literalnie to samo mozna powtoérzyé dla wspot-
rzednej y, mamy wiec:

GMy/r — v, (yv, — xvy) = A, = const

Teraz juz cel jest bliski. Mnozymy pierwsze z réwnan przez z, dru-
gie przez y, dodajemy i ... zauwazamy, ze po wylaczeniu wspolnego
czynnika z predkoscia polowa, kombinacja (zv, — yv,) pojawia sie
jeszcze raz. Uwzgledniajac ponadto, ze:

T y 2?4 y? B 2

r—+y— = — =7
T T T r

dostajemy ostatecznie:
GMr = (zv, — yv,)? + TA, + yA,

W réwnaniu tym niby jeszcze sa predkosci, ale juz tylko w
kombinacji bedacej stala w czasie ruchu. Korzystajac z: J =
m(xv, — yv,), dostajemy réwnanie samej orbity:

GMr = J?/m® + zA, + yA,

Po to by mie¢ w rownaniu same wspo6trzedne kartezjanskie pod-
nosimy obie strony do kwadratu i korzystamy z tw. Pitagorasa:

G*M?*(2* + ) = (J*/m* + 2A, + yA,)?

W zmiennych x, y jest to rownanie kwadratowe. W zaleznosci
od warunkéw poczatkowych, determinujacych state dla danej orbity
wielkosci J, A, i A, moze to by¢ kolo, elipsa, parabola, hiperbola.

Badanie tej krzywej mozna sobie utatwi¢ wybierajac umiejet-
nie osie wspotrzednych. Przeciez ze Storica w ptaszczyznie planety,
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mozna o§ X poprowadzi¢ nie ,byle jak” (cho¢ i to wolno), ale do
punktu w ktérym styczna do toru jest prostopadla do promienia
wodzacego. Punkt taki nie istnieje tylko wtedy, gdy cialo rzucono
wprost na centrum i porusza si¢ ono po prostej. W pozostatych
przypadkach punkt o ktérym moéwimy jest albo punktem najmniej-
szej, albo najwiekszej dla danego toru odleglosci od centrum.

Gdy o$ x-6w przechodzi przez taki punkt, to zaréwno y, jak i
v, 8§ W tym punkcie réwne zeru, i jak wynika z wzoru:

0=GMy/r+ v,(zvy, —yv,) = A,

mamy juz stale:
A, =0

Przyjecie A, = 0 nie jest ograniczeniem si¢ do przypadku szcze-
gblnego, a jedynie przypomina, ze naszym §wiadomym wyborem,
0§ x-6w przechodzi przez perihelium, lub aphelium. Przy takim
wyborze wspolrzednych — oznaczajac R odlegloéé od Storica gdy
y = 0, a przez v oznaczajac v, — dla statych A, i J/M mamy:

A, =GM — Rv*, J/m = Rv

Podstawiajac do rownania orbity przed podniesieniem do kwadratu,
a po podzieleniu przez GM mamy:

Rv? Rv?
— (1= = e
T ( GM)QHLRGM

Na parametry R iv mozna patrze¢ jak na realne warunki poczat-
kowe nadawane przez cztowieka pojazdowi kosmicznemu wystrzeli-
wanemu w odlegtosci R z predkosciag v w kierunku prostopadltym
do promienia wodzacego, jak na stynnym rysunku Newtona.

Wygodnie jest oznaczy¢ kombinacje stalych jedna litera:

Rv? Rv?

— 1= tedy R ==
€, wtedy &

i R(1+¢)

Rownanie toru jest:

r=—ex+ R(1+¢)
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Ow ¢, to stynny mimosréd elipsy. Gdy predkosé poczatkowa jest
réwna pierwszej predkosci kosmicznej: v> = GM/R 6w mimosrod
znika, a réwnanie staje sie rownaniem okregu o promieniu R. Dla
predkosci mniejszych, parametr € jest ujemny, ale nigdy mniejszy
od —1. Jak latwo sie przekona¢ (za chwile jeszcze do tego wrocimy),
odlegtos¢ poczatkowa R jest w tym wypadku maksymalng na dane;j
orbicie odleglosécig od centrum. Ciato wystrzelone prostopadle do
wektora wodzacego z predkosciag mniejszg od pierwszej predkosci
kosmiczne]j, zmniejsza swa odleglo$¢ do centrum narazajac sie na
zderzenie z powierzchnig ciata przyciagajacego, gdy teoretycznie
najblizszy punkt orbity jest mniejszy od jego promienia.

Dla predkosci wiekszych ciato najpierw zwieksza swa odlegtosé
od centrum, a jego dalszy los zalezy od tego czy € jest mniejszy,
czy wiekszy od 1. Zeby sie o tym przekona¢ podnosimy réwna-
nie do kwadratu i po przeniesieniu czeSci wyrazoéw na jedng strone
dostajemy:

(1—ea® +2eR(1 +€)x +y* = R*(1 + ¢)?

Gdy epsilon osiagnie jedynke (druga predkosé¢ kosmiczna), row-
nanie radykalnie sie upraszcza — dostajemy znang z teorii rownan
kwadratowych parabole:

4Rz +y* = 4R?

Dla predko$ci mniejszych od drugiej predkosci kosmicznej, mi-
mosrod jest mniejszy od jedynki. Przeksztalcajac przy tym zato-
zeniu trojmian ze zmienng = do tzw. postaci kanonicznej i dzielac
cale rownanie przez wyraz wolny, dostajemy:

(¢ +eR/(1—€))” y?

RIG-9F  (iceri-a)

Od okregu elipse r6zni w tym przedstawieniu to, ze wspotczyn-
niki przy wyrazach z x-em i y-kiem sg rézne. To powoduje, ze
mozna o elipsie mysle¢ jak o ,splaszczonym” okregu.

7 réwnania odczytujemy bezposrednio skrajne wartosci x i y.
Gdy x = —eR/(1 — €), wtedy czton z x-em sie zeruje i elipsa oddala
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sie maksymalnie od osi X przyjmujac w wierzchotkach wartosci:

RvV1 — €2
(1—¢)

Wspotezynnik b = Rv/1 — €2 /(1 —¢) nazywa sie malq pdtosig elipsy.
Analogicznie a = R/(1 — €) to tzw. duza potos elipsy. Na skrzy-
zowaniu linii taczacych wierzchotki, w punkcie (-ea, 0), lezy srodek
elipsy. Ponizszy rysunek pokazuje dwie elipsy o € = 1/2 (wieksza
predkosé) i 0 € = —1/2 (mniejsza predkosé).

y==

Rysunek 6.1: Dwie orbity dla dwoch predkosci poczatkowych

Gdy mimo$rod e jest ujemny, Srodek elipsy lezy po dodatnie]
stronie osi x-6w, a to wtasnie oznacza, iz punkt poczatkowy jest
punktem orbity najdalszym od tego ogniska w ktorym jest centrum
przyciagajace.

Matematyczny opis krzywych, bedacych orbitami cial porusza-
jacych sie pod wplywem sity grawitacji, jest tez mozliwy przy uzy-
ciu azymutu i odlegltosci, zamiast wspotrzednych kartezjanskich x i
y. Mierzac azymut od polozenia poczatkowego (jak na rysunku), i
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korzystajac z tego ze x = r cos ¢, mozemy réwnanie orbity zapisa¢
w postaci: r = —ercos ¢ + R(1 + ¢), czyli:

. R(1+¢)
~ 1+ecosd

Dla mimosrodu dodatniego mianownik osigga dla ¢ = 0 swoje mak-
simum, a odleglto$¢ » minimum. Dla parametru ¢ < 0, dla wartosci
azymutu ¢ = 0 jest osiggane minimum mianownika, czyli maksi-
mum odlegtosci. Dla azymutu ¢ = 180°, gdy cosinus staje si¢ rowny
—1, jest dokladnie na odwrét.

Skoro juz tak dobrze znamy ksztalty i usytuowanie orbit, warto
wspomnie¢ o pewnych powaznych klopotach Kopernika i jego wat-
pliwoéciach co do wtasnej idei ruchu planet wokot Stonca.

Patrzac na réwnanie elipsy widzimy, ze stosunek matej do du-
zej potosi wynosi /1 — €2, podczas gdy odleglosé Storica od srodka
elipsy (potozonego w punkcie x = —ea) w stosunku do duzej po6l-
osi jest mniejsza dokladnie o czynnik e. Jakie sg tego praktyczne
konsekwencje, gdy € jest niewielkg liczbg, powiedzmy 0,017

Przy takiej wartosci' odlegtos¢ Stonca od srodka elipsy to 1%
jego Sredniej odleglosci, lub inaczej stosunek odlegloéci najmniejsze;j
do najwiekszej ma sie jak 99/101=0,98. Dokladnosé¢ pozwalajaca
odkry¢ takie zmiany osiggnieto na dtugo przed Kopernikiem. A
jaki liczbowo jest stosunek matej do duzej potosi przy tej wartosci
mimosrodu? Obliczmy: /1 —1/1002 = 0,99995. To zgota inna
jakos¢! Takiej roznicy 6wczesnie nie mozna bylo zauwazy¢. Innymi
stowy, tor wyglada jak okrag ze Stoncem WYRAZNIE poza jego
srodkiem! Gdyby naprawde tory bytly $cisle kolowe, ze Stoncem
poza §rodkiem, bytaby to najprzedziwniejsza zagadka, przeczaca
jakiemukolwiek poczuciu tadu i symetrii. Sliczny okrag dla planety,
ale ze $rodkiem obok Storica! Z boélem serca Kopernik musial sie
pogodzi¢ z takim (jak sie wydawalo) defektem swojej koncepcji.
Jedyna pociechg byto tylko to, iz mimo wszystko, przesuniecie byto
stosunkowo niewielkie.

Odkrycie, ze tory sg elipsami, zmienia sytuacje radykalnie. Elipsa
ma trzy wyroznione punkty — Srodek i dwa ogniska. Wlagnie w
jednym z nich lezy Storice. Co wiecej, prawa Newtona, przy sile nie

IDla Ziemi mimoéréd orbity wynosi 0,016.
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wyrdzniajacej w przestrzeni zadnego kierunku, poza kierunkiem do
Storica, tam wtlasnie kaza mu by¢! Kopernik tego triumfu prostoty
zasad mechaniki nieba i triumfu rozumu cztowieka, ktéremu te pro-
stote udato sie dostrzec w nawalnicy bezposrednich liczb opisuja-
cych zmudne, dltugotrwale obserwacje potozen cial niebieskich, nie
dozyt, oczywiécie, ale dla Newtona i wielu zyjacych po nim pokolen
ludzi my$lacych, byl to i jest trwaty powod do satysfakcji.

Podobnie mozna analizowaé ksztalt toru gdy € > 1. Nazywa sie
on hiperbola. Z przedstawienia orbity za pomoca azymutu widac,
w szczegolnosei, ze dla katow dla ktorych cos¢ = —1/¢, istnieja-
cych wylacznie dla ¢ > 1, mianownik osigga zero, a odleglo$¢ r
nieograniczenie wzrasta przy zblizaniu sie azymutu do tych warto-
sci. Wida¢ ze orbita jest nieograniczona. Dla € > 1 istniejg dwa
takie, symetrycznie potozone kierunki. Wyznaczaja one kierunki
tzw. asymptot hiperboli. Po hiperbolach poruszaja sie przybysze z
dalekiego Kosmosu — jednorazowe komety. Na dlugo przed zblize-
niem sie do Stonca, i na dtugo potem, ich tory prawie nie r6znig sie
od prostych — owych asymptot.



