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Rozdzial 1
Motywacja

[Miniejsza praca skancwi rocsmerzong wers)e interdysoyplinarnego wlkdadu monogra-
Reznego (o chlizonym tyvtule) prowadzonego proese mnie na Widsiale Fizyld Uni-
wersvbetu Warszowskiego. Je] casadnicorm celem jest ilosciowrn analiza wvbranych,
waznych zagadnien = doiedziny ryvnkdw fAnascworch oz gospodarek wolnonrnlo
wyvch, prowadzonn proes pryomat modeli uZvwanyveh do opisu cjowisk 1 procescme:
hzyeznych. Jest to obiecujace podejscie twlaszoza, e biercemy pod uwage proede
wazystlim modele dopuszczajgoe wystepowanie zdarzen elstremalnych (roadlkich ),
ktére (jak sig wdaje) od grwajs coraz wigls=g role talze na rrnlmch finansowreh i
w gospodartladh wolnorynlioerdh., Innyvmi slowy, zajmujeny sig tuta) proede waomst
lim talkimi modelami, ktdre pelnin dualng role: sg stosowane zardeno w hzyoe jalk
tez do opisu tjawisk cachod zacych na rynlach finansowrych omz w gospodareze] ma-
kroglali. Prowadzi to do uscislenia oz poglebione] inber pretac)i cjowisk 1 procescw
alonomicznych oraz soojologicznych a w tym cwilnszemn cjorisk fpu babli i keachdw:
gieldowych (D). Scrnetbe: "Why Stock Markets Crash. Critical Events in Complex
Financial Systems”, Princeton Univerity Press, Princeton and Oxdford 2002, [1))
Tego typu podejscie do elonomii 1 socjologi misscl si@ w mmach waschodmoyrdh,
inbardyscyplinarnydh dziedzin wiedzy potocznie cwanych elonofizyles o tal=e socjo-
b=yl

[MaleZy maznaccye, e w niniepte] pracy wylorsystujemy jalko narced zie matema-
tvoone proede wetystlim niegmussowslie procesy stochastyozne, np. tvpu Levyvago,
traltujac procesy gaussowskie tylko jalo niecbedny punkt odniesienia (gdyz =3 cne
niewrvstarczajace do opisu otaczajace] nas roecwistoscd). Tego typu podejpoie jest
usprawiadliwione falktem, e procesy niegaussowslkie mogg bye nieergodyoone ooyli
np. mogan e rondzone wlnsnie proes cdarcenin roadlde, stonowigoe najprovdopo-
dobnie] podstawe cardwno wspommnianydh bgbli 1 laachdw gieldowydh jal tes be-
daoe podstawg spowolnione], niedebwe’owslie] relalsaci fotopradow » materalach
amorheznych, lezge talze u podstaw nieergodyconego chiodzenia lnserowego stanc-
wigeego proecies miechedny etap dodwiadezalny prowadzgeoy do usyslkania konden-
satu Besego-Finsteina (W.D. Phillips: "Lasercwe dhledzenie i pulaplowanie ato-
méw chojgtoych”, Postepy Fizyki, Tom 49 (1998) 310-335, [2]: F. Bardou, J-P.
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Bouchaud, A, Aspect, C. Cchen-Tannoudj: "Leéevy Statistics and Laser Cooling.
Hemr Bare Events Bring Atoms to Rest”, Cambridge Univ. Press, Cambrid ge 2002,
[3] ). Oeczvwiscie, ccnacza to konieccnced —astgpienia dobrze znanege Centralnegs
Twierdzenia Granicznego przez tow. Uogdnione Centralne Twierdzenie Graniczne
Lénvago-Chinezina dotvemaoce rocldadcw stabilnych posiandajgeiwch cardwno skon-
coong jak 1 nieskoncoong wanancye.

Ponadto, wspomniana na wsteple interdyvsovplinamess bazuje min. na obsarvwa-
oji, Ze procesy stochastyozne ta pomocg lktdnch stammy sig opisac otactajgog naos
roeczywistosd ficyezna bad: tes elonamiczno-socjologiczng (np. dynamilsa stocha-
stvozna: rocwoju populacii w obecnossl cewngtronego Zrodla, rocproestroeniania se
epidemii, imigracji ludnoécl, opisujpen ewolucje portfela investora gieldowego, itd,
itp | maja czgsto charalder multiplilatwno-add vy ton. zowvierajsg cardwnoszum
multiplileatywny jak tez stum addytwny (D, Sornette: " Linear stochastic dyvnamics
with nonlinear fractal properties” , Physica 4 (1998) 205-314). Za pomocg tego f-
pu procescw, wprowadzajas odpowiednin konlurencie obu rodzajow stumu, meos-
na odtworme dla asymptotyconych wartosol cmiennych losowych cardw no rocklad
Ganssa (BRI Mantagna, HE. Stanley: "Ekoncfizyla, Wprowadzenie” , Wid s nie-
twa Maulowe PWI, Waszawa 2001; [11]) jak tez logantmiccno-normalny (EW.
Montroll, M.F. Shlesinger: " On the wonderful world of mndom walls” w " MNonequ-
ilibnum Phenomena 11 From Stochastics to Hyd rodyvnamics” | Studies in Statistical
Mechanics, Vol X1, eds. J.L. Lebowitz, E.W. Montroll, Morth-Helland , Ansterdam
1984; [12]) a =wlaszeza recklad petegew (D, Scrnetbe: " Critical Phenomena in Ma-
tural Sciences. Chacs, Fractals, Selfor ganization and Discrder: Concepts and Tools”,
Springer-Verlag, Berlin 2000; D. Sornette: " LMultiplicative processes and power law",
Physical Review E 57 (1993 4311-4313; [15]) ezyli rocklady odgriwajgce casadni-
czg role zardwno w naukach proyvrednicsyeh jak ez ekonomiczno-spoleczoych! (J1-P.
Bouchaud, M. Potter: " Thecry of Financial Risls. From Statistical Physics to Risl
IManagement” , Cambridge Univ. Press, Cambridge 2001, [16]).

Do pracy dedalismy fptulem uzu pelnienia rocd zialy poswigcone materalom leplo-
sprezystym taldm jalk np. bicpolimery, w ktonch relalsacia deformncii cachedzaoa
pod wplywem proyloZonego napreZenia jest opisann dynamiln fraltalng tzn. réc-
nego rodzaju fraltalnymi réwnaniami relalsaci (Th. F. MNonnenmacher, Ralf Iet-
zler: " Applications of Fractional Calculus Techniques to Problems in Biophysics”
in " Applications of Fractional Caloulus in Physics” | ad. K. Hilfer, Werld Scientific,
Singapore 20000 Jak sie clkazuje, rocwigzania talach rownan oparte s5 na funk-
cjach H-Fomn, ktdre posindajn wilnsnosol interesujgee = punltu widzenia mnlawr
fhnanscwnrch. IMa provldad, zanilajs asymptoteznie cgodnie = prawem potegowym
natominst dla krotkich coasdw cachowruja sie jak rocciagniety elsponens. Poowala
to edbwor=yé trendy (woneszaey i opadajacy) tworzgee lolmlne mal=ima szeregimr
czasowych dziennych indelmdw gieldowych (M. Ieoclowsla, B Iutner: "Dvnamics

10czywiscis, w maszych rozvaianiach nie pominiemy rozkladder b pu rocdagnisbeso skeponenzsa
zardmrno zmisnne] keowre] jak b=z jej loegarvbmu, kbore s fakze uzywane min do opisu relakesci
w ik ladach szkliskych.

1+



of the Warsaw Stock Exdiange index as analvsad by the DMitbag-LetHer function”,
DFG - Fruephstagung des Arbeitslreises Festloerper physil in conjuction with EPS
- 21* General Conference of the Mattar Division, Dresden, Germany 2006 [15] i,
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Rozdziat 2

Zasadnicze pytania

2.1 Rys historyczny: rozklady potegowe

Historia rockladu potegowego a w tvm Pareto-Lenyego jest interesujaca 1 warto ja
tutaj, jal sad=e, provtoczye. Mianowicie, saskoczenie moce budzid fald, 2a powszach-
nie uwaza 51¢ it rocklad potegowy a dolkladnis] roect bicrge tego tvpu caleznoss
zostaln odlovka w swiecie realnym dopiero w rolu 1887 proez wicsldego elkonomiste
i socjcloga Vinifredo Pareto podeomas gdy relalsacia pobegowa (ooyli analogiczna =a-
leznose tyle tylloo, Ze od coasu) zostala Juz cachserwowann w rolu 1728 proes fizylka
i inzyniera B.G. Buelingera, o ccym jest mowa w rocdz. 2.3, Co wigoe], na pocogb-
ltu drugie] polowy XIX w. francusld matematylk 1 izyk baron Augustyn L. Cauchy
wprowadzil 1 analizowal rocklad postact,
1

F{I'lrul ]_+_-__r::'

—wany dzisiaj wlasnie rockladem Caudhy’ego lub loarentzianem od nazwiska holen-
dersldego fizvln Hendrlm A, Lorentza, lborr plerwssy castosowal ten roclklad w
speldroslopil do opisu ksstaltow linil widmowrych 1 to pomime jege nieslonczones)]
warianceji. Rocklad odlayty proes Pareto jest niecwylkle wazny chociazhy ce we u

(2.1}

na jego coras liconiejsze costosowania w roznych galeziadh nauld - od matematyczne
proviodniczyeh po ekonomiczno-spoleczne.

Pareto badal empiryveznie worost camocnoscl jednostel: w réonych spoleczen-
stwach w diresach "polioju spoleccnege” (tzn. w claesie bralu wojen, rewduci,
krachéme, ete. ). Zauwazyv], Ze liezha jednestel: yix), kbdrych dochéd jest nie mnisjs=y
od r daje 518 opisad, dla wogledme duzvah wartceo dodhedu, o pomoog rockladu
potegowege postac,

yli:..r'l rd — 1 =0, I:E.E'l
gdzie a jest jedvnym (oprécs przedwyldadnicoege coynnila normalizujgeego) para-
metram definiujacrm rocklad . Pareto woznacsy] empirveznie ten wyldadnile - woe-
nical on © dobrym proyvblizeniem 1.5 dla tak rocnych spoleczenstw jak miesclancoye
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Angli, Irlandi, Miemies, Wlodh a nawet Peru. Wzoor I:_. 2) mozna wyraTic Ta pomocg
funlocji gestosci prawdopedobienstwa fiz)es 1/t

1
I.l1_|.._-|_ E

FTma=
E.'l::._r o JII'
-

gd=ie 1 < = < z,.. (tutaj, 7, jest maksrmalnym meclivym do csiggniscia
dechodem jednostli): gestose fx) jest miarg wagled nej liczhy jednostek posindajgch
dochéd réwny dokladnie 1. Zatem V. Pareto caobserwowal rocklad ssymptotyeznie
potegowy dla dodatnich =,

R
dx'flx)es JIV dr (2.3}

1

I

Flzhes (2.4)
Hocszarzenie tego rozldadu na ujemne -y arac jego systematveocna analiza zostala
opublilovrana doplens w roli 1926 proes matematyla francusliego, Paula Levmyago
oraz niecaleznie proes angielskiego gechizyla L. Richardsona, lbory castosowal ten
recklad do opisu ruchu ebisktdn: (tzw. pasiwnyeh skalardw ) w atmesfer-e w checne-
sci turbulencyi (A. Tsincber: " Variability of anomalous transport exponents versus
different physical situsfions in gecphysical and laboratory turbulence”, w " Lévy
Flights and Related Topics in Physics” , Lecture [Mobes in Physics Vel 450, Spronger-
Verlag, Berlin 1985, pp.3-33). [Malesy zaznactye, Ze rocklad Pareto-Levyvlego jest
werrhlowany po dzis d=ien. [a proyldad, badania opublikowane » 2001 rolu nad
spoleccenstwem Wiellie] Brytanii (A, Dragulescu, V.M. Yakowenko: "Exponential
and power-law probability distributions of wealth and income in the United Iiig-
dom and the United States", Physica A 200 (2001) 213-221) potwierdzajg w cals]
rocoigglosol obserwacie V. P:n.reb: prov coym tutaj a = 1.90 (gd=ie blad jest na dru-
gim miejscu po przecinku ) dla dedhedu netbo powyzej 100 kL year. Byloly wisloe
inberesujacym proeprowadzenie analogiccnych badan nad EFID]EC‘..EII.EtT'.'ﬂmJ. wacho
dzacych nnledw 1 gospodarel: kapitalistreznych.

Oeooywiscle, oprocs badan nad camoznoscin jednostel: prowadzone byly 1 sn ba-
danin nad dochodami wislu panstw. Badanin te proeprowadzil jolo plerwszy,
podstawie chiorozwdh danych uzyslanych = urcedow slarbowch, wilcsld elionomista
i socjolog C. Gind w roku 1922; stwierdzil on, Ze dochody te podlegaja (= dobrym
przvhlizeniem ) prawom potegowym o tnacsnie récnigoyveh sig wylkdadnilonch pobag,

Soozegolnie interesujgoe byly badania proeprovrad zone pod loniec ubieglego stu-

na

lacia nad gospodarls japotsly (K. Olkuyama, . Talognsu, H. Taleweasu: " Zipf s lawr
in income distribution of companies" , Physica A 260 (19997 125-131), ktdare wyleca-
lv, 2o dochody proedsishicrstw japotskich podlegaja pravwu potegowemu Zipfa' (w
zalresie bliske czterech delmd od dechedu ponad 10 miliondw jendw do blislke 10°
miliondw jencw - patrs roods. 3.14.3 ) Co wigce], dochody proadsigbicest w ramach
poszezegolnych galeni gospodarkd byl tym lepie] opisywane prawem potggonyrm im

P ravws potegowe Zipfa jest asympbobyezpie réwnoraine rockladowi Canchy'sgo-Lorenta dla
dodatmich © coyli zhudewanes na pim shumulovape peawrdopodobisfisbre posinda duigocasiegor
"wgon™ zankajacy = wykladnikiem 1.
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bard zie] dana galgz ucmestnicsyla w groe wolnorrnkowe ] ooyl im mnie] bvlo w dane)
branzy interwencjonizmu pafstwowego (prov coym wiykladnik potegl a cawiera sig
w proedziale 0.72 £ a = 113 a jego konkretna wartocsc cmienia 51 od galezi do
galemi ). Ma proyvkiad | branza budowlana podlegajaca niemal w pelni wolnej konlou-
rencji daje 51 opisac prawem potegowym o wyldadnilu o =1.13 w oalresie trzech
delnd podeooas gdy energetyln, podlegajgeon istotne] ochronie panstwa, zachowule
sig, paradolsalnie, w sposob trudny do opisania.

2.1.1 Skalowanie 1 log-periodycznosc a bable 1 krachy giel-

dowe

Zouwecmy, e funkeja pobsgowa _r,.'l::..r'l dana o pomocg wooru Pareto IZE.E'I spelnia
nastepujace réwnanie slalowania ciaglegs”

ylAz) = fil A Dyl (2.5)
gd=ie czyvonik slalujpey funlcje wix) jest zalezny od A i tutaj dany woorem
flay= a™. (28}

Zodajmy teraz od wrotne prtanie, a mianowicie: jaka jest najogdnieza postac roowigzania

singularnego réwnania slalowania (2.5)7 Latwo sprawdzic, Ze funkeja postaci

ll' b1
|].I.'l|I|'|| |:3|_|
| 4]/

jest rocwigoaniem tego rownania, prov oovm wyldadnile potegi provbiera postac

FILAD )

In| &

Podstariajge konkretng postad funkeji Fi| A |) (butajdang wyrazeniem (2.6)) obrzy-
mujenty, e a = —w. Jak widad, Flu) jest wolnocmienna, priodyezng funkejg u (o

okresia réwnym 1) oo potwala na j@] nastgpujace rocwiniecle w soareg Fouriern.
(Falet, 22 (2.7} jest najogdlniejs=g postacia roowigzania wylnZenry w dalssej cogsal. )

ln |

.'rln|:..r|".|
ln|;".|f,

F
In | A |£.

£ /
] -
S ., B l\i.‘rm-

T T

H
_ -
Il
&
—
—
_|_

przv coyvm wspolemnnild rocwinigoin o, s tuta] dane w postact

1 s .1
_ 3. v P L i B i _ 5
Cp = 3}' 1anF|:r.L Vexp| —2minu) = j; duF(u)ecs(2mmu), n=12,..

I:f.].lj i

"2

Dokiadnie] rmecs hotae, rwmnis skalowania [2.%) dotyey rcklady Pareto-Lévy'=go =yli
reckladu giz) e F]F' gdzie zmisnna kbecwa © moe proyjmeowac zandwno warbosa ujemnpe jak i
dodatmie a mie tylko dodatnie jak o ma miejece db rozkladu Parebo,
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gdzie dla uprcszczenia zalocylisnoy, Ze Fiu) jest parcysta funkeja u a stgd kazdy
wapdlezynnik rocwiniecia fourercwsldego jest parsysta funkejg n (fzn. e, =c_, ) oo
zostalo wylormstane w drugie] réwnoscl w (2.9). Ponadto, ograniccanyy sie tutaj
do rcecsywiste] funle]i F oo conacza, Ze wspolezynnild o, tes sa rmecpywiste. [Malezy
podlreslic, ze parametr A slalujaey cmisnng losown nie jest dowolny tylles dla das-
kretnej relacji slalowania o coym bedzie talde mowa w dalsze] czescl (D). Sornetbe:
"Discrete scaling invariance and complex dimensions” , Physics Reports 207 (1993)
239-270, [4]).

Stosujge grupe renormalizaci wylkazemy, Ze log-perdodycznoss jest obecna nie
tvllzo w rockladach opisujporch stabvstyld cmisnnych lesorrvch, np. indelscw giel-
dowych, ale flowi jus w samych rdwnaniadh stodhastyeznych opisujgoydh dynamilse
tych cmiennych (D. Scrnette, A. Johansen, J-P. Bouchaud: "Stock Marlet Crashes,
Precurscrs and Replicas”", J. Phys. 1 France 6 (19961 167-175,[5]; D. Sarnette and
A. Johansen: "Large financial crashes", Physica 4 245 (1997) 411-422 [g] ).

Ma ns.2.1 proedstavwicno nobowania indelsuy Down Jones na Gieldzie Mowojor-
sldej (ITYSE) proed pazdziernildem 1928 rolou ezyli proed wiellkim krachem na Wall
Street - noajwicksoym layvoysem gieldowyrm jaloi dotlinnd swint, o w tym talze Stany
Zdnoczone Amervld, w XN wieku, O glebolosci tego larvoysu swiademyr fald, 2o w
feralnym tygedniu: (otwarcie) sreda 23 pazdziernik - (zamkniscie) whorek 29 pac-
dziernile, indels [MTYSE straci] ol 0% swoje] wrarbosci” Ponadto, dla pordernania
proedstawiono najlepsze d opasowanie rocwigzania singularnege (2.7) urzgledniajgee
jadvnie linicws log-pericdveznesd (tzn. uws=gledniajgee w drugiej rémnesel w (2.9),
w wystepujaorm tam szeregu tyllo plervwsty wvrmaz tn = 1), proy coyvm jalo cmien-
ng niemalezng proyipbo tutaj © = a - (4. — #) gd=ie ¢ < t.) jest coasem (licconym w
dniach ) natominst #. jest dniem lkrachu (a jest tutaj, po prostu, staly proporcje-
nalnosel). Innymi slowy, wzigto tutaj pod uwage nastepujgeg, uproszooong formmule
tecretyozng dla czosu poproedzajgeegs dzien loachu ¢ (ezvlidla ¢ < 40

yit,—tis2 A+ B (1. — 1P [1+ Coos (win(t. — ) — o], (2.11)

gdzie castoecwano wygodniekme ocnactenia B = - a®, © = 2oy/cq, w = 27/ 1n |
A, & =—wlnfal
Jalk widac, kradch ten nastapil tuz preed troecim lokalnym malsimmm te] kroywe]

- nie jest to jednal: babel gieldowy w proeciwienstwie do sytuaci prosdstoerions)
na rys.2.2, gdzie jest on wyrscnie widooczny w proebiegu indelmu gieldy w Ivuala
Lumpur (MMalezja) w postaci cstrego, lolmlne go malsimum bespodred nic poproadza-
jacego krach o cupelnie innym lksstalcie niz wspomniane weooesnie]. Wlasnie tego
tvpu lsttalt bedzie dla nos w dalssym ciggu niechedng sygnofurg bgbla gieldo-
wegy ogolna definicja tow. macjonalnegs babla geldowegs pochod=i od Blacharda i

Malely mazmaczyd, 2e podobny kiveys zdarzy| sie np. w paidzierniku 1987 roku w fygodnis od
14 {obrarcie ) do 19 paidziernika (zambnisce |: naszczescie jego skutki me byly juz fak dramabyezne
jak w reku 1020,

Tauwaimy, 2= data krachy uzyzskam = dopasoerania funkei (2.11) do danych empityeznych
mede byd nieznaczme wiskssa od rmeccywisbej daby gdyvs dalszemu spadhoeri indeksdrr mode po
prostu proadwdzialad webrzy manie obroboor na gisldzie.
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Watsona (O J. Blanchard: "Speculative bubbles, crashes and rational expectations”,
Economics Letters 3 (1979 387-389, [8]; ©.J. Blanchard, MW, Watson: "Bubhbles,
raficnal expectations and speculative markets" w " Crisis in Economic and Financial
Structure: Bubbles, Bursts, and Shoclks" | ed. P. Wachtel, Leningbon Bools, Lexing-
ton, MA, [10]) 1 méwd trlle tle, Ze jest bo worest nobowan aleji zachodzgeyr w
relatywnie krdtlim clresie coasu (w stosunlu do ealego rocpatnwanego proedzia-
lu coasu ), kbdey cnacznie cdbiega od fundamentalne] wirceny alkeji ale nadal miescl
sig w ocecacowaniach wyvnilkajach o istmiejgoch modeli, w proeciwienstwie do babli
coyvsto spekulacyinych.

Ze wogledu na clbroymie —nacsenie wyraZenia (2.11) w analizie technicznej ne-
towean gieldownrch, proed stowvinnm na ponizych dwiéch rysunlkach zaréwno caletnoss
y od coasu jak tez jego skladownrch: pobagowe] i log- penodyezne).

Ponize] camiescilismy troy dodatlowe wyloes: precentujgos role drugie] harme-
niczne] log-pernodycone] poprawlki dla pierwszego "hgbla" na WIG-u.

2.2 Kluczowe pytanie matematyczne

Lévy interesowal sig proede weoystlim klasg roclkladow stabilnyech tzn. taldch, lobe-
re nie tmieniajy swolgs lettalty po dokonaniu transtormaci od pojedyneze] do
sumaryveoone] tmienne] losowe] mogg one ulsgad np. odpowiedmemu splaszozeniu
1 moooiggnieciu. Do tego tvpu lklasy nalezn muin. rocklady Goussa 1 Cauchy’ago
(Lorentza) (K. Mowal: "Stabstyla dla fzvlew” |, Wydawnictea MNaukowe PWI,
Warszawa 2002 ). Wymienione dwa roclklady rozni jedna zasadnicoa cecha: rocklad
Goussa posinda skofccony drugl moment natominst dla recldady Cauchy’ego jest
on nieskofcsony.

W owigzlu = tvm, Ze rocklady posiadajace skonczony drugl moment nie muszg
ke stabilne, Levy postasrid kluccowe prtanie o charmlderce eoysto matematyconym,
minnowicie: jaln jest najogdlniejsza definicin pelne] klasy rocldaddrs stabilnvch ¥ Od

powiedZ na to pytanie ostala sformulowana przez Levy’ego a nieco pocnisj dopre-
cvzowana proes Chineyna w postact tow. Uogdlnionegs Centralnego Twierdzania
Granicznege (UCTG; W, Paul, J. Baschnagel: "Stochastic Processes. From FPhysics
to Finance", Springer-Verlag, Berlin 1888; R.IT. IMantegna, HE. Stanley: "Elono-
b=yl Wprowad zenie, Wydawnictea [Manlowe PAWT, Warszawa 2001; 1.-F. Bo-
uchaud, M. Potter: "Theory of Financial Risks, From Statistical Physics to Risk
Management” , Cambridge Univ. Press, Cambridge 2001: J.-FP. Bouchaud, A, Geo-
rges: " Anomalous diffusion in disordered media: statistical mechanics, models and
physical applications” , Physics Reports 195 (1990) 127-283) cwanego talze twier-
dzeniem granicznym Levy'ego-Chincmyna. Twierdzenie to podaje erplicte najogd-
niejszg postac rockladu stabilnego cwanego jus dzisiaj rockladem Pareto-Levy’ego
- omowianie UCTG, a w trm tego rozkladu oraz jego rdcnyvch castosowan » fizmee 1
na ryvolach fnanscwoch, jest jednym o cosadniczydh celow niniejsze] lsinzld.
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Rosunek 2.1 MNobowania indelsu Down Jones na Gieldzie MNowojorskie] (IMTYSE)
przed pazdoiernilaem 1928 roluw ozvli proed wielkim lrachem na Wall Street - naj-
wiglsmym layoysem gieldowym jaloi dotkngd swiat, a w frm talkze Stany Zjedne-
coone Amervld, w XX wisku. Linig ciggla oonaczono najlepsze dopascwanie roc-
wigzania singularnegs (2.7) uwsgledniajgee jedynie linicws log-perodyoznose (tzn.
uwsgladniajgee w drugiej rownoscl w (2.9) w wystepujacym tam szeregu tyllos woe-
raz = n = 1). Optymalne wartoécl parametréw to 4 = 571, B = =267, C =
—0.0536, a =045, 1. = 1830.22, w =T 8 oraz ¢ = 1.0. Jak widas, krach nastapil
tuz proed troecim lolalnym maksimum tej lesywej (Fysunek caczerpnigto = pracy
A, Johansen, D. Scrnette: " Critical Crashes”, Risk 12 (19803 91-8L, [7]).

| 1]
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Rysunel: 2.2: Proebieg indelsu gieldy w Kuala Lumpur (Malecja) przed jej laa-
chem w stpezniu 1884 rolu - najwiglssrm kryvosem gieldowym jald dotlngd Az
w MO0 wielu. Linin ciggls oonaccono najlepsze dopascwanie roowigzania singular-
nego (2.7} uwzglad ninjace jedvnie liniows log-pericdvezneed (tzn. uw=zgledninjace w
drugiej rownoscl w (2.9) w wystepujpoym tam smeregu fvllo wyraz o n = 1), Maj-
watniejste parnmetry tego dopasowanin tor a = 0024, 1. = 188402 oz w = 10.9.
Jak widaZ, laach nastapil tuz po cetrym lolalnym malsimum te] lamwe) oorlt bl
poproad zony proes tow. bgbel gieldowy. (Rysunelk caccerpnigto = pracy A. Johan-
sen, D). Sornette: " Bubbles and anti-bubbles in Latin- Amerdcan, Asian and Western
stodt markets: An empinecal study”, International Journal of Theorstical and Ap-
plisd Finance 4 (2001 355-924, [8] 1.
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Fosunek 2.3: Zaleinesd funleji yif. — t) dans] woorem (2.11) od coasu ¢ liczone-
go w dninch (cecvlujaca, czerwona linia ciagla) oraz ¥ skladowe] pobegowe] danej
wootem yerlt.—t) = A+ B (t.—1F, (niebissla linia ciggla); obie linle poprowadzc-
no dla wartosol parametrow otrovmanych © dopasowania do danych empincznych
proedstawionydh narys. 2.1,
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Fosunek 2.4 Zaleinesd od cmnsu (liczonege w dniach) log-pericdyeznej skladowa]
funlecji (. — t) danej woorem yrr = 1 + Coos (win(t, — ) — &) dla parametrdmr

otroymanych = dopasowania te] funlejl do danydh empirvezmych proedstamdonych

na a2 1.
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Fosunek 2.5: Pierwszy "babel na WIG-u (czas jest liczony w dniach transaleeyvjnych
(td) o index WIG w punldach (p)).

2.2.1 DNMNiezbedne wvjasnienia

[Maryvs. 2.8 proedstawilismy arlentacyjnie symetrvezny rocklad Pareto-Levmego ooyl
najogilnie g postad (syvmetrveznego) rockladu stabilnege

1 e
Piz) = —JI' expl— |k |®locslkxidk, 0 < a< 2, (2.12)
T Ja

dla czberech typowrdh wartosd indelsu Pareto-Len’ego: cauwazmy, 2e gesbosc prome-
dopodobieistea powrcbu do poczatku (zgodnie = (2.12)) wynesi

Pl:_'._r =01 = T‘.%T'Eub.l:l + i'l I:f.].ﬂ |
1 maleje e worostem indel=u o jak to polazanc mrsunku.

Iorzystajge ¢ rocwinigcia w scereg funlcji elsponens , nastepnie camieniajae od-
powiednio —mieng bietacg w wyrazeniu (2.12) i ealkujge wyraz po wymsie = wy-
kerzvstaniem definicji funlkeji gamma Eulara (ezyli calld Eulera drugiege rod=aju)
meZna rocklad Pareto-Lévy'ego wotazic dla | 2 | = 0 w postaci nastepujacego, wisloe
provdatnego sceregu

1.2 =1y . 1 T 1
Pl:_'._".l = —_ }'_' |: - : ‘_|':II|_EH:..,.(1+ —|ﬂl'|.|:l}-rﬂ 1 - (31*'
T i3 3! a 2| x|t
= ktorego wyniln, e dla | T |— o0 dominowas bedoie plerwszy wyvraz tego steragu
1

P{r — cojrs m (2.15)
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Foysunek 2.8 Zaleznose funleji  wit. — 1) £ 4 + B - (t. —
tPrl+ Comsiwln(t, —t)—¢) + Clocs (2w lnit. —t) = 2¢)] od czasu ¢t (licco-
nego w dniach) uwzogledniajaee] drugn harmoniczng log-periodyvezng  poprovloss
(oscylujgen, czerwona linia ciagla) oraz jej skladowe] potegowe] danej woorem
y;:-,r_lif._. —th= 4+ 5. I:t_. -1, [niebieslm linia ciggla): obie linie poprowadzono
dla wartoscl parametrow ofrsymanych © dopasowania do danych empirnrcsnych
proedstowionydh na s 2.1 proy covm swobod ny parametr wazgoy tg poprawlse jest
tutaj ujemny 1 wynosi proyvldadowe O =0.03.
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Rysunek 2.7 Zaletneé skladomych log-perindycanych (serowej, piervase] i drugiej

harmoniczne] tralktowanych sumarveznie ) dla tego samego proy padleu, kbdrego do-

tozy rvs.2.6.



Rysunek 2.8: Rocklad Pareto-Lénvy’ego dla wartosci parametru skalujgeego 4 =
oras cctarech typowych warboscl indelsu Pareto-Lavyage: (1) linia czarna dotyemy
indelsu a = 2 coyvli opisuje rocklad Gaussa centrowany w zerze o dyvspesji o = -.,.-"EJ
(2} linia czerwona opisuje rockld Parsto-Lévy'ago o indelsie a = 1.5, natominst
(3} linia zielona o indelsie a = 1 eoyli rocklad Cauchy’ege-Lorentza, podemas gdy
(4) linia niebieska rocklad o indelsie a = 0.5, Widad isbotng récnice pomisdzy
rozldadami o indelsie a > 1 atymi o indelsie a < 1
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Rysunek 2.8 Rocllad Pareto-Lewv’ego w slali log— log dla wartcéol parametru sla-
lujacego 4 = 1 craz dwich skrajnych (sposrad ccterech fypowych) wartesci indelsu
Pareto-Lévvlago proedstavionych na rvs 2.8 II]:I linia coarna dotyezy indelksu a = 2
ooyl opisuje rocklad Gaussa centrowany w cerze o dyspersji ¢ = '.,.-"'5, a (2) linia
nishissln rocklad o indelsie a = 0.5,

oo dobrze widac w skali log — log na s 28 I:p-:-:-:'a.rlﬂ.J I:E.-l_-]fl.

['Ma pierwszy rcut clm moce budzic zdziwienie istnienie gornego ograniczenia na
indels rockladu Pareto-Lévy’ago we woorze (2.12) - rvs.2.10 wyjasnia ten problem.
Ched=i o to, 2e gdy a > 2 wowemas funkeja Piz) dana woorem (2.12) skaje sie
ujemna dla niektdrrch wartosoi cmienne] niemaletne] r© oo plerwsty cauway] w rolku
19189 matematyl F. Bernstain.

I'Ma koniec tego paragrafu nalezy caznaczye, Ze jak dotychezas znane sz fyllo
trzv zambnigte postacie symetryvozne go rocldadu Parsto-Lévy "agor oprées roclklad der
Gaoussa 1 Cauchy’ego o kbonch juz mowilisooy, jest jessoze rocklad Zolotarieva ooyli
rocldad Pareto-Lévviago o indelsie a = 23, ktory wyrazn sie ca pomocn funleji
Whittakera Wy 0 10

1 I 2 43
_FI-l,-"zll,-'ﬁ':a_-_.F'l_u ) expl— =L I (2.16)

1
-,.-"E,rr|:..r| T2 il

jak wida¢ rocklad Zolotariewn wyraza sig o pomocon funle)i niselementarne] I:':'.'
proeciwienstwie do dwoch pocostalyda ),

Pir)=

3d



Fix)

2

Fosunek 2.10: Zalezncec funleji Plr)dansj woorem (2.12)od x dla parametruy =1
oraz indelsu a = 3 - jst to maleznese trpora dla srtuaci gdv indels a jest wiglszye
od 2. Jak widad, funlcja P(x) proybiera talce wartosel ujemne oo jg dyslkwalifiluje
jako funlele rockladu prawdopodobienstwa dla a = 2.
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Tabela 2.1: Tabela wygranych

Tuolejnoac Tli._}'&rﬂ.nﬂ Prawdopodobiensteo | Warkose oczeldvwana |
1 1 17 1.1;2=1;2
2 2 14 2.14=152
3 1 1/8 +.1;8=1;2
n T 17 =t 1 =12

2.2.2 Paradoks Petersburski a brak skah hzvczne)

Rocldad Pareto-Levvego posinda maslalujacg wlsnose, lbom proes doiesisciolecia
powstroymywala fizylaw proad jego stosowaniem - chodzi o rochiecnose drugiego
momentu ooyl o nieskoficzonn dyspersje tego rockladu. Tauwaznmy, 2e ma misjpos
nasktepujacy w=ir na moment rzedu (stopnia) m cmienne] losowe] x

(™) = (=i —P(k) | ima, (2.17)

dkm
gdzie .!E"I:k] gst transformntn Fouriera, wang talze funlejn charalteryvstezng roc-
kladu Pz} (wzda (2.17) wyprowadzilismy w rocds. .. dla ogdlniejszege proypadlu
momentow wambkowych, koroystajac = definicji pochodne] ulnmlowe]). Jak widae,
funlkejn charaltervstyezna reckladu Pareto-Lév’ags (2.12) jest dana wyrazeniem
Pk = expl— | k |*), (2.13)

co w polaczeniu ze woorem (2.17) prowad =i do waninldw:

{:..r‘":l { 0, l.'llﬂ.. moE a . I:?.]EI]
=00, W proDeciwnym racie
czyli np. do wspamniane] na wstepie rechieznosci dyspersji rockladu oz = /(7).

['Ma istnienie w rachunlku prawdopodobienstwa nisslonczonych wartoscl proeciet-
nych swrdcli juz uvage na pocsaklu XVIIT wislu M. Bernoulli 1 . Barnoulli pesiu-
gujac g wprowadzonym proes siebie proylladem tow, paradolsem petesburskim.
Jest to gra hazardowan, w ktdre] banlder rouen symetryvezng monetg n4 1 razy. Groes
uczestniczaoy w te] groe wygnwa 2™ monet jezeli n razy pod rmgd wypadnie avers
zanim w kolejonym (n 4 1 rzucie) wypadnie revers. Otroymane wvnild zostaly proad-
stavicne w tabeli 2.1, Jak widas, sumarvezna wyvgrana I:c":_'g.']i wartcse oozeldwana),
lzbora jest rowna sumis wamystlach licch ¢ cstatnie] kolumny 1241724, . |, rochiega
sig w miare jal liczha routdw rognie. Zatem, dla lmzde) skoniczone) stawlel jalng magl-
bv caproponovac wehodzgoy do grv gracs jego wygrana bedzie predze] ooy poznie)
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bardzie] prawdopodobna niz pomzla. Mimo to gracs nie cgodszi sig na nieslonczong
stawle Jaln bvlaby wymagnnn proes gre sprawiedlivsg gdvz, comywiscie, nie jest w
stanie grac nieslonczenie dlugo. I lolel banlder nie cgodzi sie na Zadna sloncezong
oplate wstepna gracza gdyvz (jak powiedzielisnyy) straci jg pradze] coy pocniej. Wi-
dad, Ze manty tutaj do ezynienia = nierccwigzywalnym kenlilbem (zreszta = tege
powodu grv o nieskoncsone] wartosol oczeliwanes] nie nadajgy sig do castosowania w
lensvnach ). Jalo jest provezvna tego kondiltbu, Otoc banlder 1 graes nie mogn ustalis
zadne] kompromisowej stawld gdyz taldej charalternstyreone] stawld (lub méwige
jezvldem fizyld, skali ) po prostu nie ma.

Wracajge do rocldady Pareto-Levy'ego, nieshofozona dyspersja oonacma wlnsnies
brak charalkberystyezne] slanli; innymi slowy wamystlde skale sa futa) réwnoprome-
ne - cjawisla opisywane tyvm rockladem —achodzace w réinydh skalach sg (w sen-
sie matematyconym) podobne coyli polgozone relacig skalowanie o corm jest movwa
soozegolowo w dalsoe] coesol lsinzla.

2.3 DMotywacja fizyczna

Cheae nie chege, liccha doswindezen ktdre dajn sie opisac za pomocg s powvol nione]
relalsacii, zwane] talce dlugockresowg (covli anomalng, nisd ebye’owsln albo niselk-
sponencilng ) soyblo roanie. Sg to proede wemyvstldm ojowisla dotyoogoe relalsacyi w
srodowislu amorfieznym, niewporzgdlosanym ("random materials” ). Spcgrdd nich
najbardziej znane s3 te dotyvemace relalsaci (M. Ghosh, B, Chalkrabarti: "Rela-
xation in disordered systems”, Indian Journal of Physics 65 A (1991) 1-24):

- fotopradow w amorficznych flmach szklistych a w fym relalsacyi foboprgd o
w ekspervmentach lserograficznych (EW. Montrol, M.F. Shlesingsr: " On the
wonderful world of random walls" in "Monequilibrium Phenomena I1. From
Stochastics to Hydrod ynamics” , Studies in Statistical Mechanics, Vol X1, eds.
JL. Lebowitz, EW. Montroll, Morth-Hdland | Ansterdam 1834}

- relalssacyi namagnesowania magnetvlow ponize] temperatury leobrozne]
- szldel spinowych

- uldadow perlolujaonch

- starcejacyvch sie szldel 1 polimercwr

- relalssacyi wiskoelastrozne)

- relalssacyi reltombinacyine] w epitalsjalnydt podproewed nilach

- miestabilnosci w mateni granulowane) |:J.'l p. lawiny w samoorganizujace] sie k-
teznosot lopeoa piachu)

a talze dotvoogoe

a3
L3



- ancmalne] dyfuzji wodaru w amorhconych metalach prejsciowyvch (K. Hem-
pelmann: "Hydrogen Diffusion in Proton Conducting Oxides and in Manoory-
stalline IMetals” in " Anomalous Diffusion. From Basics to Applications” |, Lec-
ture [Motes in Physics Vol . 518, eds. B Twutner, A. Pelalsld, I, Sznajd-Weron,
Springer-Varlag, Barlin 1889

- chicdzenia lnserowego stancwincego tosadnicsy element metody pozwalajnos)
na pulaplkovwanie stomdw w postac kondensatu Bosego-Einsteina, proy coym
statvstvln coasow Zyein tvch abomow w pulapes podlaga roclklad ol Levyr’ago
= wykladniliem a = 1/2, (F. Bardou, 1.-P. Bouchaud, 4. Aspect, C. Cchen-
Tannoudji: " Levy Statistics and Laser Cooling. How Bare Events Bring Atoms
to Rest”, Cambridge Univ. Press, Cambridge 2002).

Spowolnions relaksacie opisuje sig najeoescie] ta pomocg killu rodzajew funk-
cji relalsacy fIZi‘ I Ma przvldad, =o pomocg proavwa Iuohlrauscha-Williamsn- Wathsa
(ISW)

ro=es (- (2)). o

gd=ied < a < 1; wyratenie (2.20) nesl tale nazwe rocciggnistege exponsnsa | ‘stret-
ched exponent’). Fownies ca pomocg prawa potegowe] relalsacii Muttingn

N
O = e

gdzie wyldadnil 0 < n - 1. Jak tez, ogolnie roect bicnge, oo pomeoeg funleji, lkbore

posiadajn asvmpbotyveony zanik potegoery

Fltyes 2,

-l!-..'l.

I:gd:.ie 0 a)oezy badoie mowa w dalsze] coescl
Marys.2.1] paownano w slali liniowe] troy redzoaje funlee) relalosaci: |::.T'.':-'1§]:="l

encponent covli I:sh':u.ndardm'e'l prowro relalsnci Delbve’n I:l:i.ni.':u. zialona)
F(t) =exp(—t/7), (2.23)

oraz prasa WA (linia czerwona) i Muttinga (linia niebiesla) dla parametras w = 1
ia=075

Analogictnie, na ryvs.2.12 porownano w shkali log — log troy rod zaje funleji relalk-
sacji: prawa relalsaci Debiwe’a (linia zielona), Kohlrauscha-Williansa-Watksa (linia
czermona) orme [Muttinga (linia niebissln) dla taldch samych warkosei parametrder
T,alnmn

Jal powiedzielismy na wsteple, relalsaci potegowa zostala po raz plerwszy oa-
obserwowana proes B.G. Buelfingsra w rolu 1728 w badaniach nad relalsacig na-

prezen w taldch materinlach jal stal 1 kamien. Od rdzu 1388 nosi ona nazwe prawa
sprezyvstoscl Bacha.



1 2 3 | 5
Rysunelk 2.11: Porcwnanie w slali liniowe) troech nod zajowr funlesji relaleaacii: pravwa

relalsacii Debyve'a (linia zielona), Kohlrauscha-Willinmsa-Wattsa (linia czerwona)
oras Muttinga (linia niehieska) dla parametréw =1 araz a =n = 0.75.
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Rysunek 2.12: Porownanie w slali log —log troedh rodzajdw funlepi relalsacy proed-
stowicnych na rys2.11 w slali liniowe]: prowa relalsacii Debye’a (linia ielonal),
Iohlraischa-Williamsa-Wattaa (linia czerwona) oraz Muttinga (linia nisbissla) dla
taldch sanmch wartcscl parametror 7, a i1 n.

Z grubsma roect biomge, spowolnionn relaksacin moce bvé wyvnildem istnienia w
ulladzie zlozonym wielu silnie sprogsonydh 1 rocnie relalsujacych poduldadow, co
moze prowadzic do retardacyi lub, ogolnie] mowine, pamigci a watem do miemarlo-
worwsliego charaldery procesu relalsacii (W.G. Glickls, Th.F. Nannenmacher: " Fer
Function Representation of [Mon-Tebye Relowmtion Processes” , Journal of Statistical
Physics T1 (1993) 7T41-757; ThF. Nonnenmacher, B Metzlar: " Applications of frac-
tional caloulus techniques to problems in biophysics” rood= VI w " Applications of
tractional caleulus in physics”, pod redalcjg . Hillern, World Scientific, Singapore
2000). To = holei prowadzi do ulambkowego (coyli fraldalnege) réwnania relalsacii,
lboregn roowigzaniem jest funlcja Fowa zanilnjgen, jak wisdomo, pobsgowo. Syvs-
tematrezne omowianie trdh cagadnien jest jednym = zasadniczych celdw niniejsze)
pracy.



2.4 Relaksacja fraktalna

[Ma zalofczenie tego rozdzinlu wprowad zimy fraltalne rowrnanie na funlecj relal-
sac)l duigld kbdremu bedtienny mogh odtworswe wprowadzong wozesnie] relalsacis
potegoera. Jak wiadomo, wylkladnicsa funlecja relalsacii (2.23) jest roowigzaniem
rowrnania rocnicclowego

dfiity _ 1. .. -
? =—I:f|:‘l!'l:| ‘|!‘ - I::|:I [3.3+l
= mdanym wannkiem pocsgtlowym f(t = 0) = f Odpowiednildem calkowym
r&wrnania (2.24) jest nastepujace

Td=1fit v aer 1 7% . !
fl:'l!"l— f,:l :—;T{E d!_"' _.: jﬂ ar fl:‘l!‘ 1 |:335|

ponievwas callowanie pelni role operacji edwrotne] do swvldego réznicclhowania dla-
tego conacoylismy je tuta) jako ujemng pochodng. Occywiscie, pochodna to ma
zupelnie inny charalter niz dedatnia a mianowicie, jest tpu globalnegs (w proaci-
wieistwie do dodatnis], kbdm ma charalder ladmlny).

Uogslnienie réwnania (2.25) polega na wastapisniu wystepujacego tam ujlemnego

roznictlhowania, ujemnym récnicchowaniem ulamloowrm

fiti— fa =——— , 0 < a, (2.26)

gdzie ujemna pochodna stopnia —a jest po prostu operatorem calliownrm Riemanna-
Licuville’s

d_ﬂ.ﬁf.' d:___r I';..:.FI'.:.J -rl:l]P dt’ I}_‘T'*J.'-J“' dlaaz( |:'-'l 27)
dt—= i) dlaa=d

(patrz Deodatel A) Récnictkujpe stronami réwnanie calkowe (2.268) otrovmujemy
traldtalne réwnanie relalksncyi coyli réwnanie récnicckowo-callowe postact

T 1 [ — n

dt) 147 4.,

dt e gil=a 7

, (2.28)
lbcre stanowi becpogsrednie vogdlnienie wwyldego rdwnaonin récnictkowego pierw-
szego sbopnia (2.24) opisujaego relalsack debie’owslg. Roowissanie tege réwnania
wyraza 51 ta pomocn funlej Foosm frpu Hil':_f (Th.F. Monnenmacher, R Metzler:
" Applications of Fractional Calculus Techniques to Problems in Biophysics” w "Ap-
plications of Fracticnal Calculus in Physics”, ed. K. Hilfer, World Scientific, Singa-
pore 2000 ) lub inaczaj rees bicrge, =a pomeecg funlecji Mitbag Leffer £, (R Metzler
and J. Klafter: "The Random Walk’s Guide to Ancmalous Diffusion: A Fractional



Dvnamics Approadch”, Physics Reports 330 (20007 1-77),

o _ fo 1,1 t m;.;l" - 1,1 1
e = JH [? (0,2 (ﬂl'u] = hHi [[5_.:)

fp phe (4]
= fE. _-) ) - - 2.29)
f]r':' |:~.|:~. . fDEI:.II'_Eu-.,l:].-l-CLJl |: )
Hoowigzanie to proejowin noste pujace cachowanin graniczne
I B T & T
fre pt P Ummngs) | deier 230)
I Ty dlatZ romz 0 <a <1,

= ktorrch pieresze to nic innego Jak wspomniane proes nas wezesnie] prowo relaksac
Tchlrasha-Williansa-Watksa a drugie (falce wspomniane proez nas) prawe zanilu
potegowego o wykladnilkdem 0 < a < 1 dla innych warbcsci o nie uzyvskuje =i
asvmptotyoonego prova pote gowego.

Marys. ... proedstawicono provlladowy proebieg funlicji Fopn Hi dla troech rée-
nych wartosol wykldnila a.

2.4.1 Rola pamieci w relaksacj

Spojroymy teraz na relalsacie od strony wmocliviajgoe] analize roli jalg odgrwa w
nie] pamigs. Hoowoenmy catem nastepujace réwnanie rocnicchkowo-calkowe © jadrem
pamigci J (),

E’;T' =_ J,f:a‘f’}{ (t—t"F(H. (2.31)
Malezy podlkreslic, e powyisze réwnanie usyskano proy wyvlkorzystaniu technild ope-
ratopéw rmutowsch Zwanzign. Powvisse rownanie pocwoli nam na wyprowad zenis
wiszystlich omawianych dotpchezas rodzajow relalsacy poprzes odpowiedni dobor
jadra callowege I0(1)

A) Brak pamigci. Proypuscny, 28 w uldadzie nie wystgpuje pamigc tzn., ze jgdro

callomma

Kity= %-5 [t (2.32)

podstawiajge powyisze witazenie do réwnania (2.31) ctroymujenty jalo jego roc-
winzanie wyldad niczg funkcje relalsach

!-\_l
[ 2]
(k]

t

F(8) = fomp(—7) ;

(dang juz weoesnie] wlasnie woorem (2.23)).



B Pamigc stala. Zalccmy ternz, ze jpdro pamigol jest nezalezne od coasu oovli

Kith=w, (2.34)

wowemns, podstowinjac [2.34:'! do [9.391, ooy mujenty cecylujace rocwigoanie na
funlecl relakaac)i

fit) = fooosiwt), (2.35)

gdzie w jest pewng staly wiglszn od cem.
) Pamied wolnocmienna. Proy pustmy, Ze jadro callowe, Kit), jest wolnozmien-
ng funkecjg czasu 1 pocmatlowo I:dl.':n. t @ 7) narasta w sposob potagownoy

Kty = Hqt™, o4 =10 (2.36)

Stod oraz T rownania [2.31 | obrovmujemy jalio roocwigzanie funleoje relalsacy

L

|'r i 4:‘. ] .-
Fit) e fyexp ||\_ |: i) l:| . = _h'é [+42) (2.37)

w postoci roooiggnisbags elsponansu.
D) Pamige dlugookresowa. Dalccnmy teraz, e jadro pamigcl jest dla t = 0 alge-

braicznie malejgon funleciy coasu

i
Kt = -8 K=

a 1< = 2: (2.38)

?
podstawiajge, jak —wyldle, powyismg postad jadra do téwnania (2.31) ctroymujemy
natvrchminst, ze
Lﬁl =— i m, e s Holla —1) (2.39)
dt ™ df-=

gd=ie po dredze skarzystalismy = definicfi ujemne] pechednej fraltalne] (2.27). Jak
widac, jadro callowe fypu (2.38) prowadzi do réwnania relalsacji fraltalnej (2.28)
= zakresem wylkladniln o egraniczonym do proadziadu 1 <o = 2

Powstaje teraz pytanie o owiscek fraktalnego réwnania relalsacyi (2.28) ¢ wna-
niem = pamigeig (2.31)dlad < a < 1. Innymi slowy, dhed=l o od powiads na prtanie
czy dlald < a = 1 istnieje jgdro callowe K () a jezeli tak to jalo ma postact

2.4.2 Spowolniona relaksacja na Warszawskie) GPW

Tyvtulem proylkladu spowolnions] relalsac)i roowazymy indels WIG o dokladnie)
jego relalsack po csiggnieciu pierwssego malsimum (zowartege w chszarze pierw-
szych 550 dni transaloyinych istnienia gieldy co jest dobrze widocznego na neunlu
2.13). Ma psunlu 2,14 proadstamrions jus frllke wspomniany ohszar plarvwszego mal-
simum. Doldadnie], prawe chocze tego malmimum proedstavia rysunel 2.15.
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Fosunek 2.13: Provkdadowy proebisg indelsu WIG pocmynajpe od pierssze) sesi ...
az do bej w ... liccony w dniach transaleyinych (td) na otwarciu.
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Fosunek 2,11 Proebieg indelsu WIG (w skali péllogantmicznej) dla pierws=ch
5350 dni transalkcvinych istnienia gieldy. Zielona linia oonacza poticm odniesienia,
linia niehiesln polazuje excponensjal ny wzrost indelsu, natomiast linia coerwonn jest

dann woorem IZE.E'EI'I.



LogiWIG) [Log(p) ]
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Fosunek 2.15: Proebieg prawe go choczaindelsu WIG (w slali péllogan-tmiczne]) dla
plerwszego malsimum: coervona linia jest obliczona o pomocsn szeregu we woorze
I:f.fﬂ I

2.5 Dynamika materialu lepko-sprezystego a re-
laksacja fraktalna

Proedstowiny teras droge na jalde] uzyskuje sig relalsacke fralktalng © réwnan opi-
sujgcyeh dynamile materialu leplo-spresystego (wisko-elastyeznege). Punktem wyj-
scin jest polgeozenie prowa spreystoscl Hoolm o prowem [Mewtona opisujocego leplae
wilasncecl clala stalego cwigzane = niecdwracalng dysyvpacja energii spresystosc
Polgcmenie to provadzi do modelu Masowellar Zenera ciala stalego. Dopierc w na-
stepnum lkrolu, poslugujge sie analogia, proejdziemy do opisu relaksac)i froltalne)
indelsu gieldowego, provldadows WIG-u.

2.5.1 Model Zenera ciala stalego

FPrawo Hooka. Sily dzialajgoe prostopadle do powierzchni ciala stalego powodu g, w
zalefnesecl od —wroty, jege scislanie albo reccigganie. Miar aodlsstalcenia (zardwno
przv soislaniu jal i rocciaganiu) jest wogledna cmiana dlugesal ciala £ = Aljl owana
odlsttnleeniem lub deformacig: cwigzel: te] wielkosol - doialajnen silg Foolaesla
prawo Hoola:

1

g=Ho=—», (2.40)
gdzie naprezenie wewnetrzne o = F/5, prov ooym 5 jest polem przelroju poproecs-
nego preta (w dalsmym ciggu bedziemy omawiad tyllo bego typu ciala), natomiast
wapdlomrnnik E jest modulem spretiystosst Younga I prawa tego woinilm, Te reak-
cja clala na proyvlozone naprefenie jest natychmiastora tal: jak 1 po usunigoiu go.
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Tego tyvpu zadchowanie cal nacyvwamy spresvstm. Windomo © dogwiadczenia, e
wilnsncecl sprefyste cial obserwuje sie tylko w ogranicconym caloesie odlsttaloen.
W szerszym zalaesie obserwuje sig (w récnym stopniu) zachowanie plastyczne, w
ktorym odlsztalesnie worasta (do pewnej charalberystycone] wielloécl) nawet jezali
napregzenie nie ulega =mianie. Model Zenera (MZ) ciala stalege uwsgladnia juz aba
efeltty (sprefystoscl i plastyeznoscd). Aby opisaé efeldt plastyconoéci model Zenera
bazuje, oprécs prova Hoolny, na wymazeniu Maoowella-IMewtonn opisu jace go relalsa-
cjg clala posiadajgoego lepls=c.

Wyrazenie Marwella-Newfona. Wyrazenie MMooowella-ITewtonn loomy naprezenie
przvictone do ciala = szyblkosoig cmiany odleztaleenia na jednostle coasu

de de

= =b olt)= T = (2.41)
gd=ie 7 jest leplicscig clala (zwang talce tarciem wewnetrznym) a b ruchlivwescia

Model Zenem. Model Zenera stormu lujenmy: w postact umozliwiajpoe] besposrad -
nie sastosowanie do opisu dynamild indelsow gieldowvdh. Stormulowanie to uza-
leznia odlsttaloenie « od naprezenin o a nie odwrotnie jalk to Jest w tradyverinrm
podejsciu. Oznacma to, Ze slormstany = pierwssych rdwnosci w (24001 (2.41) Obec-
ne podejscie batuje na nastepujacym liniowym rownaniu rocniczlowym:

T} I
E.'_'l: ] + _El:f 1_1

Cr '|!' ]

derit)

IZi‘ +|:111 + Fis) T I:E.-l_-f'l

lsbore jest lombinaciy prowa Hooln 1 wymazenia Mooowella-ITewtona; m, i, fis 53
niezaleinymi pammetrami a wspdlemynnik leplogc 7= 1/b = (K, /7™t Jego roc-
wigzanie jest postact:
1 T, ¢ v K
gt = Cexp(——) 4+ Corexp(——) .I||' E-"..FI:— i —1cr|:f b (F + _hn
! A0 o

]ml 4243

lzhora swietnie nadaje sig@ do dalsze] analizy Aby crotumies cnaczenie T'.'El:u:'.u]c':.:-'n:li-
kéwr Ity 1 By proedyslutujenty fo roowigzanie dla proyvpadlu sbalego naprezenia oy
(w=nacmajac prov olacji stale O11 Ca.

Dyskusja rozwigzania rdwnania (£2.42) dle proypadhu salego neprezenia. W tym
proyvpadly roswissanie réwnania (2.42) proyjmuje prostsma postad:

1 1
£|:1‘| _Llexp[——ﬂl +LJ11-:I'.;|[1—E-"..F-I: _ul]:' I:E.J.—l_-'l

przv coym stalg O mozna wycnacsyc © wanmnku poccgtlowego
st=01=uy = (K; + Ty = O, (2.45)
natominst stalg C; © ograniczenia jalkie nakladamy na asymptotycone zachowanie
gt — 00) =gy 4+ £y = Ky, (2460

ktére oonacza (w polacseniu = (2.45)), Ze £y, = — oo oz (w palgcseniu o (24400,
za (3 = 1. Recwigzanie (2.44) wras = wysnacsonymi stalvmi prowad=i de dwéch

nastepujacvah sytuac)i
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Rosunek 2.16: Roowiazanie rownanin (2.44) dla sytuacii (i).

i) 1 s fe<l=masate,== =10,
(i) Ko 20=e, <0,

lsbore ilustrujemy na dwoch kolejnych msunlech 2,16 1 2.17.

" Wyprowadzente réwnania (£.42). Dokladnie] roecs bicrge, réwnanie (2.42) oo
stalo uzyrskane w oparciu o termod vnamilke procesdw niecd wracalnych, Tutaj woe-
prowadzinmy je analogicznie ale w konbelkscie rynkéw Ananscwych karmstajpe © od-
powiednich analogi sebranych w ponizsze] tabeli.

2.6 Dyfuzja fraktalna

Analogiconie jalt w rozd=.2 4 meZna otrmymad réw nanie dyfuzji fraltalnej. Rozwaz-
my w tym celu jed nowrmiarowe romnanie dyvfuzji Ficln |:dlﬂ uproszezania bez dryfu )
g ti & £
—fl:I’ : :_D—ﬂ:::’ - (2.47)
It ot
w dalstym ciggu oakladamy dla prostoty, e wspdldecynnik dyvfucji D ojest staly
Callujge o rownanie stronami po coasie otrovmujemy jalo krold posrednie:

-1
flz,8) — flz, ¢ =0) :Di_l 5;-‘;';:’ (2.48)
oraz uogdlnisnie powyizzego rownania dla 0 = a < 1
e S‘Ef[i‘]
1t — t=di=0 248
fl:Il 3 JrI:II 3 =L &_ﬂ SIE Ll |: 3

W piervmsym czyviani moins mimejsme wyprowadtenie opusdd.
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Rasunel 2.17: Roowigzanie rownania I:?.J.—l_-fl dla sytuacy Iiu'l



gdzie D, jest uogdlnicnym wapdlemynnikiem dyfuzji (butaj stalvm), ktdrege wymiar
wynosi d]ugu:.\é.:":,.’c':::n.s“ o coym dddladnie] powiemy w dalsze] cogsel. Hécniczlou jge
czgstlowo po cmasie (2.49) umyslujemy postuldwane réwnanie dyfusji fralotalnej (R
Metzler, J. Iilafter: " The Random Wall’s Guide to Anomalous Diffusion: A Fractal
Dvnamics Appreach”, Physics Report 330 (20000 1-77, [53])

) ) - &F )
% =Dapi g;’ . (2.50)
Roowigzanie tego rownania mozna wyratic ta pomocs funlcji Fooam
Y 1 1.2 1 - E 1 B (!
0= Upee l D.~=| (01, (&1 l (2:51)
albo w alternatywne] postaci
1 || [(1—=2,2)
TN — = L I Rl 2732 252
flast) = e P L‘Dd.—ﬂ (0,1) l (

[Majrazniejsze wlasnoscl funloeji Foom oméwilismy w Dodatliu A

2.6.1 Rola pamieci w dyfuzj

45
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Procesy gaussowskie






Rozdziat 3

Ruchy Browna, opalescencja
krytyczna, blekit nieba,
rozpraszanie krytyczne

[Masuwa 51 od racu pybanie: oo lgooy ©e soba wymienione w tytule tego rozdzialu,

kluezowne dla naszvah rocwazan, sjawiska? Odpowiedz, podang niecaleznie proes fi-
zyvlaw Alberba Finsteina 1 Mariana Smoluchowsldege mozna wirazic jednym slowem
Hultbunc)e - to doigld istnieniu duzych Hulduac) termiconych w récnych ulkladach
zlozonych mecliwe jest cacbhserwowanie ruchow Browna, opalescwenc)i korbezne)
i temu podcbnych cjawisk. Jednalze pomigdzy frmi tjawislami wysbspujg taloe
mnsadnicze rdcnice oo do charaltberu Hulduacji chociaz w obu proyvpadloch =g one
malrcskopowe: w ruchach Browna s ogranicoone podozas gdy w cjowislech lone-
tveonveh 55 o zasady niecgranicoone. Odpowiednio do tego méwinm o procesach
gaussowskich 1 niegaussowsldch.

[Malezy podlreslic, Ze niniejsza proca dotyesy winsnie niegaussowslbiego nspealdtu
roznorod nyeh cjawisk proyrody, w tym biclogicznych, medyeonych 1 elologicznyrdh,
ale tale cjawisk spolecznych i elonomicznych proy eoym zawezona jest do dzied ziny
blgdzent proypadloerch

3.1 Ruchy Browna

Zrocumienie tjawisla ruchow Browna, kbore costalo soooegdlowo opisane proes an-
gielskiego botanilom Roberta Browna w 1827 rolou, nastapilo na pocogtloo 200 w1
—wigzane jest © nacwislami hovledw Albertn Einsteina, Paula Langevinn, a proede
wiszystlim MMariana Smoluchowskiego - cawdzieccanmy Im wyjssnienie mechanizmu

tego cjawisla w oparciu o ldnetyczno-moleloularng tecre mateni, dyvnamile stocha-
styezng oms tecde stochastyeznych procesdw Matkowa (patrz IT.G. van Kampen:
" Procesy stochastyozne w fizyeoe 1 chemiit” |, Panstwore Wirdawnictwo [Maulwowre, War-

szawa 1880; K. Iwubo, M. Toda, M. Hashitsume: " Fizyla statvstyczna 11 Mechaniln
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statvstyoona standw nierdwnowagowych” , Widawnictwa Mauloowe PAWI, Warsza-
wa 1891: 5. Chandmsekhar, M. Tiac, B Smoluchowsld, " Marian Smoluchowsld His
Life and Scientific Weork", PWI, Warszawa 2000: 5. Chand mselhar, "Stochastic
Problens in Physics and Astronony™”, Rev. Mod. Physics, 15, 1-39 (1943); B. Ci-
chocld, "Ruchy Browna”, Delta (1933) nr 4 sbr 4-5 oz nr & str. 610; B Kutner,
"IMetoda Monte Carlo a muchy Browna”, Delta (1936) nr 9 str. 10-12; B grednim.‘n,
"Ilarian Smoluchowsld (1872-1917)", Delta (1967 or 12 str. 3-6). Pordwnanie tearii
= doswindezeniem potwolilo Jeancwi Perrinowi na wycnaczenie licchy Avegadoo, a
zatem bezwoglednych mas atomowrch 1 stancwilo proelonywujacy dowdd realnceci
t=w. hipotesy atomistvezne] budowy materni, lbdre] lorzenie siagajn starcsytnosa,
pocoyvnajge od Demolnta = Abdery (A Gawrys, I. Gawrys, "Poczet wiellkch f-
wvlow atomistow” | Instytut Widamrnicoy "[Mosza hisiggarnia”, Warszawa 1876 ), a
proede wsmystlim doprowadzile cetatecznie (w rolu 1903) do usnania linetyezne]
tecrii materii stworzonej (w 1893 raku) proes Ludwiga Boltomanna (kbory niestety
nie dozy] baj chwili).

Charalber ystyozna wlasnoss ruchdw Browna to wstepujaca nieustannie nisregu-
larna smiana polefenia malrocsasteczld (np. kuleczld tluszezu lub prllu kwiatowe-
go) o rozmiarach rzedu 10— o, zawieszone] w clecty (np. w rocciencconym mlelu
albo w wodzie ) lub w gazie, wywolana proypadlkowymi potrgoeniami —e strony ota-
czajgeych ja cnaccnie mnisjssych (nowet o cobery roedy wislloscl) cogsteczel cared-
la. Inacte] mawige, na coastectl® cawiesiny doiala Hulduujaea sila spowodowana
chaotreznymi nieskompenscwanrmi, wislokrotnymi uderzeniami czastaczel cérodla.
Wrnik pojedvnozege, callowicie proypadlowego zderzenia jest bardzo maly (nawet
w skali milreskopows ), jednak sumarreznym efeldem duze] liechy fych zderzen
moze by, cheerwovane proes mikroslop nawet o niewiellim powiglszeniu, znactne
wypadloowe proemiescozenie proy padkowe cogstki zowiesingy. Oczywiscie, aby falae
proemiessozenie moglo bve caobserwommane musi istniec tnaccna chwilowa récnica
liczhy czgstel: cerodla po obu stronadh coasteccld camiesiny innymi slowy, muszg
isinrec tnaczne flulduacie liezhy cogsteczel osrodka w ofoczenmu czgsteczla zawresmy
- zostalo to po mz plarwsty wylnzne proes SBmoluchewsldego, lborr wvloorzystal w
tvm celu rocklad dwumiancwy Bernoulliego.

Dizlzdadnie roecs biomge, prtanie jalde postowil Smoluchowsld bremisle naste pu-
jace: jala jest, srednic rmecs biome, nadwZla, (An{=rng — nc)), liezhy coasteczel
carodln, ng, cnajdujacych sig, na providad, po prawe) stronie cogsteccld cowriesing
wogledem fch po lewe], iz, (proy covm ng + nr =n, gdzie n jest calkowity liczha
cogsteczek cérodln znajdujacych sie w najblizszym otoczeniu makromoleluly)? Ta
wartose srednig obliezy] bardzo prosto

{An) = E Anop,(An), (3.1}
m el
gdzie prawdopodobienstwo nadwyrzla
1/
plAn) = i ||\ :zu II| (3.2}
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zostalo cbroymane proet naturalnym saloceniu rownego prawd opodobienstera cnale-
sienia pojedynezej cogstectld cerodla po obu stronach malromeleluly (proy czym
wyvrazenie w nowiasie jest dobroe chnanym wspdlotynniliem dvwumianow vym swanym
talze czynnilkiem [Mewtona, patrz J. Antoniewicz: " Tablice matematyezno-fizyrezne”
Wirdawnictwo Mauliowe PWI, Warszomen 188911 nalety pamigtac, e suma w wo-
razeniu (3.1) roocigga sie tylko na talie warkcsci An, lbére posindaja talg sama
parcystose ol samo n. Ocoywiscie prbanie Smoluchowsldege dotyvezy sytuacii dla
duzych wartoéci n (szacuje sig, Ze w normalnych warunlech, w ciggu jedne] selundy
= coostectl cawiesingy —derza sie n &2 107 cogsteczek cérodlm). Stosujpe do wymze-
nia (3.1 w=dr Stirlinga ctrmymujenty = debrym proyblizeniem, Ze

{Amn) re (3.3}

Oznacza to, Ze w normalnych warunkach cgromna liccha, srednic rmedu 107 nad-
miarcwych coasteccelk cérodla, zderza sig w ciggu jedne] sekundy = jednn ze stron
malromalsliuly oo mose prowadzic do widocznego pod milroskopem, nowet o nie-
wislldm powiglszeniu (rmedu 10%) proemisszezenia coastectld mawissing. Umrwajge
je=vlea tecril gier (czesto stosowane] na rynlach finansownrdh), modenny stwierdszis,
ze im dluze] tocty s gra trm srednia wiellkose wyvgrane] albo proegrane) rosnie
pierwinstlowo © coasem.

Otroymany wonil nie jest sproecony ¢ faltbem, 2o srednia liccha cogsteczel: cared-
ka po cbu stronach makromelekuly jest réwna i wynosi (ny) = (ng) =n/2, gdvz
jest on cwinzany = Huldbuacjn licchy coasteczel po obu stronach coyli = dyspersi
ar={lny—in;)F), J=L,R Ponownie loroystajae = rockladu Bernculliego mee-
na labwo chliomee, ze

orre i/, =L R, (3.4)

czvli nod miar coasteczelk pojed nej stronie jest cwigzany ¢ ich niedomiarem podmge)
oo w efelicie daje identyezny rocrzut lewadrabowy (a wige obeinajacy znak) - jest to
w pelni zgodne = wynildem (3.3).

Oezywiscle, Smoluchowsldemu udalo sie rocwiad wiele innych watplivesc (na
przvilad dotyozacych srednie] predlosc coastecthki awiesingy ), kborych tutaj juz nie
bed ziemy omawing, Mozna powiedzied, e mozlrwesd wystepowanta mnacinych fuk-
tuacy gestoscr osmodia w becpodred nim chocteniu cogstectld cawiesiny omz proypad-
kbowosC w jej ruchu proejawiajgen sie w postaci cyvgzalowate] trajektoril blgd zgee)
malromoleliuly, lezg v podstaw fafysiycznego chamlfery ruchow Browna.

3.2 Fraktalne ruchy Browna

Jest jeszoome jeden prosty ale istotny sspeld ruchow Browna, na ldbory cwroci] uwage
amerylmnslk matematyl Bencit B. Mandebrot o lbory pocnie] wostal proes niego
wyletzyvstany do opisu wlamlbesryah (fraldalnyah ) ruchés: Browna moin. na nrnlach
Anansowch (BB Mandelbrot: "Multifraltale rmgd =g na Wall Street”, Swriat Mauld
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92 (1999) 64-67; G. Paladin, A. Vulpiani: " Ancmalous Scaling Laws in Multifrac-
tal Objects”", Physics Reports 156 (1987) 147-225). LMianowicie, w miare uphwu
coasu coastectla towissiny odwiedza coraz wiglstg licche punldow plaszemzny, wi-
—rtujge w granicy (jak sie wydaje) prawie wasystlde rdwnie czesto (srednic roecc
bicrae ) =atem, wmiar fraldalny (Hausdorfa) dy tmjeldori brownowslia) jest row-
ny 2 natomiast jej wymiar topologicsy diy wynosl 1 (gdys jest to nadal linia); do
omawiania tych cagadnien powrdcinn: w rozdz. . w kontelscie caohserwovwanych
przez angielsliego hydrologa H.E. Hursta w rolu 1851 1 analizowanych proes BLE.
IMandelbrota (poccynajae od moku 1971) fraltalnych ruchéw Browna, dla kbéeych
Q <de < 2, (H.-O. Peitgen, H. Jirgens, D. Saupe: " Granice Chacsu. Fraltale" | tom
1, Wydaw nickwo Maulowe PWIT, Warszawa 1997). Hurst badal wariancije (a wisc
Hulsbuacje) pociomu rzeki Milu w maleznceci od coasu! cauwazajae, i caleinese ta jest
supetliniowa coyli pemystentna (a nie liniowa jak dla ruchéw Browna) co pozwelils
mu lepiej drreslic rozmiary thiornila wodnego tamy a jed noczesnie wapocgtlowalo
badania nad blgdzeniami niebrow nowslbami.

3.3 Zjawisko opalescenc]ji krytyczne] 1 temu po-
dobne

Rola Hulttuac), wslozana proes Smoluchowsldego, proejawia sig soosegdlnie wymaznie
w Tjawisku opalescencii kovtvezne] (" Slownik fizyezny™, Wiedza Powszechna, War-
szawa, 18984 "Encvklopedia Fizvld Wspolezesnej”, PWT, Warszawa, 1883 ) kbore
nalezy do szerckie) grupy tjawisk kryvtreznych cwigzanyeh © rocpraszaniem promie-
nicwania na ukladach znajdujgorch sie w obsoarze proejpeoin fazowego. Djawisko to

polega na tym Ze carodld, ktdre w warunlkadh normalnych sq dla promienicwania
optreznie proefroctyvste, w poblizu punltu lrrtyeznego metniejg o nabetenie promie-
nicrania ru:-:.p:-:e.—_.megn:.u: na teh céredlnch pod nieserowym lgpem (wogledem lde-
runlu fali padajacs] ) gwaltownie roanie - mowimy whed v o rocprassaniu kotreonvm.
Zotem w tjawisku opalescencii krytrezne] mamy do eoynisnia = rocpraszaniem lone-

tyoonym. Zjawisko opalescenci krytyoone] costalo wyjnsnione proes Manana Smolu-
chowsldegs, Wylazal on, Ze gwalbowny worost promieniowania rocprossonegs (pod
niezercwyvm lntem ) jest spowod ovany malacsliopoyvymi Huldbuacjami gestosol cerod-
len w poblizu punktu krytveznego - trm samym ulklad staje sie wsoce niejednorodny

a duzym tgescozeniom osrodla towarsyrssg jego cnaczne rocroed zenia Innymi slowy,

te duze Hultuacje powoduja wistgpienie tjawisl chamltervetyoonych dla carodlaw

Hur=t, jako hydrokss, vczestmicz vl w projekbowaniy tamy azsuatekis] dyspomijac odmleziomy-
mi rejesbrami pociomu Filu prowadzonymi pre=z Egipcjan od blisko 850 lat (J. Chekaj, BI Wos,
J. Zarncrerski: "Efekbywocsd gisl dowego ryoku aki o Polce 2 perspekiyery diesiedolecia™, We-
dawrmctre Haukowe FWH, Wars-ama 2001).

“Jezt to tzw. raylighowekie roz praszanie czvli roz praszanie seiatla bez zmiany jego dlugedd
fali, "Encyllopadia fzvki wepdlcespei™, PWIT Warszama 1983,
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metnych - cbak wspamnianych powyze] takze taldich jak cjawiske Tvndalla®. Sme-
luchomrsld zauwazy] na proyvldad | Ze Hulduacje gestoscl powietroa [pr..ede wazystlim

cogsteczak tlenu i azotu ) wywoluja ldmlne smiany wspddesynnile calamania swia-
tla, powodujgc proecs to worost rocprascanin swiatla w atmosterze. Poniewas roc-
praszanie to jest najwigls=e dla fal krétldch®, wige w wrnilku proechodzenia swiatla
przet atmosferg niebo umyskuje cabarwisnie b]r;lﬂtne Analogicone tjawisla wisbe-
puja réwnies w magnetylonch gdzie obserwuje sig krytveone rocproszanie neutrondw:
na Hulttuacipch momentiw magnetvreznyvch w poblizu tempemtury Cune; podobnie
roect 5@ ma T larybreonym rocprascaniem promieni rentgencwslich na ferroeleldtiny-
lzach i stopach podwajnch

W plerwsze] cogscl pracy dajenyy proeglad najwaznie)szych elementdw tematyld
dofyomgee] procescw gaussowslich - jest to konieczny wstep do procescw niegmus-
sowsldch, stancwigoych —asadniczg cogse (druga), niniejsze] pracy.

3.4 Wstepne definicje

Roowazamy proyvkladovwe blgdzenie p.r"- padlowe pojedyncze] coastectlil cowiesingy
proedstawione schematyeonie na rvs.3.1, gdzie wektory 1, -, ..., I, octnaczaja

lolejne provpadloowe proemiesoozenia c':.qstec':.lu ir jest callow 11:';& liczhg tych pree-
mieszezeil). Sumaryezne (wypadlkowe) proemisszosenie coastectld wyraza sie woorem

Kn)—Xo=F14+Tz+... 45, (3.5)

(gd=ie Xa jest poloceniem poczgthowym constectld cawissiny a X i) jej peloteniem
loficowym): = matematyoznego punlktu widzenia, zardwne pojedineze jak tes suma-
ryveone proemieszozenin fraldujenty jak (weltborowe ) zmienne losowe tzn. talde codo
lbarych windomo, Ze ich wistepowanie opisane jest jalimis rocldadami provdopo-
dobienstwa - w dalssym ciagu proyjmujeny, e pojedyncie proemiesicienia OpISane
sq rdenfycinym rozkiadem, oo wyvniln bezposrednio o obserwacii.

3.5 Pilerwszy 1 drugi moment

Frtanie jalkie stawianyy na wstepie dotyesy calecnosc srednie] < kewad mbu wypadlo-
wegn proemisstooenia -ZIIZ'E.IZi‘ — X0 cogstectld cawiesiny (startujace] = punldu "ﬁ..;.l
od czasu t; proy ckazji, obliczany srednis = sumaryeznego proemiseszczenia (X — X))

20gdloie méviac, sjawizko bo wystepuje np. przy przechodzeniy svwiatla pres cgrodek wymoce
nisjed norodny; niejednorodnees ta mode by é spowodorana nie tylko makreskoporymi Auk fiacjami
ale np. makrokolskulami a=sro- lub bydrocoli takimi jak dym, mgla albo kolodd, "Slornik fzyki™,
Frészyiekii 5-ka Warszamwa 1939,

loc rozpromone] fali elekiromagnetyez peq, czvli e mitorrane] przez digajace dipols czasbeczak
gazdrr pobudzonych pro=z Bale padajaca, jest zgodnie 2= woorem Bayleigha, wprost propoxjomlna
do keradratu objebosci I'kul":.'bcga] ohbiak tu1 :\:-:pmn:aja-:i_-ga:i. cdwrotnie proporcjonaloa do cowarbei
pobezi dlugesd Bali co Bamrorzuje cczywisde fle koobie,
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Wistepujaca tutaj orse wsmedzie w tym roodziale srednia (kbirg conaczanyy proec
{.. .1 jest srednig (arvtmetyozng) po sesple stkabstyeznym deswiadezen podobnych
o coym jest mowa ponizej (patrs 1vs.3.2) W provpadlku blgdzenia czosfeczek stafy-
stycznre nexxleinych, oo ma misjsce np. dla roccieficconych cavdesing tale sred nin
jest comwiscle réwnowazna sredniej (antmetyezne]) po liczhie cogsteczek
Maryvs.3.2 proadstowiono sespol statystyeony doswindezen proeprowadzonych w
identyveznych warunlach termodynamicznych, oo cogywiscle nie ootnacza, 2o wynild
tych deswiadezen sg identyczne. Jak widac, w reenych deswiadezeniach sumaryczne
proemiessozenie czgsteczld X'n) — X} jest (na ogdl) réne podobnie jak ré2ne s (na
ogod ) pojedyneze proemisscozenia f}., gdze 3 =1, 2, ..., n, numeruje kolejne po-
jedvneze proemieccozenin, notominst [ =1, ..., L, numeruje kdejne doswindezania
w zespole stabvsbreznym deswindezen (L jest liccebnoscia bego zespolu - w prak-
tvoe dobiera sie L % 1) Mocemy teras cdehiniowas potrzebne nam pierwsze dwa

momenty cmienne] lasowe] ."i_tlirz \— g w postac noste pujace] sred nie] arvtmetyozne],

T 1 o . 1 = T 1 rrd 1 = i 1 2 harm
.:I|:-_"-,_|:r;|— Xal™) =}EEQEE|:_‘L‘_=|:”|_ -L-‘-EI' b= E:-E;E_"inlirﬂ_ _"-,,_Ell )

m=1, 2 (38}

ktérn namywa sie wlmnie srednig po zespole. (Idefiniowana powyZe] operacin nie
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awlern ooTywisce sredniowania po licchie copsteczel gdyvs dotyemy proypadlu big-
dzenin pojedyvneme] consteccld towilesiny. ) Rownoss provhlizonn dotvesy provpadlo,
gdv srednie sq sloficcone bowiem woweoas, na mooy prawa wrelkbich {ozh, mozna
= kontrolowann doklad noscin proyblizye wartocéc granicona proes srednin dla od-
powisd nio dobranege skeficzonege L (czesto rmedu np. 10%). Miechedne wilmsncecl
srednie] po wespole costaly omdwione w Dodatlku B

Zalkladamy, Ze proestroen, w ktdre] od bywa sig blad=enie jest izotropowa (provpa-
del prosstroeni anicotropowe] Twigtane] t istnieniem cewngbronege pola rocwazanm:
w dalszych rozdzialach). Dla L dostatecznie duzego otrmymuje sie = dobrym proyhli-
Zaniem, Ze pierwssy moment (odpowiadajgey provjeciu w wyraeniu (3.8) m = 1),

(X(n) - Xg) =0, (3.7)

oo dobrze widac na rys. 3.3, Proedstawiono na nim calesnosc {f[ri! - i.;,:l od L
uzyslang na drodze symulac)i Monte Carla”. Wrynil tan jest niemal comwisty je-
zeli uproyvbomnimy sobie, ze dla dostateconie dyzych L sumarveone proemisszozenia
uzyslane w dowolnie wybrmnym dogwiadezeniu posiada, © dobrym proyblizeniem,
swoje kontr proemisszozenis (proemisszezenie proaciwne) otroymane w jaldms innym
deoswiadozeniu,

Wobec tego, obliczenie drugiege momentu {I:.'-E_fI:i'ifl — X, Pl jest rwnowaine (w
prevpadlzu proestroent izotropowe]) woronacceniu dyspers]i I:‘i'.'“ﬂ..l'.i.ﬂﬂi.'.'ji] wypadlowago

proemiessomenia X (n) — X,

(xin)® =

X(n)— X7, (3.8)

wyptowadzany —wigzelk pomisd=y dvspersia oy (n) wypadkowege proamisszozania
(skladajacege sie = n pojedvncmch proemisszezen) a dyspersja o, pojedvncsege
proemiescozenin. Dwiscek ten stanowi plerwsoy punkt tecy centralnayo fwrendzensa
granfcmego, ltbore tormulujenny w dalsze] coescl

Z(3.5),0(38), (3.7) craz (3.8) oktmymujemy natychmiast, ze

(ex(mF = () - %) = (X 57)

=1

= i{':fjﬁ" +i{l"_i - I3, (3.8)

Juml FLh

gdzie slorostalismy © wlasnosa addyviwnosel srednie), wyvnilmjgoe] becposred nio
= ckreslenia (3.6), méwiace] Ze sredniz sumy smiennych losowych jest mwna sumie
greadnich tych zmrennych.

Wrlkorzsystujemy beraz wlasnose multiplilmtywnoecl srednie] mowigen, e frad-
nra : tloczynu nemleznych :miennych losowych jest rowna rloczymowr srednich fych

"Dila uprcszczenia i proyepisszenia symulacji wesysthie slementarne proemisszczenia =a hikaj
jednakerrej dlugosd.
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zmrennych; wlasnosd ta vy nila talce = (3.6) po od powiednim proegrupowaniu sklad-
nikémr wchodzoowvch w slidad wystepuigoe) tam sumy. Dla roccieficconych cowiesing,
nie destregamy w ruchach Browna Zadnej zalezncsci (lub inacze] mowine lorela-
cji) pomigd =y rocnymi pojedynocymi proemiestozeniami coastectel cawiesiny - stod
malocenie o stabstrezne] niemalesnossi tych proemiessozen jest usprawdedliwicone.
Zatem wylorsyvstujge rdwnoed (3.9), obrmymujenty nabychmisst

{(Z; 7)) =n{(T)) = nle.)

]

[
1
=

(e (mI 7 = , (3.10)

gdzie opuscilismy wslnznil indeksu ey numer krolu aby podlreslic niecaleznoss
srednie] © lowadratu pojedyvnczego proemiesccozenin od jego numeru oo wyvnildao o
falttu, Ze pojedyncoe proemiescosenia s rownoprawne - jest to skutek jedorodno-
50l czasy arac jednorodnossi proestroeni. Ponadto, podobnie jal: dla sumaryveznego
proemiessozenia, shorsystalismy © izofropowescl proestroent prowadzgoe] do cnilania
pierwstego momenty pojedinotego proemiestoTenia

{£;1=0,3=1,2, ..., n (3.11)
Whyrazenie (3.10) jest kluczowym gdyz pozwala (oo wylnZeny w dalsze] czesci ) wy-
razié tak waing wiellzed jals jest [ malreslopeory ) wapdlezynnile dyfusji za pomeoen
wiellodol milkroslopowrich dharaltberyzujacych pojed yvncze proemissoezenia coastecs-
ld.

Réwnoes (3.10) mozna proepisad w postact jawnie uwsgladniajgesj cmas: w tym
celu wprowadzamy elentarny proedzial czasu v charktberyzujacy sredni czas uplywa-
jacy pomisdzy kaejnymi, pojedvnezvmi proemiss=czeniami (istnienie taldege czasu
oonacta, e rotklad coasdw oczeldwania pomisdzy lolejnymi proemieszozeniam dany
jest rockladem Polssonn - potrs Dedatels ) Stad,

(o (1P = (Xt — Xy)®) = 2d(t — 4,10, (3.12)

gdzie d jest wyminrem proestroeni Fulklidesows), w ltbdre] cachod=i blgdzenie, t—ta =
nT coasem, noabominst

|
D :%'55._ , (3.13)
okresla, o coym jest mowa talme w dalsze] coescl, wepdlemynnik dyfusji coastel wa-
wiesiny w niechecncssl cewngtronego pola. Malesy podlreslic, Ze powyste proejpole
doobrazu cigglego w czasie jest mocliwe, © dobrvm proyblizeniem, tyvllo wiedy gdv
t — 1ty & 7 coodpowiada wylonaniu proes cogsteczle duze] licchy proemieszezen -
oonacta to, 28 % 11w recultacie cogstectlo ma moclivess penetrowania cnacz-
nych obstarcw proestroent. Innymi slowy, rocpatrujemy bigdzente cagstecsia w skalr
malkrosbopowe], lbdre tym sanmm jest scharalderyoowane malkroslopovwym wspol-
czynnildem D. Zatem scisle rzecs bicrae, wyraZenie (3.12) nalezy mapisad w postaci
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wvlorTystujgoe] proejscie granicone

1 (ex(t))®

n =
t—tp—on Id t — 1y

) (3.14)
podlreslajace] malroskopowy dhamlter wspolesynniln dyvfuzii D Jak widac, wspal-
czyvnnik dyvfuzji mocna wosnaczac na dwa casadniczo rocne sposohn: 1) mﬂ.lm:sla:-
powy, Ta pomeocs wyrazenia (3.14) craz 2) mikreskopowy, stosujac wrazenie (3.13)
Jest to uderzajgon dualncsd sugernjpon samopodobny, niecaletny od skali w jﬂ.].-.‘.i.E'j
prowadzone 55 pomiary, charalkter bladzenia - do problemu tege powrocinn: w dal-
5T8] CTEECL.

3.6 Propagator

Celem niniejszego rozdzialu jest wyonaczenie asympbtotyoone] gestosol prowdopodo-
bienstea warunlowego PI:'E. t | L;u to) cnaletienia coastectld cawiesing w polozeniu
X w chwili ¢ pod warunkiem, e w chwili poczatlowe) t; cogstectln cnajdowala sie w
polozeniu ."ﬁ_:.;u. Cal ten zostanie crealizowany dzigld od powiednis] dellomposyoii pro-
pagotormn. Proy olocji costanie wyprowad zona drugn coesd Centfrmainego Twrienizenia
Granfcznago.

3.6.1 Dekompozycja propagatora

Innymi slowy, naszym celem jest znalezienie jednocogsthowego propagatora - moce-
my gowyrosld w postacl nastepujace] dekompozye]i I:superp-:v:.:-'c'ji'l,

[aca)
PlX | X, ta) = E PlX tn | Xg,tal, (3.15)

Tyl

gd=ie F"I:‘: S f.;.,i‘.;. 1 jest gqsb:éch provr dopod chiefistwa wrar nloowe go cnalesienia
cogstectld cawiesiny w polceniu X w chwili ¢ w wynilu dokladnie n proemisszozen
pod warunldem, ze w chwili p-:c.q_ﬂm‘el] 13 c':qsbec'_.ln znajdowala sig w poloZeniu

KXo W dalstym ciggu PI:'H. n | Xg,1n) mocna sapisad w postac,
'Pl:.f:,f,rz | .‘Eu:,f.:u [ ='P|:.'5E — Xa | + —ta, bt — ta,m), (3.16)

gdzie PI:‘: — X, | ¢+ — tg,m) jest gestoscia prawdopoddbisfstwa warunkowego proe-
mieszozenia constectld o weldor g .'E_f.;. pod warunliem, Ze nostapilo to w proacingu
czasu t —#; w wyniku n pojedvnesych proemiessozen: vt — #,m) jest prawdcpop-
dobienstwem wylkonanin proes cogeteczke w proecingu coasu t — 1t dokladnie n proe-
miesTozet.

Ohecnie =ajmismy sie ohlicceniem gestcdel prawdopodchisfistwa P(X — Xy |
t —to,n ). W niniejze] czesol waldadany, 2e jest ono niezalesne od coasu t — 0 coma
misjsoe whedy gdy srodowisko, w kborym cachedzi blgdzenie cogstectld pozostale
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w leedej chwili w stanie réwnowagi stabystreznej (dopuszeoajace], roecs jasna, ist-
nienie Hultbuncji), Zatem, ma miepee nastepujgon ocsywista lkonwoluoyina réwnoss
lancuchorma,

F"I:i - .f.;. | mi = j' Pl:i - .'5;_:1 | =2 — 1'I'P|:f1 - '{.;. | l'n:"."‘fl
= P(XA-X,|n-1@P(X,— Xy | 1), (3.17)

gd=ie calkowanie w (3.17) jest proeprowad zone po calej, niecgraniczone] proestroeni

el llidesomna); wlionujpe lolejne ki relurencyine I:dl.‘:n. n =23, ... ctroymujense
nastepujacg n-krotng konwauc)e
F"I:"ﬁ_. - .'E.;. | ) = PIZ'{ - .f,l_1| 1ha@ .. .IEI'PIZ.E—:-_;— .'f: | 1}
@ P-4 e, - X1 (3.18)

Po dolionaniu transformac)i Founera 1 skhamyvstaniu o wlasnoscl, e fransformata
Fourtera konwolucy crggu funkcy jesf mwna doczymowr fransformat Fourtera fych
funkcy wvrazenie |:3. 13} proyhiera postac,

}E’I:I | m) = ﬁ’[ﬂ 1™ = expin lnI:ﬁ"I:J” 1, m=1,2, ... (3.19)
gdzie

fiky = JII' dXF(Xyexplik - X) (3.20)

jest transformatg Founera funleji fI:"ﬁ_. ) (calleowanie w (3.20) jest, identyeonie jak
w (3.17), preeprowad=one po calej, niscgraniczonej proestroeni eullidescwai ).
W dalszym ciggu wprowadsimy prostste oonactenia, miancwicie

Pk | 1) = gk (3.21)
[l o Tt
PIX - X, | 1) =P(X - X, (3.22)

p nosi nazwe funlej teorzgee) provdopodobienstva F, coosami nasywa 5@ jg taloe
coyvnnikiem strulfuralnym blgdzenia proyvpadlowege. Innymi slowy,

f.:{E'l = J|‘I a{PI:"‘: 'IE:'.:F-IZEE- .'5_:'1, (3.23)
gdzie stosujemy oonactenia k= I:k_,, by, . . 0= I:kl k) = [kj :-j_lg I:p::.:: coym d
jest wymiarem prosstroeni Euldidesowej): powyisze réwnanie wras = (3.19) poowoli
nam pedac warunld w Jakich buduje sig rozklad Gaussa dla n-laclowe] cmienne)
legorwrej (ezyli sumarveznege proemieszezenia X — Xl
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crrad Timv berac nic¥ rocklad o stabilnrch cras recldladésr nisslotcozenis
Wprowad zimy & definicjg rocldadow stabil nch “lelads 15 Lo i
pu:_d:.ieln}'c'h. Minnowicie, o m_:kj'&d:.r'e stabrinym mowimy whedy 1 tyllo whedy gdyv
7Y prawdopodobienstwo 'PI:]' | i) jest, = dokladneoscin do coynnila slalujgeegs
[ mardwno cmisnng niecalezng jak i samo prawdopod chiefistwa), réwne 'F"I:]_' | 1) t=n.
gdv istnieje tala liccha a walezna od n, e

ad'PI:a]_' | ni = 'P'II]_' | 1, m = 1. I:.?-.E-l_-'l

Oznacoa to, Ze rocciagnieciu tmienne] niecalezne] mus towarsystd splaszozenis
reckladu tak aby zachowad jego narmalizacje. T relac]i slalowania (3.24), (w oparciu

o (31901 (3.21)) wynilm, 2o

plak) = [p(k)]* = p(k) = [plak ||™ (3.25)

Z rozkladem nieskonczenze podzrelnym mamy do coynienia whady 1 fyllo whady
gdy dla kazdego naturalnegs n jege funlcin charalderystyezna & k) jest n-tg potega
jaldejs funlcji charaltarystyeznej k), ezvli

c.:&-IZII = [n':.:&-ﬂIZII]'l (3.26)

Zostanie polnzane w dalsze] ozgsci, ze rocklady stabilne 55 jed noczesnie nisslodoze-
nie podzielne (ale nie cdwrctnie, co schematyeznie ilustruje rys.3.4).
Provkdad 1: rocklad Goaussa. Obserwacje ruchéw Browna provwadzg do wnicslou,

ze rochklad gestoscl prawdopodobienstea ldejnege pojedyncmego proemisszozenia
cogstectld cawiesiny jest nmiecalezny od jego numeru. Powyisty wnicsek jest niemnl
ocovwisty w swistle calocenia o statvstycone) niecaleznoscl pojedyneomyich proemiess-
coefl oras Jednorod noscl coasu. Proy puscmy, Te rocklad ten jest dany kroywa Gaussa,
oo stanowi dobre provblizenie roeccywiste] sytuac)i. Datem, niech

m exp(—(Z; 7/ 2(e2)?) (3.27)

PiE;) =FslF;) =
( gdzie shormystalisooy = oznaczen (3.5)1 (3.22)). Podsbawiajae powiisty rozklad do
definicji funlecy charalterystycone) (3.21), sbroymujenty funleje charaldernstezng,
Pl k), rockladu Gaussa talze w postact funlecji Gaussa,
ﬁ_—I:I )= epi— (o k7. (3.28)
Zgodnie = powyismg calesnceciy oras relac)a i3.19), funkecja charalkterystyozna ros-
kladu sumarveznej zmienne] losowej X (n) (patrs (3.5)) proyimuje takze, dla lnzdego
n = 1, postac funle) Gaussn,
1-:;_-[[ | ) = excp(—{e. Fik n). (3.29)
Stad, edwracajac relack (3.23) obroy mujemy,
1

Brle A =P (X )P/ 207, (3.30)

F;_:Iz.f[rz =
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rocklad Gaussa, proy coym dyspersja tege rozkladu oy jest dana woorem (5.10)
Jale widag, rocklad Gaussa jest roclkdadem stabilnym, proy ecym ecynnile skalu ey
wynosi tutaj a = n! 2 tatwo sprawdzic, iz jest on talize rockladem nieslonczenie
pod ziel nrm.

Provldad 2: rocklad Larentza. Proypuscnoy, 2e w pawnych warunlach, np. w po-
blizu punltu kptyoonego ooy tes na granicy faz, blad ogeon cogstectln moce od coasu
do czasu wpadad w peélizg ("zrvwad” farcie) co mete prowad=id © rmadla do dlugich
pojedynemich proemieszezen. Tego v pu zachowanie (o covm bedzie obszernie mowa
w dalsze] coescl) moZe prowadzic do rockladu Lorentza, ktory nie posinda skeon-
czone] dyvspersji. Funlooja chamlterystyeznn roclidadu L-:-rent.a jest dana w postact
nastepujace] funlcii wyldad niczej,

ﬁ;ﬂ:'l = exp(—- | I|| (3.31)
Stod , funlejn gestosel rockladu Lorentza proyjmuje postas,
- | 1
Pulzy =1

.-l"_|: + |:I__;I .|::I

pr=v coym rocwazany dla prostoty tvllo prs "-l.'ﬂdE'].-\.. jed nowryrmiarcwy. Podstariajac,
FlGﬂDb.l.‘llE' jal w p-:.up.r_.edmm pr‘-ld:n.d_.le wovrazenie (3.31) do relacji ( 3.19 ) obrzymu-
jeny funlicje charaldervstyomng sumarsezne] cmienne] losowe],

l-j}_lzf| n) = exp(—7 | k_| il (3.33)
a stgd je] rocllad
51 1
Pr(X(n)) === : (3.34)

T omnag II'E.I:rz Im®

Jale widae, eovnnik skalujgoy o = n, covli rocklad Lorentza jest stabilny oraz nie-
shoficzenie podzielny.

Przyvkld 3. Reocklad Zolotanewa. Sytuacie izyozng omdwiong w poproednim proy-
llad zie mozna talze opisas a pomoen rocldadu Dolobarnewa.

Tioficzge omawianie fych proyldadow conwasmy, e wamystlkie one daja sie wyra-
Tid o pomoeg wspolne], ogdlne] funlkeji charaldarvstyrozne)

;{E'l = axp(—const | k |J'I:I (3.35)

gdzie wylladnile 0 = 5 = 2.

3.6.2 Rozklady asymptotycznie gaussowskie
Roowitmy w szereg Tavlom funlole charnltervstyoong ﬁ:E'l,

~ 1,2 m
plki=1-— Ek-(.:r, P4+ (k) e (3.36)
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gdzie
(o P = J,fd}f}f

proyvilismy tutaj, Ze proestroen jest iotropowa (np. nie wstepule drvi ) co ocnacza,
ze tunlicja charaltenstyeona jest parsystg funkcjg k (ezyli pierwsza pochodna po
k znilm oraz reszta © jest talce parcystn funkegn k) ponadto, walcevlisno, Ze spel-
niony jest pierwssy punlkt centrulnego fwierdzena grancmege ton. o, < oo, Malegy
podlereslic, Ze rozwiniecie (3.36) nie oonacza, Ze wyzsze (niz druga) pochodne funk-
cji charaltterystyomne] istniejg - w ogdnescl talk bye nie musi. W dalssym ciggu, dla
malych warkoscl | k| t=zn. dla JLL; <1 3 =1,...,d, korsystajac = (3.36) moteny =
debrym provblizeniem wovrazié (3.19) w postac funkeji wylladnic=s]

—_ 1 -

Pk | mies v.?-:'.:l:nl:—HII.:I'J_I:rz'l'l‘J:"I:I (3.38)
gdzie (ax(n) ¥ dane jest wovraZeniem (3.10). Oezywiscie, gdvby nie byl spelniony
Eieiws:.:-' punlt CTG roowiniecie nie bvloby mozlive 1 whedy camliniete] postaci
Pk | n) musielibvamy poszuliiwan na innej drodze; taldej wlasnie sytuacii dobremy
cTest druga niniejsze] pracy. W oparciu o I:.?-.B | moCenTy WYTnaoTe _f"'l:i — i.;. | 2l
jako transformate Fourera

S T . 1 f T R - R S
PE-Toln) = g [dkep(=iF- (T - Z)PElw)
1 - I -
. _ - _ - %2 '-_I %, . 3-3 !
(e (mypee =PI = el ] (5.59)

pr=v ctvm powyIsta, gaussowsln postac roclkladu ﬁ"lzi — X | ) jest sluszna dla
duZych wartcéol proemieszcsenia, tzn. dla | X - '5:.;. | 1. Oemywiscie, warunek ten
da s1g w masadzie spelnic wiady gy n % 1 ooyll dla asymptotyesnie duze) licchy
pojedvncmych proemiessezen. Zatem rocklad PIX — & | n) proybiera ssymptotyez-
nie postac rockladu Gaussa (3.38). Stanowi bo trese drugiego (i cstatniegn) punldu
cenimuinego fwienizenia granicinego.

3.7 Proces Markowa - rownanie Mistrza

Bacujae na obserwacji ruchdw Browna pojedynooe) cogstectld cawiesiny, mozna wa-
proponcwad do ich opisu réwnanie Bachelier'a- Chapmana-Tolmegorowa (S, Chan-
draselhar: Stochastic Problems in Physics and Astrononn™ , Review of Modern Phy-
sics”, 15 (1943) 1-89; E. W. Montrcll, B. J. West: "Studies in Statistical Mechanics",
Vel VII, Eds. EW. Montrell, L. Lebowitz, Morth-Holland, Amsterdam 1878: IT.G.
van Ihampen: "Procesy stochastyoone w figypoe 1 chemii", PWIT, Wammzawa 1880
(tlum. = j. angielsliegal R Kubo, M. Toda, M. Hashitaume: "Fizyla stabrstyes-
na I1. Mechanile stabystrezna stancw mercwnowagownch” | Wydawnictwa [Mauloowe
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PWIT, Wamszawa 1881; 1.1 Gikhman, AV, Skorokhed : " Intreduction to the Theornr
of Random Processes”, Dover Publ. Inc., Mew Yorlo 1996 I:t hm. = j. rosvikego))

PIA t+ M| X tg) =
'F WX, 40| X —AX HP(X - AX ¢ X, t) =
(1,1* + 0| X PN | Kot +
SOW(E, At | X AN HP(E — AX | Ko ta), (3.40)
AN )

ltéra pozwala uzyslné réwnanie ewclucii na wislloéé P(X ,t | Xy, te) cdefiniows
ng jake prawdopodobienstes warunkews (lub gestesd prawdoped obiefistea warun-
kowego o ile operujemy ciaglvmi cmiennymi losowymi®) znalecienin coasteczld w
polozeniu K w chwili ¢ pod warunldem, ze pocmgtliowo w chwili 4 cogstectla ta
znajd owala sl w poloceniu Xo. Prowdopodobiensfwo fo jest kluczowg wielbosag cha-
ralferyzujpgeg proces sfochasfycmy. Ocozywiscle, pelny opis procesy stochastyroznegs
Ilarlkcwa uzyskujemy dopiers po wprowadzeniu (niemal cozywiste]) reguly heoes]
wipomniane prawdopodobienstwo warunkowe © jed noczostlowg funlejg rockladu

PIX 4500 =% WA+ 404 | X - AX OP(X - AX 1), (3.41)
AR

Sumeoranie po prawej stronie rownasct (3.40) cawiera element, w ktdym AX =
J:; opisuje on prostreanie coastectld w poloceniu ¥ od chwili ¢ do ¢ + At Element
ten jest prowdopodobienstrem warunlowyrm cnaletienia cogetectld w polozeniu X
w chwili t + At pod warunkiem, ze w pD]-:r_.Emu tym poscstawala od chwili £ Gdy
proemiessomenie AN =0, Element proefoia (At 4+ A2 | X — AN 1) jest pravwde-
podobienstwem Tl.':n.mnlm"-m znalezienia coasteczld w polozeniu X v chwli £ + At
pod warunkiem, Ze wcoesnie], w chwili ¢ cogsteccln cnajdowala sig w poloeniu
X — AX. Zauwazmy, e prawdopodobienstewa i1, covll element prostrwania i ele-
menty proejscia, deﬁmuH. jednocnacznie proces sb:d‘tﬂsl::- czny: innyvmi slowy, proces
stochastyczny moing vioisamiad ze zhiorem [}, kbdrego elementy spelniajp waru-
nel normalizacyjny

WX AT 4+ A X )=

|-
T

n(a A X4+ S WX AN M| X =10 (342)
&K

=il

I powyvIszsego warunku wyznaczany element opisujgoy prostreanie 1 podstoeriamoe

B perowanis ciaglymi zmisnoymi losowymi prowad=i do pévwna ma Mistrza niemal ideobyczpego
= uzyskanmrm tukaj (3.44) = faka récmica, e wysbspujace w kakim rérmaniu mimowanie nalezy -
stapic calk oranism - nieskety jeio wyprovadoeme vymagaloby bardzie] vy rafinoransgo podejeda.
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do réwnceci (340}, cltmvmujge po prostych proelsstaleeniach wygodng postad po-
srednin, cowierajnon jus tyllo jeden rodon) elementdnr,

P4+ At Mgy t) — P Koyta)

At
(KA XA - _
> . PE = AT, ¢| Ty to) -
_"l."l.ll-l:l
WX —AX t4 At X8

Pt Ko, tall: (3.43)

At

w ".ll:-:nu_]qc' W powETYM WVIaTaniu I:-:-bustr-:-nne'l pr':zl_]sme graniczne Mt =0 otroy-

mujemy postuldwane ID:.IIJ.E"ID‘F‘.‘I}ID:ILIED‘P.'E rownanie NMistrza na ewoluck pm';'.'d-:.b-
podobienstwa warnkewego F‘I:E. t| '-5;..;. tal

SP(X | X, ta)
5t

= 5 [[(AXP(X —AX ¢ Ao ta) —

A Fe0
T{—AX P, | Ka,tal], (3.44)
gdzie element proejpcia
T WA+ A X —AX 4 W(AX AL
TAX)™S Lm, A =dm T B9

oraz analogiconie =dehnicwany I'IZ—_"Li], 55 jednorodnym: prowdopodobiensteor
mi proefpeoia na jedneostle czasu (umyskanymi proy zaleceniu jednorodnesei coasc-
przestroenne] prowdopodobistster przejss 117 owanymi talsze funlcjami intensiw-
noscl procesu stabvstyeznege (stochastyeznego) albe po prostu intensywnosciami
procesu statystyonego - elementy te muszy bed cadane aby mozna bvlo efeldwnie
roTwissad rownanie ewoluc [3.4.—1:]; pr=v wprowadzeniu tych elementow skormystali-
smy = wlnsncecl jed norodnosci proestroeni orac jed norod nosci coasu nie loroyvstajge
przv tvm = anizotropowossi proestrzeni. Proces Marloes posindajacy bege frpu
wlasncec nosi natwe sacjonarege; w dalssym ciggu, tam gdzie uZywanmy procesu
IMarkomm jest on winsnie tego trpu.

Fdwnanie (3.44) opisuje propagacje stabystyezng coastecthki cawissiny mardwno
pod nieohecnosd jak fed w obecnodci zewngfrmnego pole. Rdwnanie (3.41) nosi na-
—we mwnania misdrza (patrs [N.G. van Kampena pt.: "Procesy stochastyezne w
fizyee 1 chemii”, PWII, Warszawa 1880) albo prospelfyunego roumanma Koimeogo-
rowa (patrs M.Fisz, "Rachunek prawdopodchienstwa i stalystyla matematyezna”,
rocdz 8, PWIT, Warszawa 1967) 1 jak widas opisuje ewcluc)e propagatora wprood w
czasie; ewolucje wstecs opisuje (analogicznie wyprowad zane) réwnante refrospelfyu-
ne foimogomowa.

65



3.8 Dyfuzja

Héwrnanie dytuzil, cardwno pod niechecncss jak tez w obecnoscl cewnetronego pola,
medna otrsymad becposradnio = réwnania (3.44). Procedura polega na rocwinigciu
prawdopodobienstea F"I:‘: - _":.}E,i‘ | .'E.:u,i‘.:l ) w szereg Tavloma w punlcie X (lbére
w tvm proypadlu cwane jest tal=e rocwinieciem hramersa-MMoyvala, potrz MG wmn
Iampena pt.: " Procesy stochastyczne » Azyoe 1 dhemil” | rozd= 8, PWIH, Warszwa
1990} 1 ograniczaniu sig tyllio do wyrazéw levadratownch w AX . Tego tvpu proy-
blizenie st usprmwiedliwicne gdy | AX || X | ezvli gdy dlugssé pojedvncsege
proemiessozenia coastectld jest cnactnie mniejsma od altualne] odlegloscl coastecs-
la od punktu pocmgthowego co ma miejEoe na ogdd dla dostatecznie dlugiego diresu
czasy (3 7), (o coym byla jus mowa wezesniej ) lub gdyv rocklad —misnnej AX , dany
elementem proejoia I'|:_1'I..-E i, jest waski (bard zie] systematyozne, subtelniskze podej-
scie, proedstawione np. w ksinzoe [T G wmn ampena pt.: "Procesy stochostyezne w
hzyee 1 chemi" , PWIT, Warszawa 1980, oparte jest na rocwinieciu rownania mistrza
wogledem poteg mnlego narcuconego T zewnsbrz specyhcznego parametru - jak =ie
wyvdaje kst to podefce lepia] umotyworwane niz roowinigoie Ivramersa-MhMovala ).

Reoocwazamy terac proypadel brubu dryfu oo ocnacoa, 2e proestrzen w ktore] —a-
chodzi blgdzenie jest izotropowa: prowad=i to do znoszenia sig wyrazow linicwych w
AN, W talkie] sytuac)i = rdwnania (3.44) obroymujemy réwnanie dyfusji

SP(X, ¢ Ko, ta)
o

(gdzie Vo jest d-wymiarowym gradientem); wspdlesynnik dyfuzji D otrmymalismy
tutaj w postact

1

=DVIPIX,¢| X, ) (3.46)

1 ;
D= 5 Y.

=]

YO(AN AN = § (AXPT(AX ), j=1
AR AR=0

przv ooyvim rownosc drugn mozna byvlo napisac dziglki icotropowoscl proestroenti, ldbo-
ra jest skutkiem bralu (w bm proypadku) dryfu - pocwala to na uzaleznienie
elementow: proejscia I' jedynie od dlugesci weldtorn pojedynezego proemisszczenia
| AY |= /Ti(AX;)% Zatem, povwyisa pestaé réwnania dyfusii (3.46) zestala
uzyslnna

dzigld znilaniu elementéw lamyzowych (pocadiagonalnych )
SOANAXT|AY |1 =0,i#5

R,

C o .. 2 4@
1,7 =1,...,d; (3.43)

2

co wynilka (tuta]) = izotropowescl proestroeni. Zardwno postad rdwnania dyfusii
(346} jak bez wyrazenie na wspdlemynnik dyfusji mogg ulec cmianie po wilgezeniu
mewngtrznege pola co rocwazany w dalsse] coescl.

Wzdr (3.47) mede sig wydawad dakladniefpzy od (3.13), ktdry zostal wyprowa
doony w rozdz.3.5 jednals, jak wvlecujemy oba wyrazenia sg sobie rdw nowazne. Jalk
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widas, wapdlemynnik D dany wyrazeniem (3.47) jest, podobnie jak (3.13) 1 (5.14),
wielkoscln malroskopowsn gdvz dotvemy blgdzenia na malroskopows duze cdleglossd
a matem polomywane proes copstectle cowiesiny w malkroslopowo dlugich olresach
CTOS.

Latwo sprawd=zié (przez proste réiniczheowania po czasie i po tmiennyeh proe-
strzenmych), ze rocklad Gausan

— — 1 I:'-%_. — -_'.;,]'3
PIE | Kot = —ap | —— 348
|: a | 0, ta (*T(f—fum#'lzﬂp( 4:|:'t—f|:'|_D) |:
jest rozwigzaniem réwrnania dyfuzji (3.468) ped niechecncse —ewnetronego pola spel-
niajpovm wymagany warunel pocmgtloowy
PiX 0| Ko, o) =8(X — Xy, (3.50)
stwierdzajnoy, e w c'h':'_.'i]i pocogtlowe] cogstectln cowiesiny cnajduje =g w scisle
olreslonym poloceniu Ko

Lorzystajac = jawne] postaci propagatora (3.49), znajdujeny po prostym scal-
kermraniu

= — ] e e ey i 1 (.i—.fu"z
() — Ko :f dX (X — X, —exp | -0
() - Xa)) T - |:+?r|:1‘—1‘.;|J.DJ'*-'-ﬂP( -l_-[f—f.;]j':l)

= 2t —t5)dD; (3.51)

jak widaé, jest to postad identyvezna do umyslanej weozesniej (3.12) - wyvlamalisooy:
tvm sammm identyoonoss obu postact |:3. 13 craz |:3.-l_-Tfl wapolomynnile dvfuzj.

Obie postacie wapdlemynnila dyfuszji {(3.47) crac (3.13)) posiadaja udermajaeg
ceche o lkbire] wspomnielisnm: wezesnis) miancwicie, wiellkcd malroskopowa jalem
jest wapdlesynnils dyfuzji D (pabrs réwnoss (3.14)) daje sie warazié za pomeoca lo-
lalnych wielkoset mikroskopowych ton. sredniego pojednczego proemisszozenia kwa-
dratowego orac coasu potroebnego na to pojedyneme proemiescozenie. Oznacta to,
ze = cachowania zawiesiny w skali mikreskopowe] potrabimy odtworcye je) cachowor
nie w skali malreslkopowe] - sugeruje to samopodobny charalter ewoluc)i; ewoluga
ukiadu w sball malro jest podobna do ewolucn uvhiadu oglodaney w innych stalach
np. mikro jest to podstowowa cedcha tow. blgdzen fraldbal nveh

Zauwazmy, Ze rownanie (3,46 ) na praw dopod chiefistwo warun lowe 'F‘I:.'-%_:,f | .fu,fu_

jest spelnione proyv dewolnym warunku pocmgtlowym P X, %) dlatego sredniujge
to rownanie stronami po wamstlach moclivnch warninleadh poczabloowich obrzymmu-
jenyy rownanie dyfuzji

SP(X ¢
ot

na ednoczastlowg funlcg rockladu.

=DVIP(X, 1) (3.52)

-



3.8.1 Dytuzja Ficka
Literalnie recs bicrae, dyfuzja Ficka dotyemy gestoscl (koncentracii) cogsteczek (np.

mawiesiny ) a nie prawdopoobienstw. Oczywiscie, w proyvpadlu statystyreznie nieca-
lezmych cogsteczek istnisje prosty —wigzel pomiedzy gestoscin (liczbowg) n(X, %) a
prawdopodobienstrem warunlowrvym

er:}E,f'l :JI' 'PI:}E,H .‘Eu,fu'lrzlz.fﬂ:u,fu'ldfu, (3.53)

gdzie rzlifu, ta) jest gestoscin (licchowsg) w chwili pocsgtloowe] to w poloseniu Yo
Usrad nisjge réwnanie (3.46) = gestosely pocmgtlowsg ni Xy, 4y ) obrsvmujenye (w opart-
ciu o (3.53))

Srz[f,f'l

g = E‘Tirsz,ﬁ (3.54)

dobroe znane réwnanie dyfuszji Fidem (patrs np. IR Manning, "Diffusion Kinetics
for atoms in crystals”, D, van Mostmand Comp. Inc., Princeton 1963, (istnisje tlum.
na jezyk mosyviki)) Ocmywiscie, na mownanie to mocna patrzec jak na rownanie
clggloscl ozvli jak na prawo cachowania liezhy coasteczale. Wimezas, mocna je mapisas

w postaci

o -'E th -

HED | e =, (3.55)
gdzie

5_5(?2,1!"!: —D"'._,QHI:_-'EJ'{']J (35;3.

jest strumieniem dyfuzyinym coasteczal.
Jednym = zasadnicmych problemow inwestarcw gleldowyvch jest wycena opcia.

3.9 Centralne twierdzenie graniczne raz jeszcze

Jedan = najvazniejszyvch whicslow jald mosna sformulowas na podstawie rocwazan
proeprowad sonych w poproednich rozdzialach, daje sig sformulowac w postaci na-
stepujgoego (weltorowego) twierdzenia Lindebergn-Lévy'ago (patrs M. Fisz, "Ra-
chunel: prawdopodobienstea 1 stabytvlen matematyozna”, PAWT, Warscara 1967 )
znanego, e wogledu na swoje tasadnicce tnoactenie w doiedtinie twierdzen granicz-
nych, jalko

Centralne Twierdzenie Graniczne [CTG)
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Wprowadzmy cigg niecaleznych, weldorowych cmiennych losovnch 74,14, ., 3, po-
sindajnoveh identyezny rocklad prowdopodobienstwa, a matem tals same warkoss
srednig, {x), oraz dyvspesk oo, o

— B
=1,2,...,

-I-:|-|-

= 3 !

3= 73 3= o -
— T =T ) —T)

i-‘ql 3 :Z' .I-
‘|'_:| [T

.

=4 ! - b b= FiL
= I_;i ) :.:'_1:—1"" |:-..-.EI||

Zdefniujnmy terss sumaryvezng, standarvzowann [ﬂ'}';lmlmmq'l, waltborowg cmien-
ng loscwsn

Tin) = X(n)— {X(n)) _ TlF - (5) (3.58)

B
oy O

maleznn od n; jak widac, wartcss cozeldwana te] cmienne] -::]_' in)) =0 oraz e dvs-
persja oy (1) = 1 niezalenie od n,
Temn CTG meéwi, e
1) istniele =wigzek pomigd=v dyvspersiy oy (1) sumarrconej zmisnej losowe] }EI:i'z I
adyvsparsjs o, pojedyncse] cmiennej T postac: o4 (1) = 1 oy,
2) dla ssymptotycznie duzych n funlcja rockladu standaryzowane) cmiennej lo-
sowe] ¥ in) dana jest, = debrym proyblizeniem, rockladem Gaussa:
GIT () = ke expl(—~(T (n)%/2),

gdzie d Jest wyminrem proestroeni weldcrowe] do ktdrej nalezy cmienna }_'I:rz I

Powrvisze twierdzenie costado stormmulowane nieco ogolnie] niz recwacanin © kkdrvch
wyvroslo miancwicie, uwsglednia ono talze drvf wowolany proylozeniem do ulkladu
zewnetronego pola. Dt ten moznn chamlkteryoowac oa pomocs stale] predlosc

unosTenin
I:.?- e

gdzie slorystalismy = definicji (3.5) = ozd=.3.4 oras woom ¢t = nr wprowad zonsgo
w roods. 3.5, Jak widad predlosc uncezenia -Z:I_' | obliccona na podstarie wirpad loowe-
go weltbora proemiescozenia cogstectld cawiesiny jest, jak bvd powinna, identyezna
= predlkcgcia uncszenia (7)) chliczona w oparciu o pojedyneze proemieszezenie taj
cogstectld. Zagadmienie dyfuzii w obecnosd drvfu omowiany kool w nastepnym
rocdziale, co usprawiedliwia wprowad zong powyze] postac CTG.

3.10 Dyfuzja oraz unoszenie

Proedstawianm teraz cmiany jalde powinny bvd uwsglednions w stosunlu do roc-
wazan prowadzomych w rocdzialach 3.5, 3.7, 3.8 w proyvpadlu istnienia w ukladzie

o



drviu, oo jest jedyng modyflociy warunlsw blgdzenia cogstld cowiesiny jalm do-
pUSTCoTAMmY.
Znsad nicog konsealowenc . te] modyvhlacyi jest fald ze pierwssy moment, carcwno

pojedvnooe] jak tes sumaryezne] tmiennej losowe], nie tnika ooyl

n

{fl:rifl— .fu:I =Z{E}-:| =n{T) #0, (3.80)
1
tvm samym clamana sostala rdenced (3.7) (gdzie po drodze skoroystalismmy = rdw-
oecl (3.5)).

W owiazlu = powyvismym, dyspesjn =definiowana wzorem (3.3) nie rdwna sis
terac {[f(ri1 — X ¥} oo prowadzi do wynilku ogélniepzego niz dany wyrmaleniem
(3.8) craz (3.10). Korsystajge = ogolne] definicji dvspersii (druga réwncee » (3.3)),
otroymmjemy po prostrch proalsstaleaniach

(ex(n)f = Z[{(I‘Il— (i3 1—]+Z[{: A EREARRE

=1 FL

= ?!l:ﬂ'_,_._'l_q-l—g,lt;l:?!]; I:B.E]fl

gdzie sumaryezna funkeja kaelacji Kin) jest dana przes tg coesd wymienia (361),
lcbdre cowiern wyrazy kroyzowe: Jal widac, funkeoja ta cnila dla taldego blgdzenia w
ltborym pojedyneze proemisszozenia sg nieslorelovwans - proyvpadel bladzen slkorelo-
wanych, np. usstywnionych polimeréw, omawiamy w dalsze] czescl.

Wrrazenie [3.51] mozna tapisac w postact umosliviajgce] wprowad zenie wspol-
coyvnnilkow dyfuzji dla nieskorelowanego bladzenin pojedincme] cogstectld w obecno-

sol dryvfu - jest ono wogdnieniem wyrazenia [3.1?]
II.:I-_HIIHJE = El:f—f.;,fl[lid— 1i0 -I—_Dl] [S.EE]

gdzie wspdlevnnik

_ 1 {iE
D*_z(d_h S (3.63)

opisuje dyfuzjle w kerunlu poproeccnm do lderunlu dofu, natominst

oy = MEDI =GP (@)= (-t ses
dyfuzje rownolegly do lkdernlu dryvfu proy eoym w ogolnoscl
D, =D (3.65)
a ponadto,
Dy ZDorazD, #D, (3.86)
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przv covm cstabnia nierdwnose w ogdnoscl ma miejsoe pomimo, e dotyoty dyfu-
=ji poprzeczne] - badzie o tym jesoze mowa ponize]. Jak widad, wiraZenie (3.62)
stanowi uogdlnienie wzaru (3.12) na proyvpadek wostepowania zewnetrznege pda
wywolujgeego dpt. Malezy waznacsye, 28 wepdemynnik dyfuzji rownelegle] D) jest
niezaleiny od czasu (co wylnoujenty peonize]) gdv: identvezna (do jawnie wpisa-
nej ) pamaboliczna zaleznoss od coasu tlowi talce w sred nie) © kewadraty pojed yoczego
proemieszczenia | (T F), prowadzge do jej skrocenia sig.

Istnienie zewnetronego poda wprowadsza anizotropis proestroeni co cmienia, jak
wylazujeny ponize], postad rdwnnia dyfuzji Fick’a (3.46). Pestepujpe analogic-nie
jak w rocdziale 3.8 (ezvli rocwijnjac propagabor F"I:i - _‘Lf,f | .f.;.,l‘.;.'l W smereg
Tovlom w punlkeie i ograniczajge 5ie tyllo do wyrazdw lowod rabowevch w AX [

preelestaleany réwnanie mistrza |:3.4.—l_-'| do postact

SP(X,¢| Ko, ta)

ot = DJ-TS—I.Pl:f:fl f':':lf':'-"l' DlTipiiztl '-E':':l{":'-I

— (V) VPRX,t| Ko, ta) (3.87)

mawiernjace] obok plarvwszego sldadnika odpowiedzialnego =a dytuzie w lderunlu

poprzeczovm do ldeminku provicconego pola gdzie,

1 TR =
D, = m t;ul:_"llJ_lrijll
1

= — ‘}_‘ I:_"n.fJ_i:Tﬂ AX |IE"..p|:1': _"n.f”EkET'l

2d—1) =

A il ) )
= an T (T AT ekl

&R e
) j':”;‘] L (LTI AT PR+ %%L]
= D (F)? 1 3 (.‘u.‘L'FI:_"n-fl | AR I (5.68)

t RksTPHd 1)

R
jest wspddecvoniliem dyfusi poproeccne), talze drug oonoctajaoyr dyfuzje wodlus
lderunlu pola proy ezvm,

(AXPT(AK)

1o | =

Al

Dlz

1ozt | =

(AT AX |)enp( F - AKX/ 2ksT)

(AX)T() AX |-.mh(%l )
~hg

i | =
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% E (A PT{ AX D1+ 1%1—:]
= D+ (EELF- i ',::? (AXAX T AX ) (3.60)

jest wspddesynnildem dyfuzji wodluz pola omz troeci slkdadnik cwigzany = unceze-
niem (wzdluz lderunku pela) gd=ie predlkced uncs=enia

o F.AX
V) = ¥ AGTAY )= ¥ AT i1|le1p[ﬁli
_..."|.-|-|:| _."..-u-lJ
= - F.AX
= ¥ AYT(| AT [jsinh(——1)
e 2egT
K wed]
F F
£ Y A PrAX ) = 2D, (3.70)
2k A waid ksT

jest rémnclegla do lderunku pola =e wzgledu na symetrie —wierciadlang (F jest w
talim uldadzie wspolzednych jedvng niecnilajgon skladows weltbora silv). Proy
oclazil, wemystlie troy wislkoscl wymazilisnoy w postact jawnie talecnej od zewnetrzne]
(stalej) sily.

[Malezy podlreshic, e istnienie anizotropii prosstroeni nie narusza symetrii —wier-
cladlane] funlcji intensywnessl procesu stochastreznego: funlcje te posiad ajg srme-
tre :‘r'.'iern:'indlanq. wogledem (dowelne]) plaszemzny, w kbdrej lezy weldor predloec
uncsTenisn | I oo prowadzi, podobnis plx W proy p;:u:]l-u bralu pola, do znilania woe-
razow lu—:-—..-:.rr'. veh fyrpu (3.48) oras zeruje uncszenie prostopadle do lkierunlku p:-l.':n.

Ilotna bez trudu sprawd=ié, Ze rozwigzanie rdwnania (3.67) spelniajgee warunek
pocmgtlowy (3.50) jest postac iloczy nu dnfujacege oras stojgeege reckladu Gausaa,

— — 1 I:I:-E_. - _-E,:"II — -:"[_':: |:1!' —tqIF
PX,t| Xo,ta) = — excpl — K )
|: 7 | a,ta .III4:T|:1!' _ '|!'|;| IDI F": *l:'l!'— fn:l |.D|
1 |:|:1"" -E':'.IJ-." FEra B
- =\ 371
(dm(t — £y 0D -1 epl — Lt — 450D, : ( I

Innymi slowry, widzinmy, e w lderunlu prostopadlym do kierunku dofu ma miejsos
jedvnie " rocplywanie sig” propagatorn covli jego poszerzanie sie © jed noczesnym ma-
leniem amplitudy prov covm "sredek cieclosei” (w fym proyvpadkuy malsimumum)
propagatorn pocostaje proes caly coos nieruchomy - jest toefeld dyfuzji w coyste] po-
staci. [MNatominst, w lderunlu rovnoleglvm do lkherunlu drvtu sytuacis jest bardzie)
shomplikowana. Obol: powyze] wepomnianego efeldu dyfusji, ma miepce tjawislo
uncezenia (drvfu), kbire polega na proesuwaniu sie srodla cigtlcgol a matem calage
propagatora = (wypadlowg) predlescia (17). Ocpywiscle, wyrazenie (3.71) nie jest

oy



rocwigsaniem stacjonarnym réwnania (3.67) gdvs cmienia sl wraz = uplywem cza-
su. Hoowigzanie stacjonarne, o doldadnie] mdwige rdwnowagowe, wyprowad zanmmn:
ponize] analizujac rownanie cigglosc.

Liczace teraz dyspersje cmienne] ¥ — X, moéna wvlazas, e oba wspolezynnild
dytuzji D) ataz D, cbroymane na dwoch roznych drogach (porémnaj wyratenia

(3683)1(3.64) = odpowiednic (3.68)1 (3.69)) 53 identyezne.

3.10.1 Twierdzenie o Huktuacy 1 dysypac

Fémrnoed provblizona we woorze (3.70) proadstawia, w provblizeniu lindesrym, —wig-
ek pomigdsy predloscin a proylocong silg. Wspoleoyvnnil proporcjonalnesgcl jest,
jak wiadomeo, ruchlivescly (ktérg czesto oonacza sie proez B). A zatem,

—_ D T
B = JEE_T (3.72)
laczge uncezenie = dyfusjg oo stanowi tese fwrerdzenta o Aukivac: 1 dysypacy | patrs,
R. Ivubo, M. Toda, M. Hashitsume, " Fizvln statstvezna, 11 Medhanila skatstrez-
na stancw mercwnowagowvch” , PWIH, Warszawa 1881 ) - jednego o najglkbszich
twierdzen Azyld statystyezne).

Przy clmzji zauwazny, Ze woory (3.68) orac (3.60) wyznaczaja stoplen anizotropii
wapdlegyrnnilew dyfusji. Mianowicie, mocna je prospisac odpowied nio w postaci,

1 (Fr
SPe=Pum b ‘.;'i—r
= l=hB
1 = iap ~ .
-* D (AN FIAN T AX | (3.73)
2d - 1) 7o,
arac
li_F 1 = —..:I. = I oot
ADyj=D|-D == 1kaT 2 YO(AXHAX)T( AX ], (3.74)

Jak wida¢, w proyblizenmu tnrowym zamwno anizoimopia poprzeczna ALY jak 1 po-
diuzna AD) znikap. Zauwazmy, ze cnikanie anizotropii poproeczne] A D) nie ozna-
cza pszoze tnikaniaanizotropil podluzne) D), oo polnzemy na proylklad-ie blgdzenia
na sieci lewadmbowe] (patrs 1vs.1(3.10.1) cras rys.2(3.10.1)). W tym misjscu nale-
v podkreslic, e astosowanie powyIssych wyrwoddw do taldego bladzenin wyrmaga
jedvnie doprecyzowania po jaldch weldorach proemieszozenia _"n..'"x._'_ proeprovwad cane
jest sumowanie T, #(...) oms caznactenia, Ze weldor polofenia X proyjmuje tyllo
wartosol dyvskretne otnactajgoe wecly siect.

Provlzlad 1



Roowazanmy blgdzenie proypadliowe pojed vnoze] coastectld na siect lowadrabtowe] tal
jak to pokacans na rys. 1(3.10.1). Zakladamy, Ze prosslold machod = fllo do najbliz-
szych sgsindow (odleglych o staly sieci o) natominst zewnetrzne pole jest proylocone
rownolegle do haryoontalne] linii wezlémwr. Zatem

(| AT = T, dla AX = a,qd), (—a,d), _III:I,a b, (0, —a)
a, dla innyech AN
Iuorzystajge © wraenia I:E.TS I obroy mujemy,

ADy =10, (3.75)
(gdyz w trm proypadlu weltbor proemisszczenia AX albo posiada skladowg prosto-
padls i nie posinda hory-ontalne] albo cdwrotnia), natominst wrrazenis |:3.T4= I daje
po prostu woor

I:l':'lza:
(2kgT)2’

AD)
D

= % (3.78)
na wogledng anizotropig podluzng.

Reowazamy teraz nastepny proyklad (patrz nrs.2(35.10.1) detyezacy sytuacii gdy
ADy, =ADp £40.

Provllad 2

W tvm proyvpadlu linia wezlow nie pokrywa sie © lderunkiem proyloconegs pola.
Ze woordw (3.73) craz (3.74) cbroymu jemy,

ADy,  ADy 1 (FPe®
D D T OB(2kgTV

I:?.-..T.T'l

Zonweemy, 28 w obu providadadh lersvzowe wspdlezyvinild dyvfuzii cnil)s poniewas
ma miejsoe symetria cwierciadlana elementowr proejscia wogledem lderunlu proyvle-
onego pola.

3.10.2 Rownanie cigglosci a liczba Avogadro - doswiadcze-
nie Perrina

Fenomenclogiczna tecria transportu Onsagera slustna dla stancw bliskich stancwd

réwrnowgl termeod yvnamicone], wprowadza liniows, waleznoss pomigdzy prodem a si-

la termodvnamiczng - tego typu wwigzeld pojawily sig jalo betposred nie wnicsld =

dogwindezen. W proypadlu blgdzenin pojedvneze] coasteczld w obecncscl zewnetrz-

nego polasprowadza 51 on do prerwszego prowa Frok'a postact,

EI:.-E,{' | '-E'J:If':'.' =.:'_-E‘|:.:E:If | '-E'J:If':'.' +.:'T"i (-E,'f‘l '1"_:':':!1'1'3 .':I (3'_3'

L



pr=y e=rm

Tl X ¢ Ko t) = —DVP(X,¢| Ko, ta) (3.79)
jest prgdem dyfuzyinrm natominst

Jol Xt Ko to) = (V)P | X, ta) (3.80)

prgdem uncszenia, gdzie D jest diagonalnym tensorem dyvfuzp

D _{ Li']* Dﬂl \ (3.81)
i podobnie
D, =|i J?]* }i :I (3.82)

Jalz widad prawo to stwisrdza, e gestosc produ dyfuzyrinego jest proporcjonalna do
gradientu propagatora natominst gestosd prgdu uncezenia do samego propagatora
( pr=x stalej predlosct dofu ).

IMozna teras postawic pytanie o warunek broayowy proy Liorym woyshuje st roz-
wigzanie rownowagowe, ton. talde lkbore powstale dzield réwnowazeniu sig produ
dytuzrinegs 1 pradu uncssenia - coywiscie wotalde] sytuac)i callowity prod » uldda-
dzie znika. A zatem proyjmujenty, e

Xt Ko, ta) = Jol X, | Ko, o) + v (X8| Ko, 20 =0, (3.83)

Cowisoe], possuliujlemy rocwisgzania niezaleznego od warunlku poczgtlowego, Zatem,
réwrnosd (3.33) capisujemy w postac,

a
51 PI:-"Ll'I— {I- :IF‘I:1| I:E.E-l_-]
Proyjmujemy, 2o skladowa polocenia Il jest slderowana lu gorze natominst sklado-
wa predkedel dryfu (1) ku delowi. Ponadbo, d — 1-wymiarcwa (hiper iplaszezyzna
zdefinicrrana rSevnaniam Il = ( jest nieprceniklivwa 1 cecwala na cheonoss constel
jedvnie w gorne] palproestrzeni. Ocnacoa to, T8 rocwigcanie rownania I:E.E-l_-fl Est

postact

- T
PX =P =P :ﬂ]E:'.:pl:{_.?I:II| i. (3.85)
Oeooywiscle, rocwigoanie to musi spelniac warunek normalizacyiny
f ax J{ AT, P(E)=1 = 0w P =0) 2 =1
— = d - =
! * L | W
:-'PI:E:|=I:I1=|{LII| (E.EE'I
' DRy’ '



gd=ie (,_; jest powierzchnia d — 1-wvmiarowe] (hiper \plaszesyzny. Jak widad, avwie-
sina jest umieszooonn W nacTyniu ogranictonym e wssyvstldach stron ca worjatldem
dodatniego kierunku skladowe) -L‘:II_ Tormystajac e woordw (3.70) oraz (3.72) 1 pa-
mietajge, e cawissina znajduje sie w polu grawitacyinym, covli F = —myg, (gdzie
m Jest mnsn cogstectld cowiesiny o g warkoscin proyspiessenin tlemskdego) obroy-
mujenty = (3.85) oras (3.38) nastyrepuiacy wodr na rocklad prawdopodobisistea dla
cogstectld cowiesiny w lednorodnym pou groswitoorjnym.

1 mg
BTy =
P 0y kaT

- ——
encpl — LEII' (3.37)

Jest to miecwyvlkle wazny woor, lbdry umeclivil J Parnn’owd prosprovadzenie do-
swindczenia, w kboryvm woonactyd licche Avogad o a tym samym podal po raz pierw-
szy doswindezalny dowdd cogstectlowe] bud owy mnberii.

Dogwindeozenie Parring. Po pierwsze, J. Perrn zauwa.cyl, 2o w=dr (3.87) pocwa-
la na doswindezalne wyonaczenie stale] Botomanna kg, Po drugie, e cnajomoscl
stale] gazowe] R wyznoccone] niezaleznie na drodze coysto termod vnamiczne] oroc

zwinzlu pomisdzy staly gazowg astaly Boltzmanna postac
R =MNikg I:?.-.EE'I

mozna wyznactye licthe Avogndro IV 4.

Marys.1{3.10.2) proed stawioneo schemabyeznie istote doswindczenia Perrina. Ma-
coynie wypelnione tawiesing umiessooono wojednorodnym polu grawitracyinym o
natgeniu gy = —g. Podzielono je myslowo na " plasterld” o grubesel &, Woar (3.87)
pozwala na chliczenie wogledne) licohy coasteczel: cawartych w ldejnych plasterlach

miancwe: 1’.'.'1!?:":I

424 L _

N+ 4, 4+ 24) T2 E'E.'PI: i
E e 1‘1!++_, ! ! = exp(— 2 A} (3.89)
VX, X+ 20 Ny dX P(X)) kgT

Powryzsmy wooar wyprowadzono proy talozeniu rotroed zone ] zawiesiny oo pozwolilo na
pr=yjeeie, 2 liccha cogsteczele V(X)) na poticmie X jest, = dobrym proyblizeniem,
proporcionalna do prawdopodobiststea P X ) tzn

I[Xl'l =N 'P[lfl i, (3.90)

gdzie WV jest callowitn liechg comsteczelr w ulidad zie.

Lewa stronawzoru (3.89) ostala wsnaczona w doswiadezeniu na drodze bezpo-
sredniego pomiaru licchy coasteczel: w dwich sgsiednich plasterleach: prasra strona
woori zawiera tyllo jed ng niewiad oma tzn. stalg Bolbzmana ks natominst masn czg-
steccthown m cogstectld cowlesiny omac proyspiestenie tiemskie g na danes) sceroloécl
geograficcne] sn cnane = bardzo duzg doldadneossig.

"Ograniczemie ke w tym kernky jest modlive ale shom plikerralo by bo postad nisistotbege
czynnika proedery kladpbiczego we wroorze [J.85),

i



3.11 Rownanie Fokkera-Plancka-Smoluchowskiego

W oogdlnym proypadlu niejed norodnych elementdw proejscin o prerdéwnania mistroa
[3.43 | mozna wy prowadtic ogolne rownanie dyfuzji cnane jalo rownanie Foldwera-

Plancln bgdx réwnanie Smoludhowskiego, uZywajae wygodniejsoe] notac)i

WX, t+ A X —AX O =W (AKX, At X - AXH
I:?.-.ﬂ].'l

oraz analogieznie
WX —AX 14+ At X =W(-AX At | X 8) (3.92)

MNotacja ta pocwala na alternatywne claedlenie elementdw {17} na proyldad, ele-
ment proefcia W{AX, A | ¥ —AX #) jest prawd opodohisfistwem proemisszosenia
coastectld cawiesiny o weldor AN w proad ziale coasu At pod warunldem, ze o edno
proemiescoenie wozesnie] w chwili ¢ cogstectla cnajdowala sie w poloZeniu X-AX
Pestepujae analogicznie jalk proy wyprowad zeniu réwnania (3.44) cbroymujenty: ogél-
niejsze rownanie rocnictlow o-rocnioowe

SP(X 1| Xa,t0)
H

= Y [TAX | X -AX P - AX ¢ Xt —
w1

A
T{—AX | X 40P Ko,tal, (3.93)

|_.-

gdzie teraz uiylismy ogdlniejszej, niejednorodne] (w prosstroeni i coasie) postaci
alementcw proejsein. Anslogioznie jal poprzednio, wprowadsilisnoe tutn] definic)e
nigjednorodnych intensywnoscl procesu

(N 4+ 0| X — AN
TIAT | X —AX,¢) = lim (At 4+ 2| o

A Mt !

I:.?-.ﬂé'l

oras analogicznie =d efinicwans intensywness T —A X | X ,t). Zrownania (393 ) maz-
na wyprowadzic uogolnione rownanie dyvfusji cwane najooescie] rownaniem Foldwera-
Plancln, rocwijajae pierwsty skladnik pod sumg w szereg Tovlora w punlaie X
(analogicznie jak przy wyprowadzaniu réwnania dyfuzji Fick's (3.46)). Otroyrmuije

my na tej drodze

P(X ¢ | Ko, ta)
St 5"1

5 ——[VIPIE, ] Xo, ta)]3.95)

,[D (X,4P(E, ¢ | o, ta)] — 51

gdzie D II'E. ) to wspalezynnild =definiowane woorem analogicznym do (3.69) do-
puszozajpoym ich caleznose od polozenia cogsteczld oraz od coasu

I:::'.-.QE i



natomiast (15, 7 =1,...,d, s3 skladowymi predlcsct dryfu

= % AXTAX|X),j=1

5T i

d. I:?_._EI.T]

]

Hiwrnanie Foldwera-Plancla mocna proedstawic w postact row nanin cigglosc gdvz
prod prowdopodcobienstvwa wyrnosi

J=jo+ (3.98)
skladajge me = dytuzyjnege prgdu prawd opodobienstea

[D1(X,¢VP(X ¢ | Ko,ta), ..., o[ Dl X, tYP(X ¢ | Xo,ta)}, (3.99)

jn = [51 ’51

oraz konweloyvinego prgdu prawdopod obiensta

Jv =LV P | Xata),. ., (V)P 2 | Ko, o)} (3.100)

3.11.1 HRownanie Langevina

Hownanie Langevina pocwala na dynamiczny opis ruchdw Browna dzield wpro-
wadzeniu do klasveznege rewnania ruchu Mewtona Hulduujaes) silyv od powisd sialne)
ma oy gralowaby lectalt toru cogstectld cowriesing

3.12 Anutokorelacje - zlamanie centralnego twier-
dzenia granicznego

Rozpocoynanyy teraz omawianie syvtuacyi, w ktérrch ulega zlamaniu centralne twrier-
dzenie granicone: wylniemy, 2e moze to bvd owigzane © dugoonsiegowrmi autolore-
laciami wystepujgoymi pomisdsy pojedyvnoymi proemiessoseniami cogsbectld. Ist-
nienie autolorele)l oznacta, e pojedynome proemieszozenia dane) coosteczld sq od
siebie statystyeznie zalezne. Ty povwyrm proykladem talas] srtuac) moce byve blgdze-
nie (" gléwld" ) ussthwnicnego paimery zalezne od crientacii wyjsciowego moncmeru
zwane blgdzeniem ulderunkewanym ("directed randem wall") lub bladzenie poli-
meru bez samoproecied ("self-avoiding random wallk" ) albo slorelowane bladzenie
lanalowe (jed nowymiarowe ) jondw w sieci kryvstaliozne] (ktdremu towarsys=g "bad:-
jump correlations” lub " feed-back” correlations" ).

Heowazmy sumarvezng funkeje autolorelac) wprowadzong w rocdz.3.10 proes
wyrazenis (3.61)

[

_ﬁ_:l:rz'l =

1z | =

= EI{I:E'J_J"IJ (3.101)
it

.
d



gdzie czastlowa (parcjalna) funlejn autolorelaci

fiodv =41 3 =3 LA 3 a9
K, jy=i{x - 5;) — (T} - {T;) (3.102)

dotyeny dwach dowolnie wybranych pojedynemch proemisszezen dane] cogstectld

nn

{ gd=is

oohacza jalk zevlde mnozenie skalarne weldonsm ).

Wzdr (3.101) mozna proepisac w postact

n=1 n—i

n—-1 =
Kni=3% % Kijp=3% % Kij, (3.103)

el jemifl ] j—imml

ltbora bedzie w dalszym ciggu proelsttaleana. Dakladajge e wesystlde parcjalne
funkele autolorelaci sg jednoredne (oo wynilem = jencrednosci czosu wyrmZonego
liczhg pojedynemych proemiesoezen 1 jednorodnosci proestroeni) 1onie proejawiaja
asvmptotyoznych csovlaci, mozna capisac

Kii,ji=K( —1) (3.104)
oo [aTem T I:?.-. 103) daje

Me=1 =i

Kin) = E E Kim). (3.105)

] rroe]

[Malezv podlkreslic, e wilmsnose jednorodnoscl jest cechn powszechnie wrstepujaen
- observwuje sig Ja nie tyllo w stanach rownowagowch ooy ogolnie) stacjonarnych
ulkladu ale nawet w proyvpadlu relalsaci ukladu. Inoroystajoe © wymzenin I:.?-.IUE-'I

wvlazujenty, e funlick autolorelasji ﬁ;[rz | mozna proelstiakic do wyrgodne ] postact

Kin) = EI:rz — W {ji=n E Kiji— E 7. (3.108)

=1 =1 =1

Wiyprowadzenie wzaru (3.106) opiera sie na zapisaniu sumy podwdjne] (3.105)
uzupelnionej o pomeocniczg sume 3;1..‘-:':..‘-" (na recie elementy 2071, 7 =1,...7n,

55 dowolne) w postact tabelarvezne), gdoie na proecigciu lkazdego wiersza 1 kolumny
stol jeden element sumy. Sumujse tersc elementy tabeli pionowo omz proyjmujsc,

e Z(3y=K(j), 7 =1,. .. n,ctrzyvmujemy
n n=1 n=i n
ny K(i=3 % Kimi+3 jE(j (3.107)
el g — | el

a stgd w oparciu o (3.105) poszuldwany wodr (3.108 ),

[



Tabela 3.1: Wyratenie D251 T02d Kim) + Z0, 720

imm] Sy

1=1 Kily K2y ... Kn-2) Kin=1) Zin)
j=2 Kily K2y ... Kn-2)y Z(n-1) Zin)
j=n-—1| (1} Z{(2) ... Z{rn—2) Z(n-—-1) Z(n)
j=mn Z(1y Z(2y ... Zin=2) Z(n-=1) Zin)

3.12.1 Dyspersja a funkcja autokorelacji

Ze woordw (3.61) oras (3.106) wyniln, Ze cnalecienie malefncéci sumaryemnej dys-
persji oy od czasu dla dlugich coasder wymaga cnajomeoss malesnodol sumarvezne]
funlocji autclorelaci A od n dla duzydh n a wigc taleznoscl coastloowe] funlc)i au-
tokorelac)i W od ndla duzych n.

Istniejg co najwyzej froy récne proypadld asymptotyeonege (gdy n — co), mo-
notonicznego canilkania cogetlowe] funloji autolorelach

1) zanileanie szybsze niz 1/n coyli, K (n) == Cri_“"""], Q< a,
2} zanileanie wolniepze niz 1/n copli, K(n) s Cn=7, 0 < 5 < 1,
3) Kin)=C/n,

gdzie O 0) jest pewnastala. Proypadelk 1) definiuje t=w. autckorelacke krdtkooasiegome,
s proypadels 2 autokorelacie d lugomasiegome: sytuacia 3) claresla proypadel: mar-
ginalny | proejsciowy ).

Proedstoawmy teraz funkeje autolorelac)i w postoci sumy dwiadh nnstepujacych
skladnilecer

iy = Kima) + K-(n), (3.108)
gdzie
Kaln)=mn Z Kij— Z (7, (3.109)
j=ngHl jmmgtl

tutaj ng jest taln najmnielon licchg naturmalng powyze) ltdre]) oba sumowania w
(3.108) moZna wastgpi¢ callkowaniem. Zatem

Ko (m) e nf'ﬁ(j;a:j —j FK(j)dj: (3.110)

D o
jak widaé, fl(ng) jest stala (nisistotng dla dalszych recwagan) - oonaccamy ja proes
Co. Mezna teraz witnacsye asyvmptofirezne cachowanie sumarvezne] funlooji aubolo-

relacii A2(n) dla troech wspomnianych povze] proyvpadlae.

ad



Provpadek 1. Roowainmy najpierw sytuacje gdy 0 < a # 1. Whedy, = (3.108) orac
3.110) po wykonaniu prostege callkowania wynika, Ze dla n — oo
pe P & ) ’

"1 "1 1
K. im) = n:nf dj — c:f S =C 4O A G, (3.111)
no ng J°

Jit= e
gd=ie &, O i &7 sg3 stalymi (kbdee latwo mozna powigzad ze stalg O craz wyldad-
nikiem a ).

Reoowazmy teraz ten sam proypadel ale dla scozegolne] sytuacy gdv a = 1
Wowezas, analegicznie jak poproadnic, = (3.108) araz (3.110) obrzymu jemy

Flnie2 O 4+ Cplnfn) + Con 52 Con. (3.112)
Jal widas I:E.IUE]; [3.111] oraz [3.119] w proyvpadliu autolorelaci krotlomnsiege-

wych sumaryezna funlkejn autduorelacyi jest (w obu sytuacich ) asymptotyeznie li-

nicwrg funlejg licshy pojedynezyeh proemisszezen n. Zatem, = réwnania (3.61) na

warianc )@ sumaryveonego proemisstosenia cogstectld otroymujemy, ze
(rxin))® e nf (o P+ Cad ron, (3.113)

Zotem, korelacje krdtloonsiegowe nie cmieniajsn brownowsldego charaldern blgdzen

provpadlowach, cmieniajge jed ynie wiellicse dyspersii.
PE\'EE‘I’: 2. Wylonujpe obliczenin analogicznie jalt w poproadnim proyvpadlo,

o roy mujemy

Kinie O + Cin 4 Con™ 7 &2 Can™ 7 (3.114)

2
przv coyvm Jal widae, wyvlkladnils 2 — 4 = 1. Laczoe powyizsse wyraZenie = |:3.E]fl
dostajeny
(ay ()P s=nllo)® + O+ Gon™ 7 o ™7, (3.115)
Zotem dyspersja sumarvoznego proemisssozenia rosnie superlinicws o calloowritg liez-
bg proemieszozen. Wynilten oonaczoa, 28 horelac)e d lugooasiegomwe cmieniaja klase uniwersalnoscl

Ll&wimy teras o superdyfuszji (a doldadnie] supemsamesdyfusji) cogstecsld. Zauwaz-
my, Ze skrajnrm proypadldem superdytusii jest tow. dafusja balistyoznn edpowiada-
jaca wykladnilkowi 4+ = 0 co fizyeznie otnacza, e wasystlde pojedynooe proemiess-
czenia s identyezne (bzn. o jed nakerrej dlugeéel i zwrdoone w te sama strong) - mode
to opisywad skmjny proyvpadek "dyfuzi” polimeru o 100%owe] sshwnoscl. Innymi
slowy, mode to byd np. ruch jednostajny (e stalg predlcécia) s=hwnego preta.
Provpadek 3. Analogicznie jakw poproednich provpadleach, = (3.108) craz (3.110)
oty mujemy (dla asy mptotyeznie duzyeh n) po prostych obliczeniach,
(oryini etnf{a® + O+ Conlafn) e nlnfn). (3.116)

Jak widas, jest o reculbat o jeszoze innym charaltberze niz dwa poproednie - istnienie
korelac)i niecwvkle weobogaea problematyle szerolko rozumiane] dyfuzii

[Malezy podlaxeslic, ze autolorelacje dlugocasiggowe prowadzn w ogolnosal do roz-
klad&w granicznych récnigcych sie od rockladu Gaussa (J.-P. Bouchaud and 4. Gec-
rges, Anomalous Diffusion in Disordered Media: Stafistical Mechanisms, Models and
Physical Applications, Phys. Rep. 195 (1990) 127-203),
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3.13 CTG a zanik potegowy: "zderzenie dwoch
swiatow™

Omawiamy proylidad, kbory poowoli corienbowad sig w sposcbie funlcjonowania CTG
w provpadlo gdy dany rocldad canilm algebraicznie, coyli posinda algebraicznie —a-
nilajgey "ogon”, ale (pomime to) skofczong wariancle (patrs D. Sornetbe: " Critical
Phenomena in Matural Sciences. Chacs, Fractals, Selforganization and Disarder:
Concepts and Tods" | Springsr-Verlag, Berlin 2000, oraz J-P. Bouchaud | M. Pobter:
"Theory of Financial Risls. From Statistical Physics to Risk Management” | Cam-
bridge Univ. Press, Cambrdge 20015, Zauwacny, Ze jest to sytuaci odmiennn od
tej = jale mamy do coynienia np. w provpadlu obeigtego rockladu Lav’ago (patrs
E.IN. Mantegna, HE. Stanley: "Ekoncfizyla. Wprowadzenie” | tlum. ang. , Wind oo -
nickwo Maulowe PWI, Warszawea 2001 ), gdzie cmienna losowa podlega rocldadowd
Lévyego jedvnie w slodczonym zakresie (pom kbdnym rocklad po prostu znile).

3.13.1 Przvklad: rozklad Gaus=a 1 rozklad potegowy w jed-

oy m

W plarwszrm ebapie rocvazmy jowng postac gestosol rozkladu Studenta |:c':.::]i WS
Geeseta) dla troech stopni swobedy (tzn. g = 3)

1 2t .
Fl:II = -—rmj |:-311| 1

ltora jest scharalstri—owana skoficcong warancje réwng po prostu o°; coesto w lite-
raturze dla (wgske recumianege) rocklhdu Studenta proyjmuie sig, iz o =13

W dalszej coescl wyloroywtujenay funleoje charaliterystyozng gestoscl roclkladu
(3.117) e=vli transformate Fouriera tej gestescl plk), kbérg latwe wiyznacsyd (patrs
np. H. Batemann, A. Erdalvi: " Tables of Integral Transtorms" |, Vel 1, MG raw-Hill
Book Comp. Inc., Mew York 18954 ) wiaedzge, Ze

Al s ) = el =e(—(en =) [ £ = S empl—a [ £

T (-l

(3.118)

i proyjmujac oy — o (jak =wykle, F[f(z)] ccnacm transformate Fouriera funleiji
flz . Btgd ctroymujenyy, po uwzglednieniu (3.117), 22

plki=(14ea| k|yexp(— | k). (3.119)
Zauwaimy, Ze dla (/a7 % 1 rockdad (3.117) provbiem postad

b
pla)m
al L

(3.120)
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gdzie d = 1. Tego v pu algebraiczny zanik rezkladu piz ) prowadzi do nieskoiczonych
wartcsol momentdw absolutnych zmiennej lesowe] x ooyli

=™ =eo, (3.121)
dla wwklndnilan m = p
Mabominst, gdv (z/aF < 1,
plx) e ——[1— '-'|:— NS pelx i), (3.122)

||Il-|'l||'_

gdzie pa(x;o/2) jest (centrowanym w zerze) rockladem Gaussa cmienne losowe]
o cdchyleniu standardowvm e /2

Hys. 3.3 st podsumowaniem powyzsoych rocwazan - proedstosriono na nim za-
rémrne seisly rocklad (3.117) jak tel poscstale, provhlizone jeden (3.120) i dwa w
wyrazeniu I:..- 122). Jak widas, obsmar woldd © = ¢ mocna traldowac jalo proajBoiowy
pomised v sloajnymi, omawianymi powvze].

Przepdziemy teraz do drugiego etapu nastych rocwazan. Zauwazmy, e shohczo
na warancja wyjsciowego rockladu (3.117) pocwala na —astosowanie Centralnego

Twierdzenia Granicznego W tym celu wyrazinme gestosc prawd u:-p-:d-:bieﬁslm‘n dla
sumarycone] cmienne) losowe] X, =194+ + ...+ 1, n = 2,3,..., W postaci

nastepu jace] lonwolucyi

"'I.

FiX.) = IIFEJFEJ 'EJFIZ"L | =
= JIV dX, 4 JI' dX _o.. .I||' E-!L"JII
plAs | Xaca)p( Ao | Xz p(Aa | X2 lp[.‘i:ﬂ, (3.123)

gd=ie pi A | N1 ) jest ggstoscia prowdopod chienstwa wystg plenia clreslons] cmien-
ne_] 51 MALVCT ] '5..} pod warunliem pojowienia si@ sumaryezne] cmisnnej X i—1a 1=
, 1. W dalszym ciggu, koroystajge = warunku JEan:n:dnn:ﬁm Izsh:nc'_]-:mrnusc'll

a
= J

procesu
Pl | X =plX; - X g0, =23, ,m,) (3.124)
ctroymujemy = (3.123), Ze tmansformata Fouriera
Piki=[Bk]"=1+c| k| ™ep(—ne | k) (3.125)

czvli funlecja charalservstycona 15.._ I:k | prawd opodobisnsta P,LI:."{.._ 1 st n-ta potega
funlkeji charalkberstyezne] plk) elementarnego pramdopodobieistea piz). Rocklad
spelninjacy talg wilsnosd nasywany neskonczente podzrelngm. Roclklady nieskon-
czenie podzielne nie musza byd stabilne (covli mogg —mieniad swidj ksztalt proy
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przechodzeniu od pojedivncze] do sumarvesne] tmienns] losowe] ) na soozescie od-
wrotne teierd zenie jest prosvdziwe. Miestety nie jest znann cambknigta postad roclda-
du posiadajpoe go funleje charalterystyezng w postact (3.125) dlatege dalej jestesmmy:
zmuszeni korzystac jedynie = odpowiednich proyblizen.

FReewijajge dzialanie In B (k) w szereg w otoczeniu punltu & =0 i agraniczajae
sie do wymzdw rzedu | k P, mosna proyblizve funleje charalderystyezng (3.125) w
nastgpu jacy sposch

= 1 .. 1 . :

B kye=1— Enrk- + En.:ﬁ | & |* (3.126)
coyli talze © ddilad nescig do wyrazéw roedu | k |, Podlreslmy, e wymzy tego typu
zalein od medulu k cocznacm, e troecia podhod na funlcji charalderyvstyeznej B, (k)
po k w zerze nie istnieje (istniejy fvlko podhodne lewo- i prawostronne, lbdre sg od
siebie récne ) a tym samym nie istnieje troecl moment rozldadu, talk jak to ma miejsce
dla potegowo canilajacego roclkdadu o wvldadnilu 4. Zauwaz oy, e niecaleznie od
wartoscl n = 1,2, ..., vyt ov| k 7, lbdry moZeny nazwad singularnym, jest cawsze
obacny ton. funleja chamlterystyozna jest stabilna e wogledu na ten wvraz lub
inocze] algebraiccnie canikajacy "ogon” rockladu jest stabilny ze wogledu na n.
Wrniln sta, 2o dla dowclnego n istnieje cwasze na tyvle duze X e

rat

RO

(3.127)

Licdna latwosprawdzié, kormystajae = (3.125), 2o wardancja e (n) rockladu Bo X, )

wynosi

2P () | .
RV -
(2 _.'

cer:rz 1 |:::—

covli jest slonczona dla sloficconege n. W oparciu o CT G ctroymujeny, dla dosta-
tecznie duzegs er:::i:- 1), ze

1 x=
PiX)es ———  exp(—

) ] Fl B br)
W 2mna- e

[ (3.129)

2

czvli jest ssyvmptotyemnie proyvblizany roclkladem Gaussa o waranc)i danej proes
(3.128). Przyblizenie to jest tvm lepsme, coyli zadhed=i dla frm wielstego saliresu
zmienne] losowe] X, im wigksze jest n. Zatem modenny: comeldwad istnienin talde)
charaltensteone] wartoscl X, (n) monocbonicznie rasnace] e worcstem n, 2o jady-
nie dla ¥ < X, (n) spelnione jest proyblizenie gaussowsldie (3.129) natomiast dla
B i ."ﬁ...l:rz | wlsgciwym provblizeniem P.._I:I.._ 1 jest jalds inny rocklad - kluczowym
zadaniem niniejszych rozwazail jest znalezienie tego rozkladu (na podsta-
wie rocwazan proeprowadzonch na wsteple ninlegzego rozdzialu proypussozany, e
jest to rocklad potegowy) oraz zaleznoscl X (n) od n
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Teraz bez trudu znajdujemy to postuldwane posrednie X, kbore najlepie) cha-
ralbern=uje obszar proefciowy; pardwnujge (3.127) = (3.129)

Mg { [14.. Iir:! l]'
.'I'[}.n:i...l:ﬂ 'I]d'l'F -,I,-' 'I'i'!Cl" ||\_ -"i'!-El" -__.'

(3.130)

otroymjemy po prostvch proelsstaloaniach I::.‘:n.niedbujq-:' poprawle logantmiczng i
stale skladnila)

H,...I:rz'lﬁﬁa'.lll::lzlu —2imlnmn, (3.131)

oo, jal widae, ma sens tvllio dla p = 2. Hys 3.4 dobroe ilustruje opisang powyze)
svtuacie (dla p = 30 ze w:.r-:sbem n wirasta ssybeie] niz liniowo roomiar ohszaru,
w lthorym sumaryotna tmienna losowa podlega rockladowd Gaussa. Innymi slowy,
e wirostem n coras dale] odsuwa sie granicn obszaru w lddrrm cmisnna losommn
X posiada recklad potegovy coyli malef prawdopedcbienstwe P(| X |=> X
Oszacujemy to prowd opodobilenstwo

F'|:| X |;3 o= F‘IIH R P'I:H LA
= Pl:l X |_j:-_::- _-L_l:i...-l = Pl:}_.: e _1_.:,.. 14 PI:}_.: i —-1{!- '|
|:~:- 152%
gdzie prawdopodobiens o
Fo Tnagm
PIX>2 X 0+PX=-X_) = 2 —dX
|: o |: i Jila'.*.'.rp—:_lnjhﬂ .-rxd-H"E

4 1

= (3.133)

5% 2 = e ]
plp — 200y 212

dgmge, dla g > 2, do zera gdv n — o0, Tym sanmm prowdopod obienstwoe F'I:|
X |== X ) dazy do zera nie wolniej niz 1/n" 2=t Zauwaznry, e dla p < 2
cale nose postepowanie w ninisjssym rotdziale zalamuje sie - many wowezos do
coynienia T rockladem Levy’ego a wigce T cdmiennym "swiatem statystveznym”,
lsbaremm poswigcons 55 dalsze czesci niniejsze] pracy.

3.14 Procesy multiplikatywne: rozklad logarytmicz-
no-normalny

Hozklad logarvtmiczno-normaly pojawil sig proy roocwigoywaniu wiely cagadnien
probabilistyeznych np. fypu krussenia (rocdrabniania) wegla, lamienia bgdz mdy
(R. MNowal: "Statystyln dla fizvlew” , Wydawnickwo Maulowe PWIT, Warszawa
2002). Wylnzeny idae =a Kelmegorowem (E.W. Montroll, M.F. Shlesinger: "On
the wonderful world of random walls" in "Monequilibium Phenomena 110 From
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Stochastics to Hydrodynamics, Studies in Statistical Medhanes X1, eds. EW. MMon-
troll, 1L, Lebowitz, Morth-Holland, Amsterdam 1884, pp.1-121), 2e tego typu proce-
sv majg charalkber multiplilabywny (ilocynowy ). Dotychezas cmawialismy procesy
addytywne (sumaryezne) tzn. bedgeoe suma niemaleznych, pojedvnozych zmiennych
legemrch (had 2 tet slorelowanyech w spesdh kréthomasiagowy); chacnie pochyling sie
nad procesami multiplilaty-woymi tzn. talimi, ktore s iloccynem tego typu cmien-
nych losowych eovli zachodzgoymi np. w spoedh selowancvjny.

Proyvpustmy, 2o w wynilu wielcstopniowege (selowencyinege) louszenia linicwy
rocmiar cimren X tworDy clag cmiennyeh lesowyeh (X, Xy, X, ..., X ML)

h] n—13 nia
gd=ie X jest liniowrym (srednim) recminrem pojedynezege ziarna na n-trm etapis
(pociomie) kruszenia proy eoym 0 < X, < X, 5, n = 1,2, ... Ocoywiscle, X,

jest —mienng losows posiadajacn pewien (skoficzony) rocrout statystyezny woledd
sredniego rozmiary ziaren® na danvm etapie (coyvli po pewnym czasie) krussenia
n. lolejna récnica X, — X _4(< ) jest jalms proypadkows coescia (ulamldem)
wyvEcowego rotmian tiarma X, g

Ny —Xoa=F. XKoo, n=172.. (3.134)

E
gd=ie R, jest zmienng losowg = proadsialu —1 < R, < 0,0 rocklad=ie (dla prostoty)
niezaleznym od n. I powyissego wynila (poproes wielclrotne wolkorzystanie relou-
rencii (3.134)dla lolejnych n), 28 cmienna lesowa X, ma nastepujacy reprecentacije
multiplilatwng

< lﬂ
‘*—_f _Hp,” =12, .., (3.135)
Je=1
gdzie p, = 14 R, jest —mienng lesowg = przedzialu O < p, < 1 (occgywiscle, o
rocldadzie tale niemaleZinym od n). Zatem, logandmuige stronami to wymzenie

oty mujemy addyhwng reprezentacje réwnania (3.135)

In(x,) = E y, =12, .., (3.136)

=1
gd=ie 3, = ln(p,) jest —mienng 1-:.5:-7'.':} o E].IDII.E"_.DILEJ T'.':u.rtn:sm prmqtnel] =
{lnp) < 0 i skofczone] wariancji o = -Z:y':: — |y {(ln pl - .1np . I:-:-c' —Wi-

sCia, DblE' wielloaol 55 terac niezalezne od n).
Zauwaimy, e rownanise I:S. 34 ) mocna, dla asymptotveonie dyZvch n, proepisas
w postaci

X, =expl—n| {lnp) | 1 X,, (3.137)

ktéra polmzule, 22| (p) | pelni role wapdlezy nnilsa szvblogei zanilu =misnne] X t=n.
méwi o fym jak soyblo proces lnix, ) eddala sig niecgraniczenie od stanu wyjscliowe-

go lnizy = 1) = 4. Jak widad, mienna lesowa lnix,,) nie ma ddnego ograniczenia,

lerra tu1 o grednisj (X, ) 2= wezystkich frednich recmiarder ziaren ma danym etapie krisz=nia
n c=yli jest o Erednia Sredmsj.
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natomiast od gory jest ogranicoona proes 0. Wvnile stgd, ze tylke whedy gd v wplyw
tego ngnic':eniﬂ. jest caniedbyvwalny, tzn. gdv | {y) |3 o, moina proyjged, i suma-
rveona tmienna losowa T'“ 1 Uin Epelnlﬂ. Centralne T';nerd':enle Graniczne” czyli, Ze

zmienna lesowa lnix,) pu:.smdﬂ. rozklad asymptotyeznie normalny

_ 2
'|,-"I 2me? =I5

1 f [T o
Plla{z, dln(z,) s ——— exp _{tnfz.) — ;‘Ia‘ln(I“] (3.138)

gd=ie sradnin po wssystlich ciarnach na danym Etﬂ.ple lruszenin l.un = {lm::': 1=
T2y = nilnp) oraz sumarema warianch @2 = o(ln(z, ) = Tie(y) =
na-. Zrockladu (3.138) cbroymu jemy natychmiast rozklad logarytmicznie-normalny
I:c'::.'li w slaocie log-normalny) dla cmienne) o,

1 (lnfz.) —pnF\I

[ — 3.138)
Pz, ) e IIIIHTT - exp 202 Ik [ ;
lub dla zmienne] r,/%,, gdzie InT, = Fnl: {lnz, )b,
T, 1 1 f nf In I F
F [:l_r—) ff —————— ap |l\— M#\'I . (3.140}
T, (e Tof o 2, /

ltbcre stancwin podstowe nosze) l.'lﬂ]E':E'_] dyvskusj w hmru:r:.v:l':ﬂle
IMa proyldad, atwo sprawdzic, 2o roclkdad P rﬂJ posiada malsimum dla

ST
I, IT

oI (-
In TITn

s

| (3.141}

oraz jest asvmetryezny: na rvs. 3.5 proedstawiono ten roclklad dla cmienne] wzgledne)
o4 T,/I, omt dyspers)i jed nosthowej o, = 1 - widad, jak bardoo récni &g on od
odpowiadajprego mu rockladu normalnenm (Gaussa) o zerowe] warbosel cozeldwana]
1 jpd nostlowe] woariancy.

Zauwazmy, e malsimum ln{z™*) rockladu (3.139) prossuwa sie w strong liczh
coraz bardzie] ujemnych w miarg jal n rosnie ooyli jest "odpychane” od zera w
kierunlu ujemnym ze wzgledu na to, Ze {lnp) jest mniejsze od zera - bedzie to
jeszeoze dyvslutowane w rocdz. 3144

Recldad log-normalny posiada jeszooe jedng, charaltbervstyczng wilmsnose mianc-
wicle, najomose nawet wsmystlach momentow tego roclkladu nie clresla go jedno-
znacznie. Mozna Iatwo sprawdzic, ze rotlkdad postact

o 1 1 { Z . _
Py = .Ill,l'ﬁfmp |l\— 27 l;] [14+asin(2xln(l)], =1 < a-<1, (3.142)

ma identycone momenty jak odpowiadajgcy mu rocklad logandtmicone normalny
(3.140).

U nberesujaca srtuacis, sdy wplyw bego ocgraniczenia nie jest zamedbywalny roswaimy w
rocd= 3144,
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3.14.1 0Od rozkladu log-normalnego do potegowego
Wrlazemy teraz wazng wilmsnosc roclkladu log-normalnego polegajgog na imitowaniu
rockladu potegowego w sterclim calresie tmienne] niecalezne] Dauwazmoy w tym
celu, e cachodzi nastepuin todsamoss

expla - Inz) = i (3.143)

korzystajge = nie] motenty rocklad log-normalny (3.140) proepisad w posbac

'PIZI.._ = [3.14.—1-'!

1 eﬂ—l—nf-r-u
=G

Illl. ETA'JT: '\":"F"'I-
gdzie wolnocmienna funkeja alz,) =4 2 ln Il_f';;l Jak widac, gdy spelniony jest

warunelk -
alz, )« 1=lIn(x,/3,) < 2a°, (3.145)

whad v mamy docoyvnienia © rockladem potegowym o wyldadnilu potegi w proyhli-
zeniu rownym 1 oo skanowi Zrodlo stumu typu 1) f, o ktornrm jest mowa ponize),

Ma rvs 3.6 pordwnalismy recklad log-normalny (3.1440) = edpowiadajgeym mu
(ezvli posiadajpeym ta sama wartos® parametru o, ) reckladem pobagomm (3144},
ktéry spelnia warunelk (3.145) gdvs proyjelismy, Ze o, =10 orazl = J{=x,/5,) =
100, Jak widas, rozroznienie w fich warunlach obu rocklad owr jest trudne tym bar-
dziej gdy uwsgledninn (niechecny na rysunlku) nieuniknicny rozrzut punldés do-
swindczalnyrdch.

3.14.2 Log-normalne oraz potegowe dochody jednostek w
spoleczenstwie

Rownanie (3.134) opisujgee proces mulbiplikatywny moina interpretowas fak jalk
to uecynil R Gibrat w rdwu 1831 analizujge statvstyle oscb o nislkidh i srednich
dechodach (W, Souma: "Physics of Parsonal Incame” |, arXivieond-mat /0202388 +1
22 Feb 2002); © tego powodu w analizie Anansowe] charalbarvstrezny wspokoynnik
o =1y .Ill.-"iai parametry=ujgey rocklad log-nermalny (3.140) nesl nazwe indelsu
Gibrata. Gibrat zalozyl, Ze rocony proyvrost dochodu jednostki X — X jest jalkims
legowrm wlamldem dochodu Xy w ko poproedoajporm o sam doched X, w
dowolnym rolu n jest nieujemny. Oznacza to, e covnnik loesowy R, w rdwnaniu
(3.134) mocna tmltowad (podobnie jak to ma misjsce we wozesnie] ommwianym
procesie kruszenia) jalo nie mnisjszy od —1 ale niecgraniczony od gory (gdyvz moce
sig sdarmye, e w danym roku jednostln caiggnie cnactny tysk, w proscivienstwie
do procesu kruszenia) co nie wplywa na cmawiane wyprowsdzenie rockladu log-

normalnegeo
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Ma s.3.7 proedstaviono slkumulowane prawdopodobienstwe dochodow csobi-
stych obvwateli Standw Djed nocconwdh w latach 1835-36 od najnizstych po najwrz-
sze dostene (w slali log—log: gwiazdlami, +, sscnaczono dane empiryezne). Widas,
ze dane dla jednostek o niskich dodhodadh daja sie opisas rockladem log-normalnym
(clenlm czarna linia) o indelsie Gibrata 3 = 163 i wartesei sredniej T, = 1100 [§],
natominst jednestld o dechodach proecigtnych a —wlaszeza wasdkich (gruba czama
linia) opisujy sig rockidem Pareto-Laviago o indelsie a = 163 (gdzie blad jest
na troecim miepou po lropoe doiesigtne]). W oparciu o te dane stwierdzono, e
rockladowi Pareto podlega bliske 1% cedh coynmyeh —awodowo podezas gdy pozo-
stale podlegajn rozlkdadowi log-normalnem . Zaslalujaorm moze by fald cnilome)
liczhnoécl grupy cech o proecigtnych dochodadh ceobistych.

Analogiczne wynild badan preoeprovwad zonyeh nad spolectenstwem japonslkim w
olkresu 44 lat od rolu 1855 do 1988 cesbawiono na s 3.8, gdtie podano roctne
wartcsol indelesdow o and 5. Jak widac, w niektérrch latnch indaks Pareto bl wiglszye
od 2 co potmaltovwano jaloo rocrzut wolks] warkosol srednie] indelsu 4.

Al wyznonezye tg warkose srednig cebrano dane = olresu 112 lat od ol 1857
do 1988 1 proedstawicno na s .38, I danych empinreznych dotyemmoyrch Japonii
wynilm, Ze & tdwna sie [z dobrym proyblizeniem) granicznej warbosc 2.

3.14.3 Potegowe dochody przedsiebiorstw

W ordku 1999 opublikowana zostala wieles charaldberystyezna praca (I Olkuyama,
M. Talmyvosu, H. Talewrasu: " Zipt’s law in income distribution of companies™ | Phy-
sica A 260 (19091 125- 131} dotyezgea rozkladu recznych dechoddw proadsichicester
japonslkich, kbore pordwnano © analogicznymi dla preedsighicstw wloskich - obroy-
mane wynild proedstavions na rvs3. 10 Jak widas, gospodarlsn japofisla cnaccnie
lepie] daje sig opisac prawen Sipta niz wiloska.

Ponadto, na s 3,11 proadstorions bardzie] szeze golowe wornild uzyslane na dro-
dze analizy poszozegolnych galesi gospodarld japonskis]. Jal widac budownicteno,
lsbcre w najwiglsmym stopniu podlegn wolne] konlurencyi, jest nanjlepie) opisywor
ne prawem potegowym w proeciwienstwie do energetyvld, w ldbore] intreencjonizm

panstwa jest najwislszy

3.14.4 Bardzie) realistyczny stochastyczny proces multipli-
katywny

Coesto w mulh plilatyw nych procesadh stochastycznych, wa pomeoeg kbrych starmnm:
5i¢ opisac rcecoywistose, cmienne losowe posiadajn naturalne ograniczenie od dodu -
sg dodatnie. Ma provildad, cena alecji na gieldzie cop tes liczcebneose olreslone ] popu-
lacii zwiersmt na danym tervborinm w rcectywistosol nigdy nie spada do cera gdyz w
provpadlu celagnigcia ustalonege dolnege cgranic=enia (na wartessd akeji lub liczeb-
noss populaci ) nastepuje intermencia = zewngtrs uniemocliwiajgeon proelooczenie
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ustalonege progu. Zatem, roectywistose cogsto naklada na dyvnamile stodhastyrozng
prosty warunek hroegowy postact Xy = 0.

Proyvpusémy zatem, Ze rdwnanie (3.134) opisuje teraz stochastycona dyvnamike
cany akeji X, (> X)) w chwili 7 na gieldzie - prospiszomy to réwnanie w postac

Yo=Y, +1,n=012,..., (3.146)

lzbcra waslmzuje, 28 manm tutaj do coynienia = blpdzeniem proypadloosrym, w coosie
dyvskretnym n, gdzie aktualne polozenie 17, = ln( X, ) craz aldualne proemieszczenie
I, =lnip, ). W dalszym ciggu zakladany (pedobnie jak poproednic), Ze —misnna p,
(awigcil,) jest losowana = rockladu, ktéry jest niezalezny od n oraz, 22 {lnp) < deo
nie ocnacta, e tawsze p, < 1 - coasami moce 51g cdarcys, Ze p, & 1 oo w sposob ta-
sadnicmy edréznia tg srtuacie od omawiane] poprzadnic™. Zauwasmy, 2o ten cetatni
warunek dopuszcza sytuack gdv od coasu do czasu (w wyvnilu Hulduac)i) lnp, = 0.
Jednalze po chwili nestepuje drvt w lderunlku odpychajpoe] banerry umisszezone]
w 1. Malezy podlreslic, ze istmenie banery prowadzi do kumulowania si na ni=)
tvch wsoystkich proemieszezen, kbcre w proypadlu jej bralu prowad zilvby do re-
alizncjl procesu na lewo od bariery. W ten sposch w poblizu bariery meoze powstac
dla ssymptotyeznie duzego n odpychajgea sila termedynamiczna (a ddlad niej che-
miczna, proporcjonalna do gradientu potencialu chemiconego a stgd do gradientu
prawdopodobienstea) prowadz=aea do difuzji w lhderunku dodatnim (na prawe od

barery). Istnienie dwdch proaciwstawmych prgdde: dodfu jv = — | {lnp) | Peal¥5)
w lderunlu bariery, gdzie — | {lnp) | jest (bezwymiarowsa) predloscip uncszenia 17,
AP [In

i dyfuzji jo = —[{(lnp)®) — {ln F:::]T-. w lderunlu odwrotnym wyrwolane] istnie-
niem tefe badery, gdzie {(lnp)®) — (ln p)* jest (beswymiarcwym) wspdlezynnildem
dyfuzji D, moe prowad=i¢ do powstania (stabilnege) stanu réwnowagl procesu, w
proeciwienstwie do sytuac]i omawiane] poprzednio (talze w niniejszym rozdz 3140
w nastepnym roodz.3.14.5 dokladnie) uzasad niamy powassze rocwazania wychodzge
od réwnanin mistroa.

Z warunlku cnilania sumarreznege pradu w stanie rownowag

i=j +jo =0, (3.147)
ot roy mujemy
dPe(¥5) _ | V] . .
:fj'n == BT, (3.143)
slmd natvchminst wonilea, ze
e aexp(—al¥, — ¥y, dla ¥, = 1j o _
Fal¥a) = { 0, dla ¥, = ¥, (3.148)

00 sywiscie, w obu preypadlach preemisszczenia [, =3 = defimci shatysbycznie nemleins.
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gdzie wprowadzilismy otnactenie a = %l oraz wylkorsystalismy warunel: normaliza-
o]l
o
1 :f( P, (Y,)dY,. (3.150)
T

Pm]uguﬁv:‘ sie rdwnaniem (3.149), powrmcany: w wystepujagorm tam rockladsie do

wyvpcowe] tmienne] X, covli

alky
Ferey
a wigc otroymalismy rocklad potegowy Pareto, o kborym mwilismy na wstepie.

B (Y, MY, = Poo (X, X, = Pool X, = (3.151)

3.14.5 Rodwnanie Fokkera-Plancka

Omawiany w poprzadnim roods. 3,144 mulk plilatw oy proces stochastvezny |:3.1-J=Efl
= warunliem broegowyrm w postaci bldoujgoe] badery w 15 daje sig opisac ta pomocg
réwrnania mistroa dla procesy Marloown

[=.a]
'F'I:'i',f-l—lfl: f ?rl:f]P[]' — I tul, [3.152]

—
gdzie .TrI:.ffl st rockladem o ktdrego losowane jest pojedvneze proemieszozenie [V
dalszvm ciggu proyjmujenty, e noclklad ?rl:.ffl jest waoski tzn. jego dyvspersja o =
{.f":I — 17 = (1), Roowitmy w (3.152) gestosd prowdopedobienstwa PiY — 1 ¢)

’ceg-:.r ze w chwili ¢ proces cnajdzie sig w polozeniu 17— w szereg Taylora ogranicoajpe
sig tvllo do troech pierwszrch wovrazde

PY —1,t1e PY,t) =1

P,Y) +%F‘5EP':] ) (3.153)

N Y

7 I:S. 15251 |:3. 153 ) etrmymujenyyr po prostich proelsstaleeniach, dla ¢ % 1, rownanie
Foldeer o Planclo-5 moluchowsldego

FP(Y,t) _ dj(T,t)
T U
lstore jest po prostu row naniem ciggloscl wyracajacym tosade zachowania prawd opodio-
biefistera; futaj strumien prawd opodobienstwa

J, 1 = (V1) + jolY, 1), (3.155)
gdzie drvf 5+ (1,1) omaz prgd dyfuzyiny joi(Y,t) dane s3 odpowiadnio proec
i (¥, 1) = VP, ),

(3.154)

SP(Y,t)
JjolY f*ﬂ—ﬂ—éi ) (3.156)
przyvenm V= {1} etz D = o Oezywisele = réwnan (3.155) 1 (3.156) 1 warunku

znikania pradu otroyou jemny nabvehminst oy nils (3_151 T poproadniego roodz.3.14.5.
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3.14.6 Swobodne rownanie Langevina
Rwnanie récnicowe (3.146) definiujgoe nast proces sbochastyeony motna zapisac,
dla ¢ & 1, w postaci réwnania récniczlowe go
d17(t)
dt

=u 47t (3.157)

gdzie d-samoskorelowany szum 1t ) =t I{t) — {I) posiada merowsg warkoed proecietng
oraz warlanck réwng D, Powrvisze réwnanie jest réwnowazne (dla sytuacii beziner-
cvine] ooyl dla tow. proyvpadlu preetlumienia), swobodnemu réwnaniu Langevina.

3.14.7 Multiplikatywno-addytywny proces stochastyczny a
proce: multiplikatywny z ograniczajaca, odpyvchajaca
bariera

Jak widzielismy, katdemm procesowi (ezysto) multiplilatywnemu o dodatnim szumie
i dodatnie] wartcécl poctgtlowe] procesu od powiada proces addyvtwny 1 odwiob-
nie lmzdemu procesowi (coysto) addyviwnemu odpowiada proces mulf plileatyw oy
Relacja pomisd=y taldmi procesami jest chudowansn wa pomocn funlicji logantm
mianowicie, logarytmujac stronami proces mulbiplilatywny otroymujenty od powia-
dajacy mu proces addyvtywny, Obecnie zajmismy sie procesem multiplilntrwno
addytrwnym 1 wslnzeny w jalach cloliconoéciach prowadzi on do roclkladu potgge-
e o,
Zatem, niech hedzie dany stochastyezny proces multiplilatrwno-ad dyvtbewnye

Kol =pPn - Hn+bn, n=1,2,..., (3.158)

gdzie niezalecne scunmy mulb plilatrw oy pa 1 addytywny by 55 dodatnie 1 losowane
odpowiednio = dwoch niemleznych rockladdw ! Malezy podkrsslic, Ze w powysmym
problemie nie zoebaly narcucone Zadne dodathowe warinki, np. broegowe (w tym
sensie jest to zagadnienie swobodne) Jak wiadomo (1. Kedniewsla: "FRéwnania re-
lrurencyjne” , PWIT, Warszawa 1872, powyzsze rownanie posinda scisle rocwiscanie
w postoci

X, =Xpexpinlnp) + E Bi i) H mi, (3.150)

=1 b i1

gdzie dla wygody dodefiniowalismy T2 pil) = 1. W dalszym ciggu dyvakutujenn:
provpadek op) < 0, ktéry (jak vvlmtemy) jest analogiczny do dyskutowansgs po-
proednio dla procesu |(coyvsbo) mulkiplilmtywnege proy covm role "sily odpychajace]”
pelni w powyissym rocwizpaniu dedatnia ("miekla" ) niejednorodncee zbudowana

MV arte wisdzied, fe proces (3.153) nod takie nazwe mapy afinicznej a zmienna X, oeoei w
matematyce nazwe zmiennej Hesb=na,
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= cbu rodzajéw scumu a nie, jak poproednio, (szhywna) badera od pychajgea. Inny-
mi slowy, nwalizaci obu stumdw moze prowadziéc do powstania ssymptotveznie
stabilnego roowiszania postact

Tt 2801 Tl
K= »_ b5 J] mily, (3.160)

1 it

lstore rocni sie od wartoscl proecigtne] procesu

Xl =7 ﬂ},}, (3.161)

gd=ie {p) < 1.

3.14.8 Rowname Langevina

Fémnanie relurencyvine (3.158) meina labwe sprowad=ié do postaci réwnania Lan-
gevina dla asympbotyeznie dlugiego czasu. W tvm celu proepiszmoy (3.153) w postaci
Ny — X, b

- =—4+p. -1 3.162)
_'_Ln _'_Ln P ? |:

sl otroymujeny poszuldwans rewnanis

di7(t) :

F(#) "= b(t)exp( =Y (1)), (3.163)

gd=ie dla wyvgedy mastgpilinny dyvslretny czas n proes ciggly (bezwymiarowy) £,
T () = In X(t), (besvymiarcwa) predlzec 1V = {p)—1 == {ln p) craz d-samcskorel owany
szum 7it) = p{t) — (p) i posiada wartoéd proecietng zero orae (becwymiarcws ) wa-
rianck D =o° = {77 = {p°) — {p)°. Jak widas, F(t) pelni role sily, ktdra jest tvm
wiglsza im 17t ) jest mnisjsze, proeciwstawiajac sie ceiaganiu proes procss ujemnych
wartoseol ]'[f]. Manmy tutaj do coynienia nie tyllo = addyirwnym scumem 7 I:ﬂ I:lv:l:-f.r-
Iy moZe proyhierac zarcwno wartosol dodatnie jak 1 ujemne) ale takze © dodatnig
stochastyezng sila Fi#) edgriwajgen kluezows rele w trm problemia,

F.&ernanie Foldiera-Plancln od powiadajgees réwnaniu Langevina (3,163 ) proybie
ra postac

Pyt 8j(1,t)
ot - &y
iy, ¢ = [T,'-I—F[H]'PI:T,H—D%, (3.164)

ltbdrn posiada interesujgee nos rocwigoanie rownowagowe dla ™ = 0.
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FRosunek 3.3 Ec'ls}_'g. rozldad (3.117) jak te pocostale, provbliZone jeden (3.120) i
dwa w wyrazeniu (3.122).
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Fosunek 3.5: Pordwnanie reclkdadu log-normalnego (bo ten posiadajgey ldalne mal-

simum ) © odpowind ajaevm mu rozldadem Gaussa.
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Fosunek 3.6: Pordwnanie rockladu log-narmalnege (bo ten polocony nieco niZej) =
odpowindajperm mu rockladem potegowym w skali log-log.
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Fosunek 3.70 Pordwnanie (bvpu Gibrmata) danych empirveznych (geiazdld) = roc-
kladem log-normalnym (cienka czarna linia ciggla o indelsie Gibrata 5 = 2.23 4
I, = 110d [$] | omz t rockladem Pareto-Levy’ego [g,ruba linia ciggla o indelsie
rockladu a = 1.63).
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Fosunek 3.9: Wartcsel indelsu Pareto a dla Japonii (puste kdlln) i Standw Ijad-
neczonych (coarne kwadracild) otrsymane = danyeh dotyvezgeveh od powriednio spo-
leczenstwa japoislkiego w latadh 1835798 1 amerylanslasge w latach 18914-1836.
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Rysunelk 3.10: Slumulowane provwd opodobienstwo d ochodéw proedsighicmstw japon-
sldch (linia ciggla) oraz wilslkich (linia proenwana) proedstawione w slali log — log.
Widag, ze prawo Zipfa (cienlkie linie proerywane) jest spelnione znacznie lepisj dla
gospodarld joponskie] niz dla wlosltis).
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Fasunek 3.11: Skumulowane prawd opodobienstwo dochodow proedsighiomster japon-
slach w ramach trzech charaltenstyconydh galeni gospodarld w slali log — log: 1)
budow nictwa (linia ciggla), 2) wyroby eleldnrezne i elektrotechniczne (w frm ocmy-
wiscie "high-tech’ - linia przerywana), 3) enargetyvla (linia kroplowana), Jak widas,
chroniona proes panstwo enet getyla wylmouje najwiglste odstepstea od prova po-
tegomego (linia prosta proenwanc-kroplowana); budow nictwo, podlagajgee w naj-
wiglsTym stopniu dzialaniu wolne] konlurenc)i, najlepie] daje sig opisac provwem
potegowym (o wykladnilu a = 1.13 - linia prosta kroplowana ) branza eleldryez-
na i elelttrotechniczna talze daje sig opisa¢ (= nieclym proyblizeniem) rockladem

potegowym (o wylkdadniku a = 0.72).
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Rozdziatl 4

Analiza portfelowa

4.1 Opcje jako zasadniczy instrument na rynku
finansowym

4.1.1 Kontrakty terminowe

Mozna powiedziec, e kontraldy terminowe i ich "lagodnieze” odmiany w posta-
ol opcjl, stancwin cosadnicze instrumenty pochodne cbecne na rynloch cnaccnie
tmnisjsmajace proyvlo inwestyovine, Iuontrald terminowy jest instrumentem hnansc-
wym zobowiazujacym!® cbie awierajace go strony do realizacii w proyszlceci trans-
alcji na warunlach clreslonydh w lontmbkoe. Wistowinjaoyr kontralss, corli prepg-

mujacy (otwierajacy) tow. pomvek kadtln (ang. 'shart position’), proyimuje na siebie
zobowigzanie wiystawienin do sproedazy proed mictu kontraldbu w ustalony m terminie
(t=w. terminie realizacji) po ustalonej cenie (ooyli cenie umeowne]). Malbnwea lkon-
traltu dereslany jako proyjmujacy (otwiemjacy) posyele dluga (ang. 'long position”)
zobowigzu je sie do caplacenia ceny umowne] po dostarczeniu proed mictu leontraldbu.
Podlaeslmy, ze proedmict kontraldu odgrnwa ola instrumentu pierwotnege (eovli
bazomegn).

Bieznea cena instrumentu bazowego, na kbéry opiewa kontralt cmienia sig w cza-
sie tatem, jego rynkowa cenaw barminie realizac)i rocni 519 na ogdd od ceny umowne].
Platnose o macji cowarcia takiego kontraldu jest albo dodatnia albo ujemna: zavwsze
to oo jadna strona syskuje to druga traci®. Dwa casad nicze rod maje kontraldde: o

1) lontraldy forward’ craz

2y lontralkty futures®

1Tk therd isbotma réinmica pomiedsy kontaktem temminowym a opcja o coym povwismy socze
@il omro o naste poym ozdziale.
*Sybuacje remizore czvh zréwmania e cany realns] = cema Umewna sa bardzo rzadkie.
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4.2 Dynamiczna wycena opcji- model Blacka-Scholesa
a przewodnictwo cieplne

T chwily dopuszczenia do obrotu na rynlach finansowych opcjami (ang. "options’)
czvli poched nymi (whdrmymi, ang, "derivatives”) instrumentami finansowymi, ktdre
stanowin laged niejszg forme lontraldcw terminowrch gdvs daja prawo, ale nie zo-
bowigzujy ich posiadacma, do zakupu (ang. ’call opticns’) lub sproadazy (ang. *put
aptions’ ) innege t=w. podstawomago (inaczej plermotnegs covli bazowege instrumen-
tu finansowego, ang. *underlying instrument’ ), w szooegolnoscl papieru wartosciomwe-
g0, po ustalons] cenie umowne] (inacze] cenie wylkonania, ang. ‘exercise price’ lub
"striling price’) i w scisle claeslonym terminie realizacyi ey i wvlupu T (ang. "expi-
ration dake’, lub *maturity’; opeja ewrcopesln ang. Burcpean option”) lub w coosie
0=t =T Izang ‘encarcise date’; opcoja amervlmnsla ang. American option’), poja-
wilo sie kluczowe zagadnienie wyceny opct swanej premig (ang. ‘option premium”)
(R.IM, Mantegna, H.E. Stanley: Ekonofizyka. Wprowad:zense, Widawnictwa [Mauleo-
we PWIT, Warszawa 2001; I, Jajuga, T. Jajugn: fnwestycpe: msirumenty finansowe.
ryzpeo fmansowe, miynderia finansowa, Wydawnictwo Maukowe PIWI, Warszowa
2004; A Weron, K. Weron: Mmiynrerra finansowa, Wiydanie drugie, Widawnictwa
IMaukomno-Techniczne, Wamstawa 1989 ).

Zauwaimy 1T ma misjsce charmlterystyomnn asymetrin pomisdzy posiadaczam
(ang. "holder”) a wystaweg (ang. "writer’) opcji. Wysbamea opeji jest zocbowigzany do
realizac] coynnoscl umownyceh gdyv tyvllio posindacs opejl wirmzi ched je] wylonania.
Oezywiscle tego fvpu asymetrii nie ma w proypadlu kontraldcdw terminowych (gd=ie
proecies cbie strony kontraldtu podejmujs cobowigzanie ).

[Majczesoie] spotvla sie opeoje na nastepujgos instrumenty: bozome:

1) opcje alevine (ang. sbock cpitions’), kbdrych instrumentem pierwotnym sa
alaje,

2} opcje walubowe (ang. ‘currency options’), kbdrych instrumentem bazowym jest
lzurs waluty jakiegos innego kraju,

3) opcje procentowe (ang. interest mate options’), kidrrch instrumentem bazo-
wyvimn Jest oprocentowane paplery wartosciowe np. obligacje, lborvch cana rvn-
lzwa ooty wiscie waha sie.

Szozegolnym rodzajem opejl alimvine] jest “warrant’ - jest to opoja wystarriana pross
dang firme na alcje lub obligacie te] frmy.

Ponndto, dosd popularne s opeoje indelsowe récningoe sie od powyistyvch, ko
rych instrumentem bazowym sg rocnego rodzaju indelsy gieldowe. [ie wostepuje
tuta] bowiem Azyoona dostawa instrumentu bazowego w momencie realizacyi opcjl a
jadvnie wyplata proporcjonalna do récnicy warkosel (ceny) indelsu w tym momen-
cie a (ustalong w chwili obwierania opcii) ceng wylonania. Ocoywiscie, opcja kupna
zostanie trealizowana tyllo whedy gdv récnicn ta jest dodatnin; w prosciwnym razie
zrealizowana costanie opcja sproedazy.
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D'wagr wstepne dofycogoe wyceny opopr Jezell zalezng od coasu t ceng danego in-
strumentu finansowegs oonactynoe proes 1(t) bo ceng opeji moina mapisad w postact
C(Y(t),1) umecliwiajpoe] analize j2] dynamild o= do chwili ¢ = T kiedy opcja tracl
waznoss. W tym zapisie tlwi milezgee calozenie, lbare w dalssym ciggu bedzie proez
nas wylorovstrwane, e obrit rnstrumentams finansowymrs jest cragiy w czasre. Oooy-
wiscie, steoegdlnie waze dla ucsestnildw rynlodwr Ananscwych (eovli inwestordw) jest
cann opo]l w chwili pocmatlkowe) gdv inwestor stod proad od powiedzin na pytanin: ja-
kq ceng umowng K wynegocjowad § ewntfualnie na jakig oplate wstepng si¢ zgod=7
['a priania te jako pierwsi lonstruldywne] odpowied=i udzielili Fisher Black, Iy ron
Scholes 1 Robart Merton za oo dwaj cstatni w rol 1997 cbroymali nagrode IMobla
w doiedzinie elkonomii; Fisher Blad: cmar] niestety dwa lata wozesnie) w owisslu o
tvm nie mogl jej ctrmymac pomimo, Ze to wlnsnie model BlackaScholesa stancwi
punlt wrjscia nowe] doiedziny cwane] niskied v matematvln inansowg coasem talze
inzynierig Ainansowg a cstatnio nowet fzyvln Anansoeg.

4.2.1 Proces stochastyczoy Ito

Wrjscionvm elementem modelu Bladem-Scholesn I:BS'I jest zalocenie méwigoe, e
cena papiery warboscliowego podlega procesowl stochsstyocnemu Ito ooyl spelnia
nastepu joce stochastyezne réwnanie récnictlomwe

dY () = a(Y, t)dt + KT, 1)diT] (+.1}
gd=zie a(},t) i B(Y,1) =5 wspdlezynnilami réwnania capisanymi w najogdlnisjsze]
postoci noatominst i1 Jest procesem stochastyeznym Wienera ton. cmienna 017
podlega roclkladowi Gaussa

1 f (diE
GldV) = ———ep| ———= |: (£.2}
v 2madt 2g=dt

coésto proces Iko nazywa sie talce procesem Wienara = drvtem lub procesem ruchu
Browna horoyvstajac |:+.E'l meena latwo sprawdzic, 2e dla bago procesu
-:'[dFI' 'F:: = cr:a'f |:-l_-.3 i
gd zie dys pers_p. e l:-r-:-c'esu stochastreznego opisujaoegs d'-narml:q- walorn T nest tals-
Ze nacwe tmiennceci (ang. volatility ). Relack (4.3) ccnacma, Ze bez sthody dla jege
dynamild mozna proyins, i calesnose cmienne] 41 od coosu jest plerwinstlowa coyli
= dobrym przvblizenism
dit =2 o/t (14}
Zalezncse (1.4) umotliwia wyprowadzenie wyEciowego rdwnania modelu BS na in-
hnitecymnlng cmiang ceny Dpc'ji"'.
20dpowied: na drisga czesd prianma wybiega poma rocwazany lanoniczny mode] Blacka-Scholesa
dla rynku dealnego. Pomimo to udzielimy tutaj provblizopej odpowiedz bedace] wnicskism = tego
mede]u.
ATaleinees (4.4) slanowi zasadniczy punkt dowedu kmatu Tbd, kbdry jest tubai pedradmo wr-
Lkorzystyrranmy
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4.2.2 Dwvnamika infimtezymalne) zmiany ceny opcji
IMozemy teraz wyprowadzic woor na roznicchke cupelng ceny opoi
dO(¥(#), 1) = C{Y(t) + dY (1), + dt) — C(Y(#), £)

SC(Y (2t SCIYitt) .. EEECI:'}'IZf'IJf'I
= EI vt - ':f""z ATt F

(d¥Y (e, [L.5)

gdzie ddwonalismy rozwiniecia Tavlora ceny opcji IE'I:]' Izi‘ T4 JY |:1L It 4+dth w dalszej
coescl ograniczynny sie jedvnie do wyrazow liniowwch w dt koroystajge © rownan
(£1)i({4.4). Réwnanie (L.5) stanowi etap pesradni, ktéry bedzieny ponizej rozwijns
poproes analizg porifela pozhawionego ryzyka.

4.2.3 Portfel pozbawiony ryzylka - rownanie Blacka Scholesa

Rozwazny: zatem portfel T(1(1),1) (a dokladnie] warkesd portfela w przeliczeniu na
jadna opcje) awierajacy pewng licche (el udzial) k papierdw warbosciowyeh T7(¢)
i opcje CiY(1),1) na ten papier

(Y (it = =h(Y ()Lt (1) +C(Y(2),1) =
= dI{Y(t), ) = —hd¥ (1) +dC(T (1), 1), (L6}

pr=v coym na racie nic ne zakladany o znaltu udtialu cootnacza, 28 nie wykluczanmy:
wielee popularnegs sposcobu obrotu walorami polegajacego po prostu na pofyezenia
walordw bazowch proes inwestomm I:T'.'l'.ed v h =01 zwrooie ich w dogodnym terminie
t = T® Proy wyprowadzaniu drugiego wooru w (1.6) proyviglismy, 2e udzial b jest
staly covli

dh =0 (4.7)

oo jest waznym zalozeniem modelu BS: powyZszy, istotny warinelk wonils © braku
arbitracu na rrnlo idealnym tzn. inwestor posiadajgoy ten portfel nie provad=i goe
gieldowe] az do dhwili T wygasnigoia opoji.

Testruleja portfela dana pierwszym réwnaniem w (1.6 ) oznacza, 22 nie poncsiny
zad nych loezbdw transaley jnych (aw fym oplaty wskepne] cbeigzajace] portiel ) croe
nie uzyskujeny Zadnyeh dewidend (zwiglszajgech warkesd portfela) proad upliywem
terminu watnoscl opoil.

Elmrrestor mode takie masbosowad np. kedtka sproedaZ (ang. 'short sale'), kbdra pokga na poiy-
cz=my okreslons| puli 2 insbumenbier plerwroboych, a naste pnie ich sproedacy w dogodbe) srbuacii
rynkorej (np. wlagme w cheli realizaci opcji) 1 ponownym ich zakupie w be) =ame] wyjecicmrej
liczhi= = jakiejs chwili # = T, gdy skaca na warbosd, Oslateccme, imwvesbor zwraca pelna puls
zarabiajac m niej dodathowro, Dezywisde | t2go brpu akbrr posd nie jesb juz opisywana model=m
BS.

103



tacoae rownania (4£.5) 1 (4.6) otroymujemy proyblizone réwnanie na zmiang war-
tosol poartiela
SC(Y (), 1)
ot
1FCIY (et .
i Sl S R i
2 BV ()P dY(tir.

at +[2CF ':‘L “_hg'(ﬂ,ﬂ]dr(ﬂ

d (¥ (2,1

+ (L3}
Zouwocmy, e portfel pothawiony ryoylm otnacma, e jego wartosd nie maleje co
mona agwarantowad provimujac, 2e W powyvIsTvm rownaniu wyras propotcjonalny
do dY (t) znila. Wrynila stad, Ze udzial waloru bazowego w porkfelu wyraza sie
WIorem

ST (Y (1), 1)

"= v

(9}
gdzie B = JC(T (1), t)/51 (1) jest wspdlemynnikiem zabecpieczenia portfela wolnego
od nrzyvka (ang. riskless had ge ratic’, zwanym talze wspdlemnniliem dalta) i mede
provimowad cardwno warboscl dedatnie (dla posiadacm opeji kupna) jak i ujem-
ne (dla wystawey opoji kupna) o coyvm powienty doldadniej w dalszaj coescl; stgd
rowrnanin II-L-.E] oraz I:-l_-.E] provimijn proststg postac, od powiadnio

O[T (t),t) 1PV (t), )

dB(Y (t),1) == St +3 ATt (¥ ()" (.10)
[ o Tt
(Y (t),1) = —%&?’ﬂ]'(ﬂ + CiY (), t) =
= dT{Y (t),t) = —%d] (£) 4+ dC{Y(#),2). (.11}

Podlkreslanmyy, 2o caleznose ceny waloru 1 Izi‘ | oraz ceny opojl C'II]'I:ﬂ,H cd coasu cona-
cza, 28 model BS dopuszom obrdt walorem Vi) w sposdh ciggly przes dowdnych
IZpu:r:u:El'.ﬂ.]:g.'c'h] uczestnilcw rynlu Anansowego.

Co sie fyezy udzialu k to na meocy (4.9) jego stalesé powinna by¢ poterierd zona
proes postad poszuldwansge rocwigzania O (#),1) - jest to warunek samezgodncgct
modelu Blacka-Sdholesa, ktory dyslutujeny ponize).

W dalszym ciagu proyvimiemy dla upreszezenia, e wolna od oroyla rddloter mi-
nowa sbopa procentowa lub inacse] mowige stopa cwrotu o portfela pochawionego
rv=yla na jednostle coasu v (np. missisczna stopa cwroku ) jest stala

14TV (#),8) _ dln(D(Y(t),t)
dt T(¥(t),t) dt

=r (4.12)

Wrnile to o faltu, 28 w modelu BS nie istnieje arbitraz a wise nie ma moczlivossl
na usyalkiwanie dochoddw innych niz tyvllo talde jalde umsluje sig na instrumentach
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Bnansowch pochawicnydh ry—yla np. na rétnego redzaju lokakbach banlowrch (fu-
taj ostalym oprocentowaniu) lub gwarantowanych papierach dluznydh (np. bonach
slarbowrch).

Podstawiajac mysk = portfela d3(17(t), 1) wyznaczony = réwnania (+12) do réwna-
nia (4 10) oraz wykorzystujae relacje (L 1)1 (4.4) cbroymujemy réwnanie na ewclucke
ceny opci W postocl

SC(T(t),t)
ot

I:-.L.].E i

riC(Y (4, 1) e

gd=ie ogranicoylismy sie (tak jak zapowiadalisoy) jedvnie do wyvmazdw liniowych w
dt oo jest powodem braku wyrazdw cawierajacych wspdlemyrnnik a(¥ (4, 1)

W meodelu BS zaklada sig, 2o dynamike instrumentu bazowego (papieru warke-
scicwego ) opisuje proces stochasty cony —wany geometryeznym (lub legarytmicznym)

ruchem Browna tzn. proyvjmuje sig, e

al¥ it),t)y = p¥(t)

BiYit),ty =Tt (4.14)
gdzie niecalezny od coosu parametr g jest cyvsldem < tego waloru na jednostke coasu
czyli t=w. sbopg worostu (ang. growth rate) nocywang talce drvfem (ang. drif) pro-
cesu stochastyeznego ceny walory 1. Podstawiajge drugie rownanie (4.14) do (4.13)
ctroymujemy cetateccnie poszuldwane liniowe (proyblizons ) réwnanie récniczlhowe
cogstlowe drugiego rmedu o tmiennych wspdlesynnilach na wyroceng opcji Blaclka-
Scholesa na rynlu idealnym coyli pochawionyrm mecliweso arbitracu i efeldtywnyrm
(t=n. taldm gdzie wszysoy ucsestnicy maj jed nalkowy dostep do infamacii) a po-
nadto, niecpodatlowanym, pothawionym dywident 1 koszbow transaluoyjnyrch:

i o G (1), 1) Oty 1 o L FO(Y (), .
rL.II} |:1‘|,1‘| = T 4+ 5 |:1l IT&" + E-r:l"[} I:lll,fl] WJH.]EI
prov covm I:n.':u. mooy I:-l_-. 11 I:-l_-. 14} powriste rownanie dopuszoza jad vnie roowigoania
dla ]'l:f'u i
[Maszym celem jest znalecienie roowigoan tego rownania dla récnych warunlamw
brzegowarch w lenzde] chwili czasu ¢ € T Oecywiscie, moowigzanie tvrpu ‘at-the-

ITsness,

BS.
Zauwazmy, T8 powytsse ownanie posiada svmetrie © kbore] wynila, jezali funk-

coyli tocsamosciowo rdwne eru, jest trywialnym rocwigzaniem rownania

cja C(Y(t),1) jest rocwigzaniem réwnania (1.15) to talze funlcja "stowarcysoona”
— (Y (),t) jest jege roowigzaniami. Ma proykdad, jezeli O (1),1) Jest ceng opcjl
| potencijalnym dochodem) posiadacza opcji kupna, to proy od powiednich warun-
kach brzegeowych —C(Y(1), 1) Jest ceng opoji wystawey opeji kupna. Recwigzania te,
a talze dotveogoe opol sproedazy, omawiamy w dalsze] cogsal.
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Rowrnanie BS umeoclivia badanie dynamila réonych lontraltdw tarmincworch -
oproet opo)l europepglich talce amerylnnslkie, kbérymi motna obrmead no bietgoo aw
tvm zarowno typu lupna jak i sproedazy dla posiandacoa 1 wystawoy opeji. © punldu
widzenia opcjl eurcpejskich, kborymi zajmm jemy sie w dalszym ciggu interesu jpoe 55
proade wazvetlim ich ceny w dwéch charaltbervstveznyeh chwilach: C{Y it =d),t =
0 aaz CO(Yit=T),t=T).

4.2.4 Formula wyceny opcji kupna Bladia-Scholesa

Abv rozwigzad réwnanie (1.15) naleZy proviad edpowisdnie warunld brzegese (a
wigc umocliwiajace tnaletienie roowigzania). W tym celu bed ziemy w dalszym ciggu
proyvkdadowo zajmeowad sie opcj kupna eovli wyvcenn opejl dla nabnwey kontraltu
czvli dla t=w. strategii dlugiej (zwanej te pomycja dlugs, (ang. long call’) |, dla
lsbore] waspomuniane warunlki mogg misd np. nastepujgog prosta postac:

CY(t=Tht=Tr=maz{¥Y(t =T) - K,0} (4.16)
oras
C(Y () =d,4) =0. (417}

Pierwszy warinek mowi, Ze opoja jest warta tvle ile wonosi mvsk na papierze na
ltory opiewa nofominst drmg warunek stwierdza, Ze ocywiscie nic nie jest war-
ta opcja na papier beswartcsciowy, Dodathows wprowadzn sig dosc ocoywiste =a-
stroetenie, Ze (nisujemny) wspdlemynnilk cabespieczenia portfela przed rymyldem
SC(T(4),1)/3Y (1) musl byvd shaiezony.

W niniejsze] cogscl po prostu sprawdzamy, e ponizsta formuln Blaclo-Scholesa
nao opck kupna

C{Y(t),t) =Y (dy) — Kexpl—r (T — 2 d({d_}, (4.18)

jest rozwissaniem rdw nania (4.15) spelniajacym wspomniane povwyze] warunld broe-
gorwa, proy oezvm I ) jest dystrvbuants recldadu nermalnege V(0,10 crse

() 4 (r DT -1

L = . 116}
= T — 1 E

Zouwazmy, e rocwigcanie to posinda asymptote ulcsng dang woorem
C'c_.._!,.nrl:]'lif'ljf'l =Y IZi‘ P — exFuI:—rl:T — 1, I:-l_-.EI:I i

ktéra znila w punlcie K’ = 1(t) = K exp(—r(T —t)). Ma ryvsunleach +1, 42113

jest o uliosna niebiesln linia dann wyrazenism
e Y1), 2 = maz[¥ (1) — K expl —r (T — ¢)),0]: (4.21)
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Cena opcji C

T > 3 1 . Cena bazy ¥

Hyzsunek 4. 1: Wiyoena opeji kupna C dla jej posiadacca w talecnosol od ceny pod-
stowowego instrumentu finansowego 17 umyslana w oparciu o formule BS (4.18) dla
czasu t = T (eovli dla terminu wylupu opeji) oraz nastepujpeych warkesci parame-
trow modelu: K =4 [ju], T =10 [mies], r =0.1 [1/mies], ¢ =0.05 [1/ -.,.-"m].
Jak widac rozwigzanie rownania sgadzma sig jak troeba o proyjetym warunlkiem broe-
gemnm (4 160,

stanowi ona odnissienie dla rocwissania (4.18) np. dla ¢ = T jezvli w chwili =a-
mylania kontrmltu) oba wyrazenia (4.13)1 (4 21) pokrywajs sie jak nalesy oo jest
konselwancig provipbege warunlu broagowego (4.16) (= tego powodu linia ccerwona
na rys.4.1 nie jest niestety widoozna).

[Mawspomnianych powyze] rysunkach proedstawlismy formule BS dla troech cha-
raltenstreznych chwil 1 tyrpowch wartcgol parmmetrsw chamlderoujgoech je. Jal:
widac, roowigzanie bo potwala obsermowad ceng opell O w zaleznosci od ceny ¥
instrumentu bazowegs (np. w chwili otwiarania i zanykania kontraldu) cras ceny
umowne] oo jest niechednym elementem podejmorrania trafnydh decyzii na ol
hnanscwrm.

Dodatlowno, na ryvs 44, 451 46 porownalisnoy caleznose wspolemyrnnile zabes-
pieczenia portfela pochawicnego rymvlea R(Y (1),1) od waloru 17(t) = analogiczng =-
leznoécia majorrzujgos] go uvbeczne] wisllosel

M el Y (21, 2) { 1, gdy ¥7(t) = K

e (Y (£),) = I (1) 0, gdy Tit) =1

?
uzyslane] besposradnio = wymzenia (4 21). Jak widac, ud=ial R(¥(),1) jest proe-

dzialami stalyv jedvnie dla czasu ¢ = T ooyl najbard=ie] interesujace] sytuac, a w
tvm dla ¥ » K proyjmuje wartosS 1; zakresem 17 < U nle musimy 519 tajmorac
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Cena opcji C

0.5 1 1.5 2 2.5 Cena bazy ¥

Hyzsunek 4 2 Wiyoena opoji kupna C dla jej posiadacca w talecnosol od ceny pod-
stowowego instrumentu finansowego 17 umyslana w oparciu o formule BS (4.18) dla
czasu t =0 (ezyli dla chwili zawarcia kontraldu na te opcje) craz warkcsci parame-
trow modelu taldch jak dla roowiazania proedstawicnego na pupﬂdm rvsunlou:
K =4[ju],T =10 [mies], r =0.1[1/mnies], ¢ =0.05 [1/+/nies]. Jak widas
recwigmanie réwnania BS (linia czerwona) edbisgn witainie od swoje] asvmptotyld

ulecEne] (linia niebieskia) w coescl centralnej.

gdyz tam recwigzanie C(Y(1),?) znilka. W trm sensie moina méwic, Ze dla czasu
realizac]i opcjl spelniony jest scisle warunek samocgodnesct modelu BS. Dla cza-
sow t ) I moZemy mowic edynie o proyblizons] samosgodnoss modelu, oo nie ma
oczywiscle zadnego wplywu na decyzje inwestora w opcje europeglie, kbdry w tym
okresie coosu Jest callowicie posywny.

Co wisce], na loadejnych troech ryvsunleadh rvs 4.7, 45148 proadstoilisnm: drugs
pochodna g (t),¢) = SR(Y (2),1),/58(t) = SFCO(Y(2),2) /G (107 eovli tow. wspal-
coyvnnik gammea, ktdry poowala okreslic tempo cmiany ceny opoji wo Sm Thio-
ny ceny waloru podstawowego 17 Co wiece], szemcloss polowliowa zaleznoscl tego
wapdlegynnila od waloru bazowego definiuje obszar cmienncscl wapdlosynnila wa-
bezpiaczania portfala pochomdcnege ryovlem covli oaloes, w ldbdrym medel BS nie
moze bvd stosowany. Mowige proscie), fvm waloesem jest to obszar cmienncsal in-
strumentu bazowego skoncentrowany woldd ceny uwmowne).

Spelniente warunke broegowego (4. 16). Proypusémy, ze t = I recwainny dwis
rozne sytuacje: najpierw Ed::]'l:i‘ =T = K. Wowcoas, -2'+I:f =T1= a'_l:i‘ =T =&
codaje Tidy) =T(d_=liwelcle (Y =T),t =T) =Yt =T)1—K, jak Ine
powinne, MNastepnie cdwrotnie, gdv ¥t = T = K wéwezas dy(t =T =d_(¢t =
T)=—eo,codaje P(dy) = P(d_) =0iwelehcie (Yt =Tt =T =40, pk
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Cena opcji C

TG T 5 > -5 Cena bazy ¥

Hysunek 4.3 Wyoena opeji kupna C dla jej posiadacca w zalecnosol od ceny pod-
stowowego instrumentu finansowego 17 umyslana w oparciu o formule BS (4.18) dla
czasu t =712 (czyli dla chwili pedredniej) oras wartcscl parametrdw modelu talich
jak dla recwigzania proedstawionego na dwédh poproednich rysunlach: K = 4 [ju,
T =10 [mies], r =0.1[1/mies.], ¢ = 0.05 [1/+/mies.]. Podobnie jak na rys+.2
recwigmanie réwnania BS (linia czerwona) edbisgn witainie od swoje] asvmptotyld

uleEne] (linia niebieska) w coescl centralne).

tr-eba.
G Transformacja do nowych :miennych. Wprowad zinm taras nowe zmisnne IZX, T
lthore powisoane 55 © dobycheoasowyrmi o pomocg nastepujgeoe] transtormacyi nieli-

nicre
- 2 o (Y
.-'5.|.|:T'| =—'1 r _.I_\‘] \‘]
a= = _|I 1 -||
2 f 2
= _ull\r—E T -1 (+.23)
a= 2 J
oraz podstawmy
CH(t)t) = exp(—r(T — (X, 7). (4.24)

Wilkazemy, e doigld temu podstawvieniu rownanie Blacka-Scholesa sprowadza sie
do znacznie prostszego rownania rocnicchowegs cogstlowego trpu pamboliconeges,
ktére w fizyoe opisuje np. proewodnictwo cleplne (meodel proewod nictwa cleplnegs

®Przy plerwezym czybaniy medm e obliczenia pominad.

114



Zabezpiseczenie h

T — 5 3 Cena opcJji ¥

Rysunek 4.4: Pordernanie wspdlozynnila mabespieczenin porttela walnego od rzvln
R(Yit = 44t = 0) = majoryzujacy go wielloscig k. (Y(t =0),2 = 0) w zalez-

nosoi od ceny bazowego instrumentu finonsowego ]'I:f = 0} otroymane dla talde)
pammetnrzac]i jaln costala proadstowriona w opisie rvs 4.2

Fourierak:
Syl Xiry,m) _ FylX(r),7)
ar B o S

gd=ie y(X(7),7) pelni tutaj rce maleinege od czasu v pela, ktére jest analogonem
temperatury.

(4.25)

T.S'pr&md:enfe. Ze mwnanie BY ({. 15) jest muwnowaine "réwnaniu prrewodniciua
cieplnege Fourtera” ({. 25) przy podstawseniu {{. 2 ). W tym celu wyrazimy najpierw
pochodng po coasie

SC(Y (1), 1)

g = rC'II]'IZH,H

)

— —.,'E:'.:[.'nI:—rI:T — il

(=2
br ]

By(X(r),7) | By(X(r),0]

G0

S (7) T (#-26)
gdzie po drodze shormvstalismoy = podstawienia I:-l_-.?-l_-] orac prostych caleznosci

Syl X7 SylXir,idX(r) n Ey(I[T],T]d_T

ot T ax (] dt o dt

(4.27)

o] o

"Przv pierwezym czvbaniy mecm e obliczenia pominad.
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Zabezpiseczenie h

R Cena opciji ¥
1 2 3 pel
Rysunek 4.5 Pordwrnanie wspddosynnila mabespieccenin porttela wolnegs od rzvln
R(Yit = 5),t = 5) = majoryzujacy go wielloscig R, (Y(t = 51,2 = 5) w zalez-
nosoi od ceny bazowego instrumentu finonsowego ]'I:f = 5} otroymane dla talde)
pammetnrzac]i jaln costala proadstomriona w opisie ryvs 4.3

[Mastepnie, proelsztaloinmy pochodng " prosstroenng” do postact

P |

SC[T(H,H _ 1 [r—%_]_ ) ayI:II:.-];.—J .
pr=y eoym slorsystalisnoy -e woor
Sy(X(71,7) _ Sy(Xir),m1dX(r)
X[ - SX(ry dY(t)’ (4.30)
gdzie
dxi-y 1 [r-2)
dy(t) " Yt = (+.31)
i edpowiednic drugs pochodng
FOX(,y) _ 8 (80 (1))
()2 - 51'(1&1'\ SV (t) )
1 r %
_ Yiee % expl(—r(T — 1))
Sy(Xi(rh,7) - %F (X(r),7) .
: (_ () ‘5 BY (- F (4.32)



Zabezpiseczenie h

R Cena opciji ¥
2 4 6 pel
Rysunek 46: Pordernanie wspdlozsynnila sabespieczenin porttela walnego od rzvln
R(Yit = 10),¢ = 10) = majryoujacg go wielkoscia k(Y (t = 100t = 10) w
aleznogol od ceny bazowego instrumentu fAnanscerego ]'I:i‘ = 10} ctroymane dla
talde] parametrycacyi jalo costala proedstawiona w opisie ms.4.1.

Podstariajge (£ 26), (£31) 1 (1.32) do réwnania Blaclka-Scholasa (115 ) otrymujensy:
po prostych Izﬂ.laeb.r:ic':n}'c'h] proel=ctaloeniach possuldwane rownanie " proevwod nic-
twa cieplnege” (+25).

® Rozwigzanie ownania (4§ 25) Sprawdziny: teraz, Ze

y(X (T, 7 =explr(T —tNY (21 (dy ) — KI{d_) (4.33)
ctrmymane = formuly wyoeny opcji kupna BS (1.13) crec podstawienia (4.24), gdzie

na podstavwie I:-l_- 23 ]'I:i‘fl 1 I — t przvbieraja w zmiennych Il::‘] 1 7 nastepujgon
postac

]rl:xl:'_:la'_] =N exp [EI(T]— = (?’ :_u#—:)_

(4.34)

()
|
-
I
|
——
=i
1 |'-'I__1 |
] |'-'I__1
e
L

jest rocwigzaniem réwnania (£.25)
¥ Oplacalnosc opoyt kupna. Ma s 4.10 proedstawilisnmy ceng opeji dla dwéch cha-
raltbervstyeznych chwil: zalupu ¢ = 0 i realizac]i t = T (pardwnaj talce wylaesy

mamiestocone na rysunloch 421 4 1) Podane na rys. 4,10 cezncowanie no oplacalnoss

EPrzy plerwesym cxyianiy modm b obliczenia pominad.
94 lapit ben sbanceri dygresje zviazana = istnieniem oplaby webspne (prorrizji) pobisrans] proes
biuro maklerskie i w pisreszym czyfaniu mode byd pominiety.
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Tempo g
2

1.75
1.5
1.25

0.75
0.5
0.25

Cena opcji ¥

2 3 4

Hyzsunek 4.7 Tempo g cmiany wspdleynniln cabezpiectenia portfela wolnego od
rvzyle R(Y (t = 0),t =0} w zaleincéci od ceny bazowego instrumentu finansowegs
¥t = 0) ctroymane dla takie] parametnac)i jala —ostala proedstawicona w opisie

rvs. 4.2

opoji wyvnila bezposrednio = pordwnania obu proebiegée O w oaleznosci od 17, kbdre
dostarcza mcjonalnego warunku na wyscloss oplaty wetgpne). Warunelk ten mmd,
Ze wysckosd prowizji M nie mode bvd wyvisma nit cena opcjii O(Y(0),0) w chwili
mawarcia lontraltbu terminowego gdyvs na inng me tgodsi se mojonalny inwestor.
Stgd cenn opcji w chwili ¢ =0 ma by mniejsza od ceny opcji w chwli ¢t = 17 Zatem,

SV, = V(Ih—-HK=CY(h,Hh =Y —-K =M
= YT = ¥({0) 4+ K(1 —expl—rT), (4.35)
gdzie po drodze slormystalismy = relacji K = K exp(—rT). Masze rocwazania do-

trezg taldego =alaesu ceny waloru bazowego, w kbérym cena opcjl csigga jus (=
dobrym proyblizeniem) warkose asympbotyezng. Doigld temu prawa strona powvz-
578] niercwnoscl jest cnana wiec cstacowanie oplacalnosc opejl a stgd warunek na
oplacalng cene bazowego instrumentu finansowegs jest natvchminstowe. Widac, e
warunek (4.35) jest réwnowainy nastepujacemu,

V(Th-Y(@ _  K-FK

Y =1y = o) (4.36)

lsbory wylorzystany ponize].
MaleZy podlreglis, 2o wirazenie (4£.35) méwi tylke o oplacalne] cenie natominst
nie walazuje jalo strategia jest bardzie] oplacalna:
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Tempo g
2

1.75
1.5
1.25

0.75
0.5
0.25

e Cena opcji ¥
1 2 3 1 Pe
Hyzsunek 43 Tempo g cmiany wspdleynniln cabezpiectenia portfela wolnego od
rvzyle R(Y (t = 5),1 = 5) w zaleincéci od ceny bazowego instrumentu finansowego
¥t = 5) ctroymane dla takie] parametnmacyi jala —ostala proedstawicona w opisie
rvs.+.3.

A) realizac kontraltu terminowego na opcle kupna coy po prostu
E) cbrat bazowym instrumentem finansowym

Podamy teraz warunek na taln progows ceng bazowego instrumentu fnansc-
wagn 1, .. (T powyzej ltbdre] oplacalne staje sig wyloxzystywanie proes inwestorn
gieldoweago strategii A, Mianowicie, oplacalnes? ta ma misjee whady i tylko whady
gdy stopa —wrotu r- wynilnjaca o realizac)i kontraldbu termincwego jest wiglsza od

stopy owroty vy na instrumencie bazowwrm czvli:

]'I:T]—.E'—H TI:.T]—TI:CI] -
Tie = T 2 T :T? |:+3|'|

slnd natvchminst otroymuw jeny, Ze postuldwana cena
]'I:.T] e Trmsl:T] = E:-.:pl:rT]]'I:ﬂ . I:-l_-.EEfI

Zouwacmy, e warunek ten jest rownowazny nastepujgoenm scacujpoemu od dodu
stope owrotu = ala)i:
YT -Ti0 -k _ K-K

= p " p 4 38
¥(0) TR T Ty ! ':

gdzie proy wyprowadzaniu ostatnis] nisrcwnoscl slorsystalisnnye = oosywistego wa-
runlu istrienia prowizji tz=n. C(37(0),0) =Y (0)—K' =M = 0. Zatem, = nierdwnosci
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Tempo g
0.1,

5 1 G Cena opcj1li ¥

Hyzsunek 49 Tempo g cmiany wspdlesynniln cabezpiectenia portfela wolnego od
rvzyle R(Y (t = 10),¢ = 10} w zaleznosci od ceny bazowego instrumentu finansowego
1 (t = 10) ctrzymane dla takiej parametrizacii jala ccetala proadstawiona w opisie

rvs. 4.1

I:-J:.EEIJ wvnils II-l-.EE] oo oonacta, 2@ oplacalnoscl strategii A nie miszozy nowet po-
bieranie przez biuro maklerskie malsymalne] prowizji M dopuszocone) proes osto-
cowanie (L.35),

Aby zilustrowad powyisze rocwaZania proedyskutujmy nastepujacy provklad.
Proyllad

Proypusenmy, ze inwestor decvduje sie na zalup jldeE alaeji, lddre] cheocna war-
tosd woyncei ¥ (0) = 100 PLN wisrze, Ze w proyvszlosc, powiedzoy po kwartale
(T = 3 mies.), ja] warbeéd worcénie. Proyvimujae wielkesd stopy procentowaj (ozvli
—wrotu na instrumentach finansowyvch pochawionydh ryzyla) r w tym cliresie rowng
0.1% mies 1, inwestor latwo wcnacsy w oparciu o wzdr (4.38) poszuldvwang ceng
progomg

];,,._,E,IZT =3mies.) =134 09 PLIV. (4.40)

Pordwnamy teraz chie stopy —wroty re 1y koroystajge = (L3701 provijmujae,
ze spelniony jest warunek dyskorminujgoy IZ-L-.EE I W owisslu = rm ustalamy ceng

10 alely przypompisd, Ze shopa proceobowa jest tstalam kvartalnie proe:z Bank Cenbraloy, op.
IEF, czyli jest zwiazana z danym rynkism fnansorym i w rm seimie nie jest svobodnym para-
metrem modelu BS.
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Rysunel: 4.10: Anali-n oplacalness ceny dla posind acca opeji kupna poprzes pordm-
nanie taleznoscl je] ceny O od ceny waloru 17 dla chwili realizacji opcjit =17 1 chwili
—awierania kontraltu + = 0.

umowng na i = 110 PLN covli na talny aby M = 0; catem, < I:-L.EE-'J oLy ey,
ze prowizja M = }"I:[I'J Y E'CPI:—TT.J = 1851 PLN. Zatem csbatecchnia

T = 1161 =y =0.5 (4.41)

Jak widac, oplacalnoss strategii realizacii kontraldu terminowego na opcje kup-
na jest w tvm proyvldadzie ponond dwulkrotnie wiyista od strategii polegajace] tyllo
na obrooie bazowym instrumentem fnansowym. Dwrodmy uwage, e rovlo t2] bar-
dziej oplacalnej strategii (A) jest mniepze gdyz w sytuaci niskorsystnej inwestor
traci tvllko prowizi (w nasmym provldadsie lewote M = 1851 PLV ) pedemas gdy
w provpadly mniej oplacalnej strategi (B) inwestor mote stracié wesmystlo eyl
lewcte T7(0) (w nasmrm proykladzie jest to lowota ¥(0) = 100 PLN; comywiscie,
ma to miejsce whedy gdv posiadany instrument inansowy straci] callowicie swoja
warbosd).

Omowiana powyze] oplacalnose opejl lupna jest jednym = elementow roeccywi-
sbego (a nie idealnego) rynlu finansowego gdv: uwsglednia oplate wstepna, kbira nie
jest brana pod uwage w kanonicznym modelu Blacds-Sdholesa. Do dynamild opej
na ryvolu roecywistym jesToze powrooimy na lwoficu tego rocdsialu.
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4.2.5 Dodhod posiadacza opc)i sprzedazy
Historyveznie roect hicrae, model BS dotyemy] dynamild europeglde] opejl lupna
czyli opeji "call’ ardw no dla nabywey ezyli znajdujacego sie w pomyeji dlugie] (ang.
long eall’) jak i wvstawey oovli —najdujgcege sie w pomyedi krdtldej (ang, “short call”)y
- ponize] Tastosujemy ten model do opisu dynamild opcj sprzedocy ooyl opa)i "put’
zardwno dla nabywey (poyein ang. "long put’) i wystawey (pocyeja “shart call’).

Metoda paryfeiu sprzedaz-fupno rrang. ‘put-call par.r'fy:,:'. Mozna latwo sprawdzic,
e cenn opc]i sproadazy

(Y (¢4 = Kexp(—r(T —t N[l — T(d-)] = Yi#i[1 — T(dy ], (442}

spelniajaca warunld broegomwe
C(Y(t=T),t=T) = maz|{K =Y (t=T1),0},
C(Y{ty=0,¢) = 0@ (4.43)
wymagane przes tege trpu opcjel?, spelnia réenanie BS (4.15).
Y Aby sprawdzié, Ze (142) jest roowigzaniem réwnania BS nalety po pisrwaze
TAUWIEVE, e
C(Y(t,t) =GVt 4+ Cac(T(t), 210, (444}
gdzie
Col(Y (Lt =Y (1 D(dy ) — K oexpl—r(T — ¢I(d_}], (4.45)

jest poproadnio cmawiang opcja kupna dla nabywey a wige spelniajgon rownanie
BS, natominst

C'P.-_']-l::'l!'llj'l!"l =& EIPI:—Fl:T—‘I!‘II'I—}-II‘I!"I I:-l_-.-HE'I

jest lonieczng korektn talce spelninjgen rownanie BS o coym mozna sig Iabwo proe-
lonag dokonujge wmaganych w frm rownaniu rocnicclkowan. Zauwazno, e

|C Y i), )| =K expi —ri{T — 1)) = T(2)] (44T

mocnaby inter pretowad jalko uproszomong opcjn jednoctesnego lu pna i sproadazy dla
1] nabnmeeoy.

IMa troech lolejnych rysunlach ryvs.4.11, 412 1 413 proedstawilismy charaldery-
stvozne proebieg ceny opoji sproedazy dla nabywoy: dla wstawcy sn analegicone
ale © przeciwnym znaldem.

NE raczej nie bontrakbije sie nisliniorych warnkésr brzegomrych,
PPrzy piervesym czyvbani moina ten akapit opugcid.
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Cena opcji C

Cena bazy ¥

2 3

Rysunelk 4.11: Dochad O posindncca opoji sproadasy w caleznosol od cany podsta-
wowego instrumentu finansowego 17 uzyskana w oparciu o formule (4.42) dla czasu
t =0 (oczyli dla chwili podrednie]) orec warboscl parametrés medelu taldch jal
dla rozwigzania proedstasiconego na dwich poproednich rysunlach: W = 4 [jul,
T = 10 [mies], r =0.1[1/mies.], ¢ = 0.05 [1/+/mies.]. Podobnie jak na rys+.3
rocwigsanie rdwnania BS (linia czerwona) odbiega wyaznie w coesci cenbralnejod
swoje] asymphotyld ulicéne] (linia nisbiesla).



Cena opcji C

i 5 F 1 Cena bazy ¥

Rysunelk 4.12: Dochad O posindacca opeji sproadasy w caleznosol od cany podsta-
wowego instrumentu finansowego 17 uzyskana w oparciu o formule (4.42) dla czasu
t =T/2 (e=pli dla chwili posrednie]) oras wartoécl parametrdw medelu talkich jal
dla rozwigzania proedstasiconego na dwich poproednich rysunlach: W = 4 [jul,
T = 10 [mies], r =0.1[1/mies.], ¢ = 0.05 [1/+/mies.]. Podobnie jak na rys+.3
rocwigsanie rdwnania BS (linia czerwona) odbiega wyaznie w coesci cenbralnejod
swoje] asymphotyld ulicéne] (linia nisbiesla).

124



Cena opcji C

Cena bazy ¥

2 4 &

Rysunelk 4.13: Dochad O posindacca opeji sproadasy w caleznosol od cany podsta-
wowego instrumentu finansowego 17 uzyskana w oparciu o formule (4.42) dla czasu
t = T (czyli dla chwili posrednis]) oraz wartoscl parametréw modelu taldch jalk
dla rocwigoania proedstawionego na dwoch p:prj@ rvsunlach: & = 4 [jul,
T = 10 [mies], r =0.1[1/mies.], ¢ = 0.05 [1/+/mies.]. Podobnie jak na rys+.1
rocwigsanie rownania BS (linia czerwona) polknrwa sie ze swojg asympbotyls ulkasng

(linia niebiesla).
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Cena opcji C

Cena bazy ¥

Fosunek +.14: Analiza dechedu O(1(2),1) posiadacza opeji sprzedazy w caletncsci
od ceny podstawowego instrumentu inansowego 17 uzyslona w oparciu o formule B3
I:?? tdlacoasu t =172 I:c':_'g.']i dla chwili pogrednie]) orac warkoscl parametrow mo-
delu talkidh jak dla roocwigzania proedstawionsgo na dwoch poproednich rysunlech:
K =4 [ju], T =10 [mies], r =0.1 [1/mies ], ¢ = 0.05 [1;/+/mies.]. Cena opcjl
(linia czerrona) zostal zdekomponowana na dwie skladowe: linie zielong opisujgea
skladowg ceny C-(Y(t),1) oras linie niebiesls opisujacg skladowg Ca-(¥(1),1).
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Czesc 111

Procesy niegaussowskie
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Rozdzial 5

Fraktale stochastyczne -
charakterystyczne doswiadczenia

Fraltale stochastyezne to chieldy jalde powstajg proes wprowadzenie sumu (omyv-
li zaburzen statystyveznych) do deterministyeznych (tradyerinyeh) strultbur fraldal-
nych talich jalk np. fralktale samopodobne lub samopolorewne. Innymi slowy, fraldtale
stochastyozne tym se rocnin od deterministyconych, e cawierajn element proypad-
lou, ktérr moze modyvhlowas dang struldure fraltalng - modyvhilacia o moze ks
wieloraln, Ofrsymane w ten sposch fraltale stochastiezne nalezg, na ogol, do klas
uniwersalnosol rocnych od tydh do jaldch nalezn ich deterministyozne plerwomoo
tv. Qeoywiscle, fralfale sfochasiyczne sg znacznie blizsze obrelfom wystrpujgoym w
przymadzie, talim jak np. materialy porowate omz uklady perkolujgoe bads tez ob-
sTary rocgraniczenin faz, niz frokfale deferminisfycme te cetobnie stancwing racoe)
wyvidealizowany punlt odniesienia, ulatwiajgoy wstepne rocwazania

Droga jaln obralismy skinda sig © dwiach etapdw - najpierw omawiany frolfale
proypadiowe a nastepnie fralfale stafysiycone. Te plerwsze powsta)n poprzes prosta
med vhilsacie fraltali deterministycznyeh | patrs rozd=.5.2), bes namszania wymiaru
tralstalnege deterministyoznych " rod zicdw™ w proecivienstwie do fraldali skatstez-
nych, kbdre w ogolnoss majn wymiary fraltalne rozne od swoich deterministycznych
plerwow zordw (patrs rozds. 5.3). Podejfcle tego typu dostarcza walasdwelk pocwala-
jacvch na roowigsywanie nielktonch agad nien odwrotnych np. dobvezgoech maloare-
skopowch stabstyesnych strulsbur fraldalnych?®.

5.1 Fraktale matematyczne a fraktale fizyczne

Zwylkle, mowiac o fraltalach (bez Zadnych dedatlkownch proymictnilede ) ma sie na
myali matematyozne fraltbale deterministromne. Ale fralfale mafematycine w proyro-
dzie nie wystepuyg. Rodzi sig catem potanie dlaczego Aoy sig nimi zajmuja? Malezyr

17ag adniemie ode rotne polega ma znalesiemu wymiar fraktalnego da nej staty sbre znej strukbury
fraktalnej, dyspomijac jedy mie pojedynczym sgzemplamem takis) sbrukfury.
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ono do te] same] kabegorii co prtanie o proydatnoese rachunlu réznicclhowego 1 cal-
kowego dln fizyld. Proeciez w proyrodzie mamy do eoynienia tyllo ze slonezonymi
proviostami a nie ¢ wiellcsciami graniconymi, inhnitesvmal nie malvmi. Ma providad,
pomiar predlosc jest cawsze tyllko pomiarem skonczonego cdeinka drogl proebybego
przet dane cialo w shaicconym coasie 1 nic wisce]. Wiystepujgoe w definicyi predloscd
proejpoie graniczne jest tyllo matematycong idealizac)g - mocliwess talde] idealiza-
oji wynin T obserwac)i co do wystarczajaco regularnego cachownia sie kolejnych
coras to mnieEmvch proyvrostow drogl pokonywanych w od poviednio laodtsmch od-
cinkach czasu. Mowimy o talde] procedurze, Ze jest chiezna. Poowala to catrzmne
nasze pomiary na, sila roecty, shoficconym pociomie tiarnistosci bowiam, nie ma
sensu miersyc predlosc pedzgoego samochodu poprzes pomiar milimetrowrych od-
cinkdw drogl pokonywanych w miliseltundowych proad zialach coasu. Podobnie roecz
52 ma © obleltami samopodobnymi lub samopolorewnymi, coy mowige ogolnie] =
traktalami bgdz multifraltalami. W rcecmrwisbosol, mozenny mowic awsze tvllo o
sloficzone] licchie pololen struldury samopodobne] ooy samopolaewne] lub inace)
o slkonczons] licchie slal coasoproestrzennych. Innymi slowy, fralfale fizyeme fo w
1stocte prefroffale czy nawet premulirfralfale sfochasfycine pomimo tego, uiywajgo
analizy fralttalne] motemy (= lontradowang doldadnescia) proewidzied cachowanie
sig realnego ukladu w wislu interesujgoych nos skalach.

5.2 Fraktale przypadkowe

Ponize] omawianny: dwa md_.':n.je strultbur fraltalnych miancwicie cgraniczone, lbo-
rveh (eallowity) hmmn rocmior Lo jest me.::.le:.n‘- od potiomu ciarnistosc I:Ela:u-
i) oras fralktale niecgraniczons, lborch I:mllmlt'- I liniowy rocmiar roénie w mia-
rg przechodzenia do chrazu coras bardziej grubeciamistege (coraz wigls=ej slali).
Lotk mowine, fraltale ograniccone to obiskly powstajgce poproes odpowiednie
zdefelktowanie jednorodnej strultbury w glab, podezas gdy fraktale nmiecgraniczone
powstajn proes odpowied nio cdefeldtomany worost. W oniniejssym wyldad=ie bada-
my w zasadzie tylko wymiar samopodobienstwa oraz wymiar pudelloey dla obu
rodzajdw struldur fraldalnych jalo najbardzie] proydatne.

5.2.1 Ograniczone fraktale samopodobne

[Masze rocwazanin rotpoctynany od analizy cbislktdw, lddare powstaly proes wpro-
wadzenie najprostszego provpadlowege saburzenin do samopodobmych (determini-
styezmych) struldur fraktalnych. Ma ryvs 1{5.2.1) proedstawiono zespd] statysbhrcony
provpadlowo cdefeltoranych dywandw Sierpifskiege (lbire w jednym wymiarze sa
chicrami Cantom a w troech wymiarach gablmmi Sierpinsliego: futaj wymiar Eu-
klidesowy proestroeni d w kbdrej zanurzony jest dywan wynosi 2). IMa rys. 1a(5.2.1)
polsane pisrwsze pololenie (k= 1) powstale proez usunigeie mnisjszego lowad ratu

(zdefelcbowanie m = 1), nieloniscznie cenfralnego (jak to ma miejsce dla determi-
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nistyeznego dywanu Sierpinslkego), = kwadrabu wisglszego o dlugesc bolku L (jak
widnd bok ten zostal podzielony tuta] na n = 3 réwne coescl: cwylkle 1/n nosl nozwe
wapolemrnnila redulecii a my e wapolosynnilea cdeteldtovania ). Innymi slowy, usu-
wanie pojedyvnozego, mnoieEzego kwadratuy ma misjsce zawsze, w lnzdym pololeniu
i natominst, nie windomo lbory lowadrat zostanie usuniety, co jest wlnsnie d-ielem

provpadlzu. Widas to wyraznie] na proyvkladzie kolejnych pololen proedstamionych
narvs. 1b(5.2.1) cras rys. 12(5.2.1). Tym sanmym zostal =definiowany generafor prog-
padlowey struidury fralfalne] poowalalajacy na chudowanie cgraniczonego fraltalne-
go obielty snmopodchnego w sensie stochastyeznym. Definicle te mozna traltowac
jako clreslanie samopodobienstea proy padlows] strulitury fraltalne). Becpeosradni
wnicsek jald sie nasuwa dotyoty wymiary samepodobnego - w dalssym ciggu nazy-
wamy go frakfalnym gdvz jest to wymiar wlamleowry (a nie calleowity jal wymiar
Eullidesomy (bopologiczny) proestroeni) i ccnaczanny proes 4, jest on idenbyrezny
= wymiarem fraktalnym deterministyconego dywanu Sierpinsldego (patrs np. arby-
lul w czasopismie "Delta” 2 (1985 1, ksiazla H.-O. Peitgen, H. Juergens, D .Saupe,
" Granice Chaosu. Fraltale” , PWIT, Wamszawa 1887, lub lsigzlka T Vicsek, " Fractal
growth phenomena” | World Scienc., Singapore 18988, Wynila to o faldu, Ze wyrmiar
samopodcbiefstea jest (tuta]) niewrazlivy na to lkbiry kwadmat jest usuwany, wazne
aby w lnzdvm pdcleniu jeden mnisjszy kewadrat costal usuniety

% jednej stronyv, dla tego tvpu proypadlowe cdeteldowanych struldur mocna na-
pisac réwnanie algebraicone sluszne dla lnzdego pdiclenia k(=1,2,. ..}

."'Cl:k'lzlzrzd—m'r" =|:EI—1'IJ‘ =EJ‘:I (5.1}

gd=ie (k) jest liccha kwadratdw jala pocostala w polcleniu k po proeprowadze-
niu | powyZej opisanej) procedury proyvpadlowege defeldowania. Rdwnanie (5.1) ma
charaltter globalny i jest talze sluszne dla deterministyeznego dywanu Sierpinsldaego.
Z drugjej strony, dzield wlasnececi samopodobiefistwa (tuta] w sensie statystyez-
nym gdvzobarczone] dod atloowro elementem proypadlowesel ), mosna napisad kluczows relacke

pomisd =y liczhg lewad mtde V(k) a liczha

L
nik) = :F (5.2}

na jalg costal podzielony w pololeniu & bol: wypcowego levadmtu o dlugosa L
(1l = L/n*) jest dlugeéein boku malego kwadraty w pololeniu k); miancwicis

Ik
."'fl:k = nl:k'ld' = [% = =172 |:5_3 |
Jalt widac, wyrmiar samopodobienstea d. jest niecalezny od numern pololenia i
co wyniln = samopodobnego (tutaj dedatlowe w sensie statystyeznym) charalberu
strultury. Coesto, relacke [5.3 I copisuje sig w slodtowe] postoct
.-"t-lzk'lr-..l Efl:k'l'l_d":l |:5.+'l
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méwine, Zelictha polaywajaorch lowadrabie (" pudelel” ) jalm istnisje w k-tym poloo-
leniu sl=mluje sie = lintiowym rocmiarem polaywajgoego lewadmtu (" pudella” ). Tego
tvpu capis pocwala rocscercye analize na provpadek struldur fraldalnych nie badg-
cvch samopodchnymi.

Z (5.1}, po uw=glednieniu (5.3), ctr=ymu jenty 2o

— Inf N(k)) _ lﬂl:r!'d —m) In(3) _ lni 2}
*TIn(LA(k) ~ Ilmin) In(3)  In(3)

(5.5

gdzie ooywiscie wkladmle
d, <d (5.6)

oo wynika ¢ fakbu, e omaorriana struldura jest cdefeldbowanym lvadratem tzn. j=)
polrycre malymi lovad ratami nie capelnia jed nolicie wiglszago lvadratu ; gdvbey noss
lovrad b mie bl doiuraeey whed v oogrwiscole d. = 4.

Instanowmy 518 nad sensem wymiaru samopodobnego d, lktory, podobnie jak
omawiany ponize] tow. wymiar pudelloey, jest szozegdlnrm proypadldem wymia-
ru Hausdorffa, W tym celu zauwaimy, Ze di= 2 }wymiarcwa objetcee Vik) (tutaj
powierzchnin obieldu w pokdeniu k& wyrnost,

Vik) =N (kIk) (5.7)

Ob gtosc I'IIJ:] przyvimuje si¢ =o miarg dansj struldury fraltalne].

Z drugjej strony, na mocy tdwnania (5.7) craz (5.3) cbroymu jemy, ze

Ik
Vik) = L3I k) = =Ld(%!d‘d‘ (5.8)

P In( V{k)/ L4

= —_— 5.8
: In(2ik)y/ L) (59)

Czasami wylkladnik A, = d—d. == jaldm skaluje sig objgtced namywa sie wymiarem
Minlowskiego albo deficytem wymiaru samopodobnego.
Croesto, relacye I:E-.Efl apisuje 51g lroos)
k)
L2

méwige, e (wogledna) miara danej strulctury fraldalne] slaluje sig = liniowym roz-
miarem [ (k) polwajacege lkvadmbu (" pudelln” ). Tege bpu zapis pocwala rocsze-
rye analize na provpadel struletur fraldtalnych, ktare nie 55 samopodobne.

ea (1K1, (5.10)

fatwo cauwazyve, Te wiyrazenia |:5.5 Y oras I:E-.EI] s s5uszne dla lmzdego polwolenia ko
tvlloo dlabego, Ze manty do czynienia ze struldurg samopodobna (niemaleznie od tego

oz jest cna samopodobna w sensie deter ministyoznym ooy tes sansie statystyoznyrm
zdefnicwanym powyze] ).
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5.2.2 Graniczny paradoks - struktura prawie wszedzie pusta

W oparciu o |:5-.T'l:l I:E-.E [ |:5.1 i oras I:E-.E | mozna wylonad nostepu jace proejpole gra-
niczne

= lim (1 — =4 =aq. (5.11)

Powryvzszy wornike jest paradolsalny gdvz, jak widac, w granicy & — edobjetoss strul-
tury craz liczha jej elementéw (elementarnych pudelek) jest zanisd bywalnie mal;
innymi slowy, liczha d=iur derdwnuie liczhie (prawis ) wazystldch pudelel (lewadra-
b ) tworzacych jednoredny (niecdefeldowany) obiekt. Wynik ten jest prawdziwy
tvlleo w granicy & — o0 wslncujpe, e granicsna struldurmrm samopodobnn jest malk-
svmalnie od efeltbowana, copli ze welloss obszar doiur Jest (prawis ) réwna wiellosci
c:u.]egn:.u obazaru strulxtun pomimao, 22 na lkazdym pocicmie tiarnistoscl usunieto jedy-
nie minimalng liczhe (m = 1) lkwadrabéw potrmebng dozapewnienia (nistrywialnego)
samopodobienstra ogranicoonego stabvstyoone go dywanu Sierpifslde go.

Prow tworzeniu powyisze] strultbury, nalezy woige pod uwge cosadnicze ogra-
niczenie - aby struldura mogla istnied weoystlde je) elementy musmy bve ze soba
powinzane ttn. muszg 5@ dotylne. Oznococa to, Ze lnzde dwa elementy struldurny
mozna polacmee we sobg linig nalezgg callowicie do tej struldure

5.2.3 Dolny wymiar samopodobienstwa
Wilnzujeny na taleznosc cezacowania wielloécl dolnego ograniczenia wymian sa-
mopodobnago od stopnia defeltbowania m/n? fraltalnej struldury samopodobnej.

W tym celu lormystamy = wyrazenia (5.5) pocwalajgeego zanalizowad np. nierdwnoss
postact

Iod Vi kD) lnind — m)
dejod,= MVED " —m) o gy i=12,. .4 (512)
In(L (k) ln(m)
gdzie deficvt wyminru
In(1 - & (5.13)
ln(1/m)

wyIaIa 51 o pomocg wspolosynnila cdefeldowania oraz wepdlesyvnnila redulecji: o
powyvzszych dwoch zaleznoscl ctroymujeny: becposredni warunek na wspolkoynnilk
=defeltbomrania

_-:l.:':]'

e 2
T2 T2d

2,4 (5.14)

P-:\El:q-pu_]q:' ﬂnﬂl-:-gn:"..me w l:n:-:.-:st:n]'-'c'h przyvpadlnch, copvli gdv d, < d — joraz d, =
d—7j, j=1,2 ,d — 1, chroyvmu jemy nostepu e e wyrocenis

=d—j, dlam/n®<1-1/nf, j=1,2,. .. .d
d,t =d—j, dla ml,-'rzd:1—1l,-'rz?,_;:1,9, d =1
< d -], dl:u.ml,n'rzd =1-1nd j=1,2.. . ,d-1



Jak widac, vorazenie 1 — 1/ n cloresla marginalne warboscl wspdlesynnilen cdefeldio-
wania, dla kbdrveh wyrminr samopodobny jest liczhg naturalng. T powyrZszego wr-
nila, ze mocliwe jest "rosniecie” w proestrzeni d wyrmiarowe] struldur d — 1 wymia-
rowveh (gdv ml,n'rzd =1-1/n),d — 2 wymiarowych (gdv ml,n'rzd =1-1/n%,itd,,
wireszoie struldur jednewymiarewnch (gdyv my nd =1- 1y n?1) a nawet subliniowrych
(o wymiarse mnoiepmm od 1 gdy my T 1 o1y,

5.2.4 (Gestosic struktury
Zonweeny, 2o gestose licchowa struldury pI:I'I slmluje sig w tych warunlach iden-
twoonie jak struldurn niecd efeldowa miancwicie,

gl = % =il 'l_'é:I (5.15)

czvli Jest niewracliven na oparmc)e defelcbowrania uldadu. Zatem, gestoss liczhowra l.:'l:f |
jest je] niecmienniliem 1 nie nadaje 518 do opisu strulstur fraldalnych.

5.2.5 Wymiar pudelkowy ograniczonoych strulktur fraktal-
mych

Wrminr samopodobny jest tvlko szecegolnym proyvpadldem wymioru fraltalnegs
Hausdorffa. Dlastruletur, ltbore nie sq snmopodobne wirazenia |:5.5 [= IZE-.EI I nalezyr
Tapisac w postact ogolniejsse], miancwicie
Lo W k)
dy = lim HYUEN) (5.16)
k—ea In L1k )

lub

srph g pdy
d=d_ lim MVE)L)

e TSR (5.17)

Woory (5.16) craz (5.17) umyslano w wyniku pokryeia danej struldury fralctalne)
taldmi pudelleami (patrz rys.2(5.2.1), kbérych liniowy rozmiar [{k ) maleje potegoro
= wylkladnildem k, analogicznie jal dla struldur samopodobnyeh (ezvli I{ k) = Lin* ).
Uzvslnna w ten sposch wisllkoss de nosi nazwe wymiary pudelluome go.

Ogolnie mowige, o wymiarem pudellowym manmy do coynienia whady 1 tyllo
wtady, gdv dla cnilmjgesj diarnistesc [ (czvli liniowego rocmiaru pudells, kbtdey w

ogolnosa jest cmienng niecalezng ),

In({l))
dy = lim VD) (5.18)
1= ln{L/1)
Ll
L (vayLd) |
Eb—ﬂ—]EEl.'.lﬂ. In(l/L) (5.19)
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Jak wida¢ minimalna objgtcee V(1) w kbdre] daje sig zamlkngé dang struldure fral-
talng sl=nluje sig (= cnilmjgeg siarnistescig 1) jak

VI ro (19 (5.20)
natomiast minimalna liczha pudelel: Vil) slaluje sig jak

NIy ra ()7, (5.21)

Zouwazmy, e coesto Jest wvgodnie] operowad wislkosoiami beowyrminrowvmi -
w tvm celu wprowadzmy siarnistoss bezwymiarowa cdehniowans jalo ulamel:

€= —_. (5.22)

Iormystajge = dehnicji [5.22 | mozha wyrazenin I: A cras [5.8'! proedstawic w postact

Nie)=e™s (5.23)
arac

I.l:E-I y _—

I - . I:EI._-.I:I

Stod , wymiar pudellowy: dy mocna zapisac nostepu jgoo

iy lnl:.'"f[e'l'l -
%= In(1/e) (5.25)
lul
ln{ Ve L4y
dy g — i M B (5.28)

1—0 ]_|_'|_|:E i ?

oo ulabwia dalsze uogdlnienia (np. na polayeia inne od pudellowego), pozwalajgee na
wprowad zenie pojecia wymiaru Hausdorfia (patrs Dodatel: AQ). Malezy podloeslic,
e wymiar samoodobny d, aas wymiar pudellowy dy, dla struldur samopedobnych
nie 53 totsame; mozna to crocumied na provldadzie obieltdwr canurmonych w proe-
stroeni dwuwymiarowe] gdyvs whedy wyminr pudelkowy nigdy nie jest wiglszy od
dwich, w proeciwienstwie do wimian samopodobnegs. W provpadlou tego ostat-
niego, mozna podad provilady struldbur, lborych poszooegolne elementy cachodza
na siehie, co prowadzi do wymian samopod chne go wiglszago od dwoch.

Jako providad cmawiamy doswiadczenie numervezne, w kbdrvm v znacoylismy
wyvmiar pudellkowy plaskie) trajelktoni powstale] w wornilu ruchéw Browna pojedyn-
cze] coastecthki (patrs rocdz X Ocgpwiscie, trajeldoria ta jest shkonczona nie mnisj
na tyle dlugn, e bedsieny w stanie wytnaccye jej wymiar pudellowy = cadowa-
lajaeg deldadnessig Ma rvs. la-ci5.2.5) proedstawions possozegdlne etapy metedy -
jak widad, budujenyy siatke o sbopnicwo (np. w postepie geometryeznym) malejacs]

135



stalej sieci I(k) = L/n*, cliczajac tvllo te pudellm w lbdryeh znajdujy sie elementy
trajeldorii (liczhe tych pudelek conaccamy proes Wk Marys 2(5.2.5) proedstawi-
lismy zaleznese Vik) od L/1{k ) w skaliln —In. Jak widac nachylenie linii na wylkresie
stabilizuje sie¢ Juz w pdwleniu & = 5; uzyskane "asymptofyezne” nadchylenie daje =
dobrym proyblizeniem wartcss wymiaru pudelomegs dy, = 2, talk jak nalezalos coze-
ldwac, Podobnie, badanyy w dalsze] coescl wymiar pudellowy blgdzen Weierstrassn
aw tym proelotow Levrvego

5.2.6 DMNieograniczone fraktale samopodobne

Anslogicmnie jak w rood=.5.2.1, rocwaczamy samopodobny fralotal proypadlosy ooe-
li strulkture samopodobnn w sensie statystyocnym, powstajpon proes od powiednie
powielanie chieltu wjsciowego tak jak to proadstawions na rys1(5.2.6). Pomime
ze istnisje wiele roucajgoych sig w ooy analogii pomisd =y oboma tyvpami strulctur,
zdecyd owalismy s1g na ich systematvrezne, cdd zielne omdwienie ze wogledu na faldt 12
wvldad jest proecnaczony proade wamystlim dla pocogtloujgoech stud entowr. Ponadbo
talde podejcie pocwala, w casadzie, na niezalezne tapocnawanie sie © wybranymi
tragmentami telstu.

Proedstawicna na rys. 1(5.2.6) struldura jest to niecgraniczenie rosnacy, proypad-
kewry (indeterministyezny ) dywan Sierpitsldege cbudowany = elementarnyeh kwa-
drabéw o dlugesa belu [{= 1), Becwymiarcwy wspdlemynnik (liniowego) powigleze-
nia dywanu wynosi proykladewe n = Lf] = 3 (coesto uZywa sie camiennie wspdl-
czyaniln ziarnisteci £ = 1/n), a katdy wielszy lowad mt jest shudewany = (n?
muniejszych, gdzie d{= 2) jest vy minrem proestroeni Euldidesowe] w lbdre] jest zanu-
rzony konstrucwany dywan Sierpinsldege, m(= 1) jest liczhg usunigtych mnief=ch
lewrad mabdwr, natomiast ki{= 1) numerem pdclenia (skali lub pocionu ciarnistosci
strulstury) w kborym prowadzi sie obliczenia. Jak widas, na lazdym poticmie ziar-

—mi

nistoscl defeldbowranie moze wygladac inacze] tzn. = lowad matu na potiomie tiarnistoscl
. usuwany jest : dowolnayo miejsa lewadmatb o slkali £ — 1.

Ilofeny teras postawid inicjujgece prtanie: jalm jest liczha WV (k) podstawowech
lerad mbdwr (o dlugeéci beolu 1) zawarkrdh w duzym kwadracie w k-tym poleleniu

(lub inaczej mwige, na k-tym pociomie ciarnistesci)? Z jedne] strony, = proadsta-

wione] no :::s.ll:E-. 2.6 ) lonstrulesji wyniln poprzez bezposrednie cliczanie, ze postu-
ldwana liccha wyasa sig prostym woorem

"'tIIJ;l:I:rz —ran—I:°:—1'rL =EJ‘,J:=1,2,... (5.27)

a
coyli jest falm sama jak dla cgranicconego, provpodlowego dywanu Sierpinslkiego
{ patrs réwnanis(5.1)); oo wiscej jest ona réwna nn:nl-:-gm':.m m licchom dla deter -
nistyeznych (ograniczonych i niecgraniczonych) dywande Sierpinskiege.

Z drugle] strony, analogicznie jak w provpadlu ogranicconego dywanu Sierpin-

sliego, stowianmy prtamie oistnienie talde] liczhy d, niecalezne] od numeru pololenia
i, ktéra spelnia kluczows relack

Nk =n(kFf = ek = [L{k)/1}°, k=1,2,. .., (5.28)
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gdzie wprowad zilismy wielloss,

Liky=n(kil, k=12, .. (5.20)

?

bedgeon linlowym rocmiarem lowadratu w b-tym pololeniu, gdoie identreznie jak dla
strulstur ograniczonych

alky=n*, k=1,2,. .., (5.30)
a ponad bo
ekl =¢* k=1,2,.. .. (5.31)
Zalezncse (5.28) zapisuje sie cossbo w postac,
N{k) ro [L(EV}M e, E=1,2,. ., (5.32)

méwine, 28 "masa” V(k) struldbury widocona na k-fym pociomie ziarnistesc slaluje
sie potegowo = jj reomiarem lindewrm Lk ) wystepujgey w rdwnaniu (5.32) w-
llad nil: nosi nazwe wyrmiaru samopodobnego - w dalsze ) cogscl sobactyrny, ze jest on
szezegolnym proypadldem wymiaru fraktalnego (a dolkladniej, fraltalnege wymiaru
Hausdorfta).

Ponadto, w oparciu o niercwnoss

4 o g (5.33)

T A

(wynikajacg = konstrulecji dywanu) cbrmymujeny, ze
da = d. (5.34)

Oezywiscie, gdvby struldura byla jednorodna (eovli nie pochawianc by jej w les-
dyvm pololeniu niektdrych elementcr ) wiwezas miglibnvsmy, po prostu, d, =d. Faldt,
ze udalo sie cnalezd wspolny dla wesyvstlach polwolen wyvldadnile d, jest lduczowne
dla niniejszych rocwazan 1 wynilka = samopodobne] natury konstruowamych obielk-
towr prov ooym nie jest tutn] watne ooy samopodobiefistes to ma statystyezny oo
deterministyezny charaleter.

T woor I:E-.EE I wvnilm, Ze

. In(V{k)) _ Lo IV (K 1) _lnl:rzd— il

= = = . 5. 351
s Infrik)y  In{Lik)/I) IRTEY o (

=d,— 4, k=1,
gdzie, podobnie jak dla fraltali ograniczonydh, defioyt wyrmiarn samopodobnags &
dany jest woorem

_ ].I.'lI:]. — '?'? i

= L]

£

I:E.EE i
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1 tak jak trzeba nie zalezy od numer polcenia k.

Régnica pomed =y chama rod zajami struldur (ograniczons i niecgraniczons) jest
widoczna dopiero we woomach na objetcsc, lhbora w plerwsmm proypadlu maleje
zgodnie e woorem (5.3) w miare proachodzenia do comaz stas—ych polcden a w
drugim roénie. hMianowicie, winosi onn

Lik)

Vik) = BNk = Falk ) =19 T}.d-, k=12, .., (5.37)

oo CTEEto Taplsu e 518 W postact

Vikyea [L{k)}%, k=1,2,... (5.38)

méwige, 2o objptoss V(k) rosngee] struldury samopodobne] slaluje sie potegowo =
j2] rozminrem liniowym L k). Ponadbo,

C Ini Wik
,_—lnEme, =12, .. (5.39)

1 mie zolezy od k, jak b powinno.
W oparciu o [5.3?] widzimy, Te gestosc licchown
Nk} 1 _
covli nie ulega cmianie proy proechodzeniu od strultbury regularne] do fralstalne)
podobnie jak to ma misjsce dla strultur cgraniczonych.
Widas na postawrie (5.27), (5.20) craz (5.37), 2e
k) . I#N (k) _ i
B T = A ey = A0 - o)

k=g, (5.41)

lub inaecze], w oparciu o (5.28), (5.20) oras (5.37)

Vik) FN (k) L n(k ¥ e 1 ,
k—ea 'I.--‘I--'l:‘_ﬂ'-':'}"£ _-L]Enm jdm:k:,d _.L]Enm ”l:k:# _J,h;rnmﬂkl'd——dﬂ =a. (5'+—:'

Powyvzszy wynik jest prawdziwy tylle w granicy & — o0 polazujpe, e granicocna
strulctura samopodobna jest malsymalnie od efeltbovann gd vz obszar dziur dordwenu-
e wiallioscin calemu obszarcwd struldury pomimo, Ze na lazdym potiomie ciarnisto-
sci usunisto jedvnie minimalng liezhe (m = 1) kewad ratdw potrzebna do zapew nienia
( nietrywialnege ) sameopodobiefistwa niscgraniczonsge statvstyveznege dywanu Sier-
pinslkie go.

Abv lepie] zrocumied wynik (5.41) obliccamy w granicy & — oo lieche NV (k)
elementarnych lwadrabde oras dziur M{k). Zgodnie = (5.27)

o lim(1- =
L—Mrilzk]d_J.h_rE:.(] rad] =0 (5.43)




o] o

Miky Mo
ot (k¥ _L—:Enlzl —(1- ”d] ) =1 (5.44)

Powvzszy wynik jest pammdolsalny gdvz, jak widac, w granicy & — o0 liccha d=ziur

derdwnuie liczhie wezystldch pudelek (lewadratdm ) tworzgoveh fed noredny obislt,
Witnacoamy teraz dolne cemacowanie wymiary samopodobnego d, dla nisogra-

niczonego (deterministyoznego bad: proy padlkowego) dywanu Sier pisldege. Roowa-

zamy w tym celu wymzenia

Vik) o EN(E)

J}Egln [Lik)p==1 = ison FE=ln(kE-

=1 lim """+ =1 lim (n— —)
k—en k—on e

eo, dlam < r!d‘ll:ra -1
I, dlam=n*1n-1)
d, dlam = i'!d_ll:fi -1y,

E
= ktarvch wvnila, ze

=d—1, dlam< ?!d_ll:?! -1
ded =d—=1, dlam= =Y n — 1)
<d-—1, dlam = ?!d_ll:?! — 13

W naszym proypadu, provielison no wstepie dla prostoty, Zem =1 (omzn =314
d = 2} co prowadzi do tego, 28 d — 1 < d,. Jednalze moglibvsnmy, rownie dobrze,
rozwazas proyvpadld dla lddnch 1 € m < n I powyzszego winila, e np. kowschal
rosngoy w troech wymiarnch moce by faldyeznie d wuw ymiarcwy: oo odpowiad aloby
(dlan = 3 oz d = 3) eoynnilowi cdefeltbiowania m = 18(< n? = 27). Ocgyrwiscie,
do pomyilenia sg talce krvsstaly ednovymiarowe (whedy m = 13).

Ponadto, gdvbvsnay roowazali analogicone strulturny, kbore powstajg proes od-
powisd nie dedawanie slementiw na kefdym pociomies ziaristegel k (dobom proyv-
kladem mofe byé krmwa Kocha) wiwesos mielibvsnny, —amiast réwnceei (5.27),
analogiczne wratenia

Niky=(r"+mi =(3"+1¢ =104, k=1,2,.. ., (5.45)

prowad=gee , w oparciu o (5.28) arac zachodzgeg w tym proyvpadlu nierde nose
n(kf = n(kF, k=12, ., (5.46)

do wymiaru fraltalnego
da > d, (5.47)

proewrisTajposgo wyvmiar proestroeni BEuldlidesowee), w kbore] jest canurzony worjscic-

wv, niezd eteltowany obield.
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Oszacujenyy gorne cgraniczenie wymian samopodobnego d,. W tym celu roowa-
Inmy wyrazenin

I d i
I |:‘|.| . Ell:ﬂll . ”-'-H.l—d—l.lz 1 ]_1_|_'|_'_|_ 1 T ke

1
h—en [L{EVF44 7 k—en [+l Fl}—ucn-n 1 k—ea'n + e

eo, dlam > ndn—1)
= %, dla m = ?!dl:?! -1
d, dlam = rzdl:rz - 13,

L
= ktarvch woynila, ze

=d+1, dlam>nin-1)
=d41, dlam= ?!dl:?! -1
< d+1, dlam = rzdl:rz — 11

d,
Ma proyklad, wspomniana powyzej krmywa Kecha (d =1, n = 3, m = 1) posiada,
zgodnie = powyissymi wootami wymiar samopodchististwa d < d,(=1ni4);/ In(3)) <

d+ 1.

5.2.7 Pudelkowy wymiar fraktalny

Dotydhemas rocwazalisnnye fraltbale snmopodobne, stancwigee najprostssy proyvklad.
W niniepmrm paragrafie roowacamy struldury, lbdre nie s samopodobne a mime
tego ich pudeibowy wymuar frokfalny jest uwlamlow

5.3 [Fraktale statystyczne

W niniejszvm rocdsiale omawiamy statvstrezne strulstury ogranicoone 1 niecgrani-
coone Twane frolfalam: stafystycznymr na proykladzie statvstyveznego thiorn Can-
tora (oméwienie deterministyeznege =hicru Cantora medna znalezé np. w lsigice
H.-O. Peitgen, H. Juergens, I .Saupe, " Granice Chacsu. Fralktale", PWIT, Warszawa
1887 ).

5.3.1 Ograniczone fraktale statystyczne

= :}"5.1:;(5.3 | proedstawiono wespod statyshozny clofony = ,1L'1|'_1_| ocdoinlow po-
dzielonych na troy rowne cogsct; jak widae, nielttare odeoinld centralne zostaly usu-
nigte - makladamy, 2 nastapilo to = prawdopodobienstwem p. Mozna teraz posta-
wic dotyezgoe nieusumgtych odeonlkow a miancwicie, jalm jest ich srednia liccha
(= Nik(=1)) =) w damym pokoleniu k (tuta] plerwszym gdyz k£ = 1)7 Odpowiad:
jest natychmisstowa - jest to granicn nastepujace] sred nie] wacone] naywane] taloe
srednig po zespole stafysivcznym,

IIL'T 'IL-"S
- vy . 5 k=) ] L B R : )
< Niki=1h = = lm (2— + 3— i=2p4+ 31 — ol
|: |: M bt:tl—mli Nij=1; Ny 7 |: 7
= 3i—-p, (5.43)
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gdzie ."l.'fr_h oonacza callowitn licce odeinldw pochawionych cogsci centralne), a
N{jaq, odeinlednr, lbére jg posiadajs.

W nastepnym pololeniu (& =2), = kazdym odeinldem =defeldowanym, skladaja-
cvm 51 © dwach odsunigtvch od siehie krdtsoyeh, badz niecdeteldtorany m zbud oo
nym = frzech odeinledw ladtsmych, wigteny osobny zespdl stalystvozny (ps. 1b(5.3))
Analogicznie jak dla pokolenin pierwszego, kazdy o laotsmch odeoinkdw jest talze
detelcbowany statysticznie. W celu latwiepzego proedstavwienia iskoty roeccy, wpro-
wadzany svnchronizacje polegajgon na tym, e np. cdarcenie defekbowania zacho-
d=i jedneoczesnie dla ws=ystlich lrétszych odeinkéw danege pokelenia (o numerze
k), skladajgevch sig na jeden odeinek dluisty poproedniege pdiclenia (o numerze
k — 1) Wiyznacoamy teras sradnig liezhe < N{k(= 2)) = odcinkdw jalm pocostala
po przeprovwadzeniu procedury defeldomwania w drugim pololeniu,

o o e}
___|-1'=J.r—11 . _._l-"‘J.r-EJ t,'ll"Lf—EJ.l

< Niki=2n > = lim lim {2 2— 3—
(k( -"'l:-:=L|—W-"'I:-:='.'|—W[ Nij=1 Ny N j
3 = =2
+ 3'1|‘.L|'—E_| . E'K.LI'—E_I n 3'\"1..[—!_1 Y
.1'~'J.r-:J -1|'-.L|'—C_I -1'~'J.[—:J
= (2p+3(1 - p'l'l“'cJ =(3- p'lj‘r-cj. (5.49)

Postepujae analogicznie dla nastepnych pooolen, umyskujeny ogolne, proste wra-
zenie na sradnig licche cdeinkew jalm pocostala po proeprowadzeniu k- polulenicme)
statyvstyomne] procedury deteltorania

< N(k) == (2p+3(1 —pit* = (3 — pi~. (5.50)

Wiyrazenie (5.50) pozwala wyznacoye wymiar fraldalny dy statystyconej struk-
tury fraltalne] miancwicie, = definicji

a _-";-l:kl = |:3"‘ '|'£.‘I |:551 ]
oras T wiyrazenia |:5.E-CI I worniln natychminst, ze

lni3 — p)
dg :u- (5.52)
: ln|:3'l

Coesto interpretuje sie réwnoss (5.51) jako —wigzek pomisd sy (bezwymiarowg) "ob-
jetoeciy” stochsstyezne] struldury fraldalne] (lewa strona réwnania) a (bezwymiarowg )
"masgy" cawarka w niej w k-bm polcleniu (prawa strona tegod réwnanial jest
to wyraznie] widoozne ponizej. Ocywiscie, statyvstyezna struldur fraktalnn proe-
chodzi w deberministyezng tylles whedy gdv p = 1 woweoas je] wymiar fralsbalny
de = In(2)/ Ini3) Gdy p = 0 mamy do coynienia = drugim proypadldem slaaj-
nym detvemgeyrm odeinla niezdefeldtbomanags - wéwezas df = d(= 1) exvli wymiar
samopodobny jest rowny po prostu wymiarowl proestroent.
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5.3.2 Rozne sposoby defektowanma struktur

Dialsze uogdlnienie wzoru (5.50) jest —wigzane ze sposcbem defeltowania czyli spe-
sobem w jald dana strultbura fraltalna zostala usyslana e strultury jednolibe] orac
minimaloym wymiarem proestroeni w jalde] jest canuroona Ma proyledad, jezeli za-
miast usuwac srodlowy odeoinel castgpimy go "doscldem” clozonym = dwoch odein-
leémr, jak to pdazans na rys2(5.3), wéwemas w ponizssym woorse m =42 a nie —1
jak to ma miefce dla zhicru Canbora (pordwnaj wymazenie (5.50)). Zatem,

Nk = I:I:.'.:'d + mip+ .'.:'dl:l - pl = I:.'.:"d + mp'lj‘ = I:.'.:lj‘ 'l'é-":I (5.53)

gdzie b stancwd wyjsciowsg, liniowsn miare wjsciowe], defeldowane) struldury jed-
nolite] natominst d jest minimaloym wymiarem Euklidesowym proestroent w kbdre)

manurcona jest ta struldura T troecie] rownodd w [5.53 1V obroy mujemy, e

_ lnli.";'d + mp

="m (5.54)

bezposred nie ucgslnienie wooru (5.52).

Wilnzujemy na caleznose cszacowania wielkossi dolnego ograniczenin wymia-
ru samopodobnege dy od stopnia stabystyesnego cdeteldorania —pmy n® fralztalne)
strulsbury samopodchne] W trm celu kormystany = wyraZenia (5.53) pocwalajacege
canalizowad np. nierdwnoss postact

Im{ IV EY) lnind — |
dejed,= V) " —pm) o0 g0 (5.55)
o In(L (kD) ln(m)
slod otroymujemy becposredni warunelk na wepdldezynnik statystyeznego cdeteldto-
wania
1
po<l-—,j=12, 4 (5.56 )

(i (i

Postepujas analogicznie w potostalych proypadlnch, eyl gdy df < d — j ot
de =d—j, j=1,2,...,d =1, cesymujeny nastepujgee chicreze wytazenie

=d—7, dla prnl,-'rzd <1 — ll,frzj, =12 .,d
ded =d—7, dlapn/n*=1-1/n', 7=1,2,...,d-1
< d— 3, dla F?Hl,f?!d =] - ].lll'?!j:, =12 .,d-1

Jak widaé, wymzenie 1 — 1/n’ clresla marginalne wartoscd wapdlezynnile staby-
stycznego cdefektowania, dla ktdrnch wymiar samopedobny jest liccha naturalng. &
povwvzsTago wynilm, e mocliwe jest "rosniecie” w proestrzeni d wormiarcwe] strule-
tur d — 1 wymiarowych (gdy pmyn® =1—1/n), d — 2 wymiarowych (gdy pmjnd =
1 — 1/n*), itd. | wresocie strultur jednowymiarcwych (gdy pmy nd=1— 1y 1) a
nawet subliniowyeh (o vmiarze moiepoym od 1 gdy prayfnd = 1 — 1/n-1)
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5.3.3 Zespolone wymiary fraktalne

W dobycheoasowych nassych rocwazaninch possulawalismy jedynie rmecmwistwch
roTwigoail d{fj rowrnat fypu

I:E:'J"ld-" :I:E:"£+ mp'lj‘. (5.57)

Znajdieny teraz pelne roowinzanie powyiszego rownania. w licchach zespolonych
IMozna je labwo odnalezd oile tdwnanie (5.57) proepissenyy w nastepujgce] postac

(exp(ds - In(b) i = (explla(F + mp) + 2mi - j 0 (5.58)

slmgd natychminst otroymujenyy possuldwane wyrazenie na sespolony wvmiar fral-

talny rzedu j

3
ol 5i10 .. =T y
ﬂ;J:E‘FJ-i-E.J.]_nEE:I'IJ (5.59)

gdzie obecnie umywane rcectywisbe r_"r;:” jest réwne poproednio ufywanemu dy (po-
przednio rocwazalismy frllko r_.ec':.:-".".:isl::-' wymiar fraltalny). Jalk widas pelna cha-
raltbenstyls vvmiary samopodobnego fraltali jest dana nieskoncoony m ciggilem wo-
miardw cespolonydh. Do cagadnienin tego popwrécimy analizujac proejscie od fraoke-
tali dvskretnych do cdpowiadajacych im fraltali cigglich covli analizujae proejpoe
od slkalowania dyskretnego do cigglego.

5.3.4 Dyskretne a ciagle prawa zskalowania

5.4 Statystyczne struktury multifraktalne

Powisze roowocania mocna rocszertyc na statystycone strultbury multifraltalne -
statvstyozness, slkoficzona liccha pololen oz multifraldalncgs to pod stawome wia-
snoscl proyvpisywane realnvm struldurom fraldalnym. Multifraltale wprowadzing:
terss w najprostszy cnany nam sposdbh po prostu usredniajge wiellesd (N(k))9 =
miarg (waga ) gaussowsln, gd-ie g jest dowolnym roeczywisthvm wyvkladnildem pote-
gl Sred nicwanie to oonacza, e postezegolne polkolenia odoinlew costaly rocmiess-
coone na podlotu cgodnie —e wspomninng powyze] wagg - wiyjnsniamy to dolkladnie)
ponize].
Wprowad 2oy catem rocldad Gaussa

1 k— (k)P
P = el (5.60)

mowiacy © jalim prowdopodobieistwem obserwator moce wylosowac pololenie ko ow
zespole statystyconym proy gotoranydh jus wooesnie] statystycznie sdefektovwanych
strulstur (np. edeinldw =e zhicru Cantora); tuta] (k) ccnacza srednig wartcéd loso-
wanych pololen natomiast o jest ich dyspersja. Provimujenty (co pocwala sachowas
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[

normalizack rockladu), 22 £ = 0,1,...,2(k), craz ¢ = 'y-"l{k:'-"'?; talocenia te be-
dg dvslutowane w dalsze] czesel proy decji omawiania multifraltalnych blgdzen
przvpadlowach.

Zatem, wyrazenie no moment roedu g srednie) licchy cdeinkdw w pololeniu &
jalm pozostala po mlkofczeniu procedury defeldbowania (canboryzacil) odeinldw =

pololenin wezesniepzego £ — 1 wynosi

{{N(EN)E) =:EP(L-:|{.‘-: (hiE =:Eexp[5(kn, (561}
ki ki)
gdzie
Gk = — aiz{k_ [{k) + qod, m{m]}h%qﬂ[dfcrln(m]ﬂ
+ gdelk) ln(b) — %ln(?.fra;], (5.62)

oo wynilm bespesrednio = wyrazen (56800, (55371 (5.54).

Dohiera e wystarcoajgoo malg wartose ¢ mocna usyskac cetre malsimum wy-
razenia (5.62) dla

k=k" = (k) +qdec” In(b), (5.63)

oo oonacta, e sTereg stojgoy w wymazeniu (5.61) jest, = dobrym proyblizeniem,
=domincwany proes jego skiladnik o malsymalne] warkosei” exyli exp( G(E" ). Oozy-
wiscle, ma to miejsce tyvllke whedy gdv k¥ cnajduje sie w przed=iale [0, 2(k)], ezl
dln g spelninjacego nierdwnosd

—gn % g %= go, (5.64)

gdzie go = 2/d¢ Ini ), proy coym wykorzystalisno tubaj proy gt wesesnie] aleinces
pomigd v wartoscin cozeldwang o dyspersja cmienne] k. Stq,da,

NI D)) s2 Caxpl GIE" ) = CRIE VIV(K" )T —exp(—7(g)), (5.85)
prey eym

P(E") =e=xp( finlg),
VKT = exp(—nig)), (5.66)

W take] sytuaci mamy po prosts do coymienia = gatssovwska reprezentacia delty Dhraca cen-
trorana w punkde k=&

W Azyce statyebrezns tego trpu podejce jest czesh wyhorzyebyrwans nossac mzwe metody
punkiu siodlcrrega,

1+L



gdzie

—6c® < Tlg) = qnig) - flnig))
1 L] el ] -
= —E[a'a'jln[b'l]‘q' — {k)gdsln(b)

! i ¢ln(b) '::k:: s 1 '::k-: 2 o 2
= = I = —=F g2
ol + o (B <o

2 ' 1. RCL I 1 nig) IFER -
_—F = Jrl:r_ill:q [ R — _E[ELFJIHEDI] g = —?[m + '-.k.:] &, ':I:l
—8s"° R, g . L ~
= nlg) = —[ﬂrlrﬂ-].ﬂl:b.l]-q — -Zlk,:alrlnli.';"l 0. (5.67)

Stala C{= 1/+/27e? ) pocwala zachowaé normalizacje do jednoéci wyradenia (5.65)
dla g =d.

Funleie finig)) nazywa sig bardzo récnie - coasami widmem wyklad nilewr sla-
lujacych, widmem ldmlnych wylladnilow, widmem singularncec a talze widmem
multifralbalnym (o=v tel po prestu widmem multifraltala) - tuta] jest ona nisde-
datnia i lewadrabowe zalezna od wovldadnile (g ) a talze kvadmtows od samego g.
Posiada ona malsinum dla gig) = —{k) lrLI:.'.:"d +mp)ezvli dla g = 0; widme wvldad-
nikdwr slnlujgovdh costalo schematveznie proedstawione na rsunku . - jak widaz,
jest ono funkejy wllesla zardwno cmienne] g jak i —miennej zlocone] 1ig). Co wisce],
podobnie wvldadnile wig) jest whklssly funkejn 9. Sg to warunli niezhadne do wpre-
wadzenia transfarmacy Legendre’a a tym samym do wprovwadzenia odpowied nicscl
pomigd v multifraltalamia termodynamiles statrstrezng, Dalsze wlasncsot wvldad-

nilecrmr I:E-.ET'I omawiamy ponize].

5.4.1 Formalny zwigzek multifraktali z termodynamiks sta-
tystyczna

VWazne wlasnoscl wylkladnildw

Widme lolalnych wykladniledw firig)) moZna traltowas jalo (ujemnsg ) transfarma-
te Legendra’n I::.'.".':':n.n:} coosami transtormakg kontaldown ) wvldad nilen .—I:q'l a mianc-

wicle,
flg = —vlg)+gnig), (5.68)
gdyz na mocy salezncecl (5.67) obroy mujemy

dry '

= '_,Eq = 1(g). (5.69)
dg




Tabela 5.1: Odpowiednicss pomigdsy mulbifraltalami a termody namilz,

Wiellcgci multifralctalne | Wiellosc termodynamiczne |
g v
N (K J)s) Z(5)
i) E(3)
Flmigh S(E(3))/ kg
Tigl) SF(3)

Zauwazmy, e, vykladniki spelninjace relack (5.68) i (5.69) clreslone =3 = do-
lklad noseig do dowelnej stale] mulkiplikatywne] 4. Oznacm to falde, iz relacke (5.65)
i (5.86) mozna zapisac¢ w nostepujpce], réwnowazne] postaci

{N (KT = CRR)N(KF )T = T
Py = ,:_'_'J.f:l'ﬁl'i']]:
(W) = T, (5.70)

gd=ie J = expi 4}, natomiast tilda .. cznacza wvkladnik pomnctony proez stalg 1/ 4.
Latwe meozna sprawd=id, 2o np. dla 4 = In(b) podstawa potegi J = b, tzn. {{V(k))9)
slmluje sig, Jjalkk mozna by ko proypussomac, © roomiarem liniowym wypoowego ulkladu
natominst wyldadnild provimuja nieco prostssg postac. Ocoywiscle, liniowe relacks
I:E-.EEJ i I:E-.EEI] 55 talce spelnione proes te nowe, proscechowane wyldadnild.

Analogia wykladnikéw do potencjaldéw termodynamicznych

Powryzsze wlasncecl wyldad nilow pozwalajn na wprowad zenie jed noznacznej odpo-
wiednicsci pomiedzy nimi a wielkosciami termodynamiki statyrstrezne] co costalo
proedstawione w tabli 5.1, fatwo teraz sprawd zid, ze relacja I:E-.EE] ¥st rownovwasna

ponizsse)

S(E(3))
ks

| =

=—Fi(3)+Ei(3) (5.71)

a relacje (5.80) =3 réwnowatne odpowiad nic

dS(E(3) ks
dE(3) 7
d[5F(3]] dln( Z( 51}
) S o Kok ot RO Y 5.72)
FE da 2 (5.72)

odgrywajgoym klucoowg role w termeod yvnamice statystyoone]. [Malesy podlreslic, ze
powze] welnoana od powisd nicsd nie siaga potiomu milroskopomwegs tzn. wovldad-
niln Gk} w wymzeniu (5.61) nie nalezy w Zadnym razie utoisamind = wisllkascia

14G



—3E(k), gdzie E(k) pelni w termodynamice statystyezne] rde energii konloretne
go stanu mikroskopowego uldadu termodynamiconego indelscwanago tuta] liccha &
(znajdujacege sie w stanie rownowagi stakystyreznej).

147



143



Rozdziat 6

Transport dyspersyjny -
doswiadczenia Sharfe’a, Gilla i
Pflistera

Pigkne doswindezenie, w kidrym macbserrowanc anomalny, dyvspesyiny transpoct
zoetale wvkonane po raz pierwssy woraku 1970 proez MLE. Sharfe’s (" Transient
Photoconduckivity in Vitreous ds5e;”, Phys. Rev. B 2, 50255034 ) w raou 1974
G Phster podjnl dalsze badanin nad tym cwigzldem, analizujge zaleznost anomal-
nego transportu od cisnienia proyvletonege do probld (" Pressure-Dependence Elec-
tronic Transport in Amorphous 4s;Ses”, Phys. Rev. Lett. 33, 1474-1477). Obaj
autorzy badali zalezne od cogstoect fotoproewednicteo w amoricznym adsa Se3, mie-
rzge canilmnie w coasie fotopradu wywolanego krdtlotrwalym impulsem swistlnyrm.
Uklad pomiarowsyr proedstaions schematyoznie na ryvs. 6.1, Jak widas, jego sasad ni-
coyvm elementem jest probla chudowana ze wspomnianego povwize) swiatlocculege
pélproewodniln o proewodnictwie doiurowym umisszooona pomiedzy dwiema elak-
trodami, = ktérych jedna (zlotn) jest pélprzecroczvsta; jej impulsowe cewistlenie
pozwala na wy generowanie w probeoe proewodzgoych dziur kbdre, doield proylozons)
de eleltrod [ niewiellie]) rétnicy potencijaléer, wedrujs do przeciwne] eleltred v, da-
jac manikajacy w coasie prgd d=-iurowy - nateZenie tego prgdu I(3) jest mierzone w
funleji ezasu. Wynik (w skali ln —1n) proedstawiono na 1ys.6.2 - widad dwa récne
ohszary potegowe] caleznoso pradu od coasu.

Dla pordwnania narys.6.3 (gorna coesd) camisszeoono zalefnosd polocujgen —a-
nikanie produ dla srtunci normalne), gdv dyfuzia i dovf opisana jest biegnaorm roc-
kladem Gausasn. Dolna cogsd rysunlu dotyesy rocleladu Parebo-Lénvv’ego 1 jest proec
nos omawiana ponize]. Warto dodas, 12 otroyvmany efelt ma charalter ogolniejs=yr a
miancowicie, w 1972 rolu WD Gill (I Appl Phys. 43, 5133-5040) zachserwomal go
talze dla crganiconego komplelsu tronitrolucrenone i poly-n-vinyloamzsde, Jadnym
= masadniczych celowr niniejszegs wrkladu jest worjasnienie cachservovane go eteldtu,
lsbory jest kluccowym dla zrocumienia tow. dyfusji anomalne).
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6.1 DBladzenie w czasie ciaglym

W niniejszym rocdziale proedstawiamy model skolowego bladzenin pojedvnezegs
atomu w crasre crggiym: rocni sie on od poproed nio omawvianych prostsmich modeli,
ltore bvly ssymptotreznie rownowazne modelowi shdwowego bladzenia atomu w
craste dysireinym. Rocwreocamy dwie sybuace:

1) pod niecbecnost —ewnetrznego pola (provlkladowy potencial proedstawicono na
rvs. 1(6.1)),

21 w obecnoscl zewngtrznego polo I:r:-'s.EI:E.l'l'l wwolu jcego dovt.

To wlasnie wprowadzenie formalizmu matemalkyeonege! pocwalajacego opisad do-
wolne blgdzenie w lazde] chwili stanowilo proelomowy krok w teoni procesdw proy-
padloowrvch, Wy prowad zilo to badania poma Centrulne Twiendzenre Grunrczne, ooyl
rotszersyio e ona procesy niegaussowskie, tzn. wychodzgoe pota ruchy Browna, a
w tym Twlaszoza na procesy T pamiscig, lbdre umezlivily wprowadzenie do fizyld
procesow Leévy ‘ego. Potencjal proedstasiony na ryvs 1(6.1) craz 2(6.1) jest podstara
popularnego dolmowego modelu bigdzen proypadbowych, lbdry w dalszym ciggu ana-
lizujemy pod niechecnosc oz w obecncécl cewnetrzne] stalej silv F wrwohi jace)

dovt .

6.1.1 Podstawowe wielkosci
Tlegciowe stormulovanie medealy rocpoczyvnanmy: od wprowad zania
1) gestosci prawdopodobienstwa T'p(2) prostreania cogsteczld w danej dolinie po-
tencjadu o gleboliosol £ proynajmnie] proes olres coasu ¢, oovli proetrwania od
chwili pocmgtlowe) w ktdre] cogstectla pojawila sie w mie), proyvnajmnie) do
chwili ¢ (t=n. czastectla mode proetrwac dluzej » danej dolinie potencialu ale
na pewno nie lroce),
oras powigtans] © nig
2} funkeji reckladu czasdiw cozeldwania coasteczld w dolinie potencjalu, dr(t).
Funlcja @-(t) jest zdefiniowana jalko gestosc prawdopodcbiefistwa, e coastectln
proetrwa w (dowolnie) wybranej dolinie potencinlu o glkbokoscl £ dokladnie do
chwili ¢ tzn. dokladnie w chwili ¢ opuss tg doling. I powyzsmych dwoch definicii
wyvniln nostepu oy twigzel: pomigdzy obisma funlejami,
e el
T () = J.f* dfeeiti=1- _.'{E. dtae(t'), (6.1}

gdzie proy capisaniu drugle] rownoscl skarsystalismy © warunku normalizac

J,i' dtoo(t) = 1. (6.2)
[a]

T libe ratiirze angleaskie| pod on nazwe Confinuous-time rmndom walk model
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Warunek ten mowi, ze w dane] ddinie potencijalu cogstln © pewncscln proetrema
dowolnie dlugl olres coasu. Funlwja @ jest wygodniepon do dalstego opercwania
dlatego tralstujemy jg w nosmyrm medelu jalo wrjsciows: coesto jed nalt, wwlaszoza na
etapach posrednich, poslugnjenty sie takze cbiema funlecjami. W calym niniejsmym
wyldadzie provjmmjeny, funlkeoje rockladu coasdwr cozeldwania w postact Poissonn

Geit) = v expl— 7 £)t), (6.3}

gdzie (&) jest coestoscia prosslolew cogstectld pomiedsy sasiednimi ddlinami po-
tencialu (w provpadlu jednowy miarowym megs to byd dwaj najblizsi sasisd =i, patrs
rvs.1(6.1)) w niechecnceci zewnetrzne] sily wywolijace] drvf. T powiyiszego woau
oras relac]i (6.1) cbroymujemy, e

Teit) = exp(— e (£ (B.L]

Mozemy teraz proystapic do slonstruowania separcwalne), coastliowe] funlej
rockladu consdw oczeldwania, lkbdrg oonacsynay proes vz, 1) (=apis ten nie ma nic
wapolnego © analogicznym, oonaczajgoym funloje falows w medhanice kwantowe)).
W trm celu musimy dedatlkewo wprowad zic

3) proestroenny rocklad proemisszesen pix)
zdefi nicwrany jalo gestose prawdopodobienstwa proemiescozenia 5ig cogstectld o wek-

tor = (poniewas ruch cogstectld jest jed nowymiarowy dlatego dla uproszozenia opu-
soilismy ocnactenie ... ). Oogywiscie, spelnia on warunel normalizacyviny postaci

J};md.rp{::'l: 1. (B.5)

Proylladewo, rocklad piz) mecna proyvipe w posbac,
1 . .
Fl::]:;[.ﬁl::._r—.'_:lu'l-l--ﬁlz.'.." +.'_:l,:|'I] I:E.E'I

gdzie by jest staly odlegloscig pomisd sy sgsiednimi dolinami potencjalu. Tego frpu
rocldad dopusteoa, jak widas, jedvnie proeskold pomigdzy dolinami oddalonymi o
ba.

Teraz mozemy tapisac

velz,t) = plz () (8.7}

jak widad, cogsfbowa funkci mozhladu czasdw oczelawania jest gestoscig prowdopo-
doblenstwa nostepujgce] selowencii cdarzen: najpierw czastectln proetrwsa w danym
migjscu (fzn. deolinie potencinlu) az do chwili + a naskepnie, dokladnie w chwili 4,
proemiesci sie (a dokladnie] deliona proeslclu) o weldor x. Seperowalnosd cogstlo-
we] funlej rockladu jest tutaj narcucona separcwalncscin obu cmiennyvch stocha-
styeznych t). proemieszczenia r oras czasu t. (Zauwalnny, e coas wistepuje tukaj
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jako cmienna losowa oo, jak wobacynmy, w mictym nie cmienia jego moli.) Zakla-
d.':n._]q.c' separmu].n-:sc' funleji vz, 1) pr= '-_]mu_]em'- tvm sanmm, Ze dwa cosadnicoo
rozne cdarzenia talde jak octeldvwanie oras proemiestozenie sig c':qshec' zld 55 od siehie
statystyoznie niezalezne. Zalocenie to widaje sig calldem naturalne dla tak elemen-
tarnych procesdw o jaldch tuta] méwimy: W drugie] czescol niniejsze] pracy omowinmn:
talze bladzenia nieseparcwalne.

Z warunldw normalizasvjmreh (8.2), (8.5) oraz definicji (8.7) wyniln bezpedrad-
nic miechedny wamnel normalizac-jnye

PYaa] Py
jll d‘l.lj drogiz,t) =1 (6.3}
[n]} —o

w provpadlu ogélnielmym, gdvbe funkeja reckladu vp(x,1) nie byla separcwalna,
wiwezas musielibvamy warunel (6.3) po prostu narsucié jake wymagang normaliza-
cje. Ponadto, = definicji (6.1)1 (6.7) araz = warunky normalizacyjnege (6.5) otrzy-
mujemy, e

Pl ] Pl rd flaa ]
T-it) :j: .:'f’jll drig(z,t)=1- j.;. .:'f’jll drig(z,t), (6.9)
— 0 — 00

gd=ie definicja funleji Toit) oms Tpit) sa identyezne, a w proypadlu separceal-
nym (lbdry dotyvezy zardwno bladzenia pod nischbecnces jak tez w cbecnosci paa
oo zesbanie wylmsane ponizej), umvskujemy Tt = (). Warts pedlreslié, e
réwnosci wyskepujace w (6.9) maja chamlktber ogilny, niecalezny od wlasnoscl sepa-
rowalnesci funleji reckdadu o0z, 2), 1 wynilnja tvlles < jej definicji cras = warunlu
normalizacyinego (6.8).

65.1.2 Funkcja rozkladu czasow oczeliwanma w obecnosci dry-

fu

Wistepowanie systematyveznego drvtu I:'i'."-'ﬂ'n:r]aneg-: zewngtrzng silg doialajacg na
'.".':.'Ehdrul]q.c"- atam, patrz rys 2(6.1) ) zmienia, jak zchacymy, postad funkeji reclladu
coascw oczeldwnia o I::.." t) orac wymaga rocsser-enia J.'El.".‘l.l.‘.‘Jl (6.1}, Jednal nadal,
jako podstawows funleie rockdady, motna uzywad (1, 2).

W pierwszym krolou, wprowad zany coestodé 0¥ £) prossloly atomu pomisdsy
sgalednimi dolinami putenqa]u ( patrz, ns.2{6.1)) w lderunku edpowiednio zgednym

= drytem I::.n.‘:nl +) ormz proeciwnym do nisgo |:_.n.‘:|.11. —). Lgodnie = interpretacin
tunlecyl roclkdadu proyhiera ona teras postac

velz,ti = vt (z,t) 4+ sz, ), (6.10)
gdzie wprowadzilismy oconaczenie
vz, t) = vF(E)ix F by ) expl —v (£ 1), (6.11)
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wyvnilnjace © istnienia dryfu proyv ooy m sumaryvozna cogstoss

v(EY = e (EV+ v () (6.12)
orac coestoscl ke nkowe
= F.I_'k[,-'ul:.ffl I:E.].E]
gdzie waga
0 Fha 2kgT 1ex Fhaf 2ksT)

excp( Fhy/ 2ksT ) + encp(—Fhy/2ksT) ~ 2 cosh(Fhy, 2kgT )’

jest prowrdopod chienstwem wybaru jednej = dwoch crientacii pojedynocego prossko
lzu - jak widas, ma miejsce niechedna normlizacia p+ +p=1= I:E.IEJ oraz I:E.l-l_-fl
wyvnila niecwykle pomyvteczna relach,

e(E) = 7(E (6.15)
oo oohacta w oparciu o wyrazenis (6.11), 2e
(x,2) = pT8(x F by 1o (£ hexpl —o” (£)8) = pF8(x T hy)d-(2). (6.16)
Tvm samym, coastlowg funlecje reckladu coasdw oozeldwana mozna proedstawic w
postac separowal nej
Uelz,t) = plx e (2h (6.17)
analogiczne] do te] dla proyvpadlu niewyvstepowania wewnetrznego pola, gdzie
Ari=ptilz — b+ pdiz+ k) (6.18)

jest uogdlnieniem wyracenia (6.6 ) na proypadek uwsgladniajacy istnienie zewnetr=ne go
pola.
W proypadku slabego pola zewnstronego covli Fhy/2 < kT, wyraZenie (6.14)
upraszezn s5ig do postact liniowe],
1 F bu
p*r:s—I::l:I:__IJL T [ (6.19)

szozegolnie proydatne] w becrii liniowe] edpowied=i (proy obliczaniu podatneose i
proevodnickwa).
W drugim lkrolu, dyvspanujge woorem (6.10) na funlcje reckladu vp(x,1) oras

pomeocnicsymi clresleniami (8.11) - (6.19) motenty jus skorsvstad - rocszer-one)
definicji (6.9) gestosci prawdopodobienstea T'-(? ) prostrwania cogstectld (proynaj-
mnie] ) proes coas t w dane] dolinie potencijalu o glebolosa £, otrmymujae postac

Do) = ep(—e[E1t) = Do) (6.20)
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identyvezg jak w provpadlu bralu zewnetrznego pola. Oba casad mcze woary, cardm-
neo (6.17) jak i (6.20) wynilmja = sel:ﬂ.rm':n.ln-:vaz'l czastlomwe] funlkeyl rocldadu conséer
oczeldwania oz niemleinceci sumaryezne] cogstoscl prosslolow v £) od sewngbrz-
nego pola.

Dvsponujge wprowadzonymi powyie] gestosciami prowdopodobistste, provs-
tepujeny do obliczenia propagatora opisujgoego proces blgdzenia proypadkowego
mardwno pod niechecncss jak tez w obecnoéol cewnegtronego pola wrwolujpoago drat.

6.1.3 Propagtor jednoczasthkowy

Zesadniccym celem niniejszego rocdzialu jest wycnaczenie propagabora P 1| Ay, 2]
lub inacze] mowige, jed noczastlowe] funleeji autolorelac) zdefiniowane] jalo gestoss

prawdopodobiefistea cnalesienia copstectld w polofenin X w chwdili ¢ pod warun-
ldem, 2 pocmtlowo cogstectln ta cnajdovwala sig w poloteniu Xy w chwili £y, Cog-
stectln mogla pojawic sie w dane] dolinie potencialu w poloceniu X w chwili ¢ w
wyvniltu nastepujgovch procescw:

1) mogla trwad w dans] dolinie potencjalu w peolozeniu X (= X,) od samego
poczgtlu az do dhwili ¢, o ile talk sie clocylo, Ze polozenie to bvlo pocogtlow vm
- talde trvanie opisujeny o pomocg propagatora P}DJI:K:,{‘ | Xa,tal,

21 mogla sig cnalezd w polozeniu X w wonilu pojedynezego proelotu - proces ten
episujenty propagatorem Pr ! |:'5.. t| Ag,ta), lub

31 w wynilu dwoch lolejnyrch proslotcw proadzielonych comeldwaniem w jalde)s
dolinie potencijalu - proces ten opisujenyy propagatorem Par'.:.J.':L At Xa,ta),

41 itd ., itp., ogdlnie roect biore,

5) cogsteczln mogla pojowic sie w dane] ddinie potencjalu w polozenin X w
chwili ¢t » wynilku rzl:_} 1} przelotowr, = kbarych lmzdy bl poproedzony |:11Dj|:-
soym lub dduzszym) oczeldwaniem w jaldel ddinie potencjadu - prooes ten

L nl . - \
opisujemy o pomocy cogstlowego propagatora FBr - - (Xt | Ko, fo)

Reasumujge, powyisse prooesy ujmujenty o pomocg sUmaryctnego propagatom,
Pf-:-FLF':.---.-'-'E}‘::f | }‘:':':t:' ) = Prm':-&‘: t | :"‘:'J:lfﬂ.'
+ ':T P e et Koyt (.21
opisujgoego gestost prawdopodobienstwa cnalezienia copsteczki w poloceniu X w
chwili ¢ w wynilu dewclnego procesu tzn. trevania w poleteniu pocsabliowym (jezeli
= Xy - skladnik o indelmie n = 0 w wyrmzeniu (6.21)) bgd: tez jpko reculbat

procesu skladajpcego sig © dowolne] liczhy wastepujgoch na proeminan cozeldwan i
preelotiw (wyrazv o n = 1),
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IMozna teraz postawic pybanie o cwigzek wooesnie] wprowadzonego propagatora
Pt | Xo,ta) = powyie] sdefiniowanym P, g g o041 | Ko, 107 Aby cnalezce
ten wwigzel: capismmy w jawne] postaci propagatory coastlowe PEI:I..]EI..---FH—I..E(I?f |
No,tpt, m=10,1,2 . . | wprowadzajge dogodnis)szg nobacje. Miancwicie,

BIYX = P | Xo ta)) =8(X — X De(t — 2, (6.22)

nastepnis

BLL(X,t)(= B, t| o, ta)) _j dtne, (X — Koty — ta 0o (t— 40, (6.23)

o] i

iz : iz
PR (0= PR (X, ] Ko, to)) _f_mdzlf dfuf dty
LIED':I]- —_ .-'5.|.|:|:'|!'1 —_ '|!'|:| :IL'EL(E' —_ I]_,'l!'g —_ fl:ll]:l:li'l!' —_ fg_, |:62+'|

itd., w ogolnossl mapisujenn:

rTL |"r|.
PE:.']ELl afn— LE':E' t.”: Pﬁ;h:lfl En—- LE':-:L fl lulf':l'l'l
:f .:I‘I“_.jmd;.r-:f .-:.I‘:..rlj J{.:h‘_.fdfl
[uca] -0 -
LIED'ZI]- —_ -'5.|.|:|:'|!'1 —_ '|!'|:| 1L'E|_|:I"" —I]_;'l!'l: —_ '|!'1 E I_|:.-'!.'.|. _1;1!' —_ '|!'.|.|._:|_'I
LDE(f—fn;, n=123,. . (6.25)

Wrrazenia I:E.?E [ I:E.E-l_-fl i I:E. 25} opieraja sig w isbooie roecty na calozeniu, ze funk-
cja rockladu vip {1y — x4, T — 1 ) opisuje stan wnowagl coastliowe] (lolalnej) matem
malezy od récnicy cmiennych proestroenmech i coasownch talz jalk to ma miejpos w sta-
nie rownowagl tupaine] - dvslusii te] svtuac)i poswigcamy wigcs] miejEon w dalsze)
coescl. Co wigoe], wyrazenin te costaly skonstruowane prov calofeniu, e pierwsze
oczeldwanie 1 nastepujgoy po nim proelot 55 opi;wane ta samn funlejy roclkladu
oo 1 nastepne tego tupu pary cdarzen - talce i ten subtelny aspelt procesu blgdzen
omawiamy w dalsze] coesoi.

Jak wida¢, propagafory fypu P zawierajg w sobre dodathowo informage o gie-
bokoscrach odwiedzonych przez crgsfeczle dolimach pofengaiu: dopiero usrednisnia
twch propagatorow po "laajobrazie” enargetyeznym daje propagatory typu P Po-
nize] omowianmy te procedure sred niowania.

Po plerwsze zalkladany, 2e glebolosa dolin potencinlu 55 od siebie statystyeznie
niezalezne co conacma, Ze rocklad p&, £, .., 5, ) = kbénym sred niujenty propa-
gatorr cogsthowe .F'I-I?,_-L “I:I,H, n=0,12,..., (astgd propagabor sumaryezny
Feyni, o LT hl-:l'.un"'uje sie fzn.

plEn, &1,y =pl&p(E) . plE (6.26)
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Ma meocy powyiszego, sredniujac réwnoécl (6.22) cmz (8.25), chrpymujensy odpo-
wiad nio
POK 4 = (=P, | Xo,te)) =8(X — ATt —45),  (8.27)
P X (= PRYX,E | Xoyt)) = f dz, 3. j .-:.I'Igj dz,
- - =0
* ¥n
f d‘f“j dtn_1... f‘ dia L'I:I1 — Iu,h —fu]L'I:IE —.'.."1,1!"3 — 110, ..
a a a
(X — g, — 1 VT — 1,0,
n=123,..., (6.28)
gdzie wprowadzilismy naste pu jgce oonaczenia wielkosol srednich
LII:I,H:f dEp( £l B,
a

[na]
Tit) = f dEp(E VDL (1),

PN, 1‘1—f j j dELAE, ... dE,

plEplE) . plENPE e Xt n =12, (6.20)

ltbore w dalsztym ciggu cinterpretujemy, wslazujge na sposcb ich realizacji. Osta-

tecznie, = (6.28) araz (6.21) ctrmymujent witaZenie,
[=.a]
P, =S P (6.30)
Tl

lsbore pocwala rocpoczge postepowanie umeocliwiajgoe skonstruowanie odpowiadzi na
prtanie dlactego, na potiomis malkroskopowym, nieltore rodzaje hladzen postroe-
gamy jalo posiadajgoe charaltber singularny Ime.l':l:ﬂ.ln}']?

6.1.4 Postac zamknieta propagatora

Marzuea sig teraz zasadnicze, techniczne prtanie miancwicie, jak zapisaé (o ile to
jest moclive) propagator (6.30) w postaci zamknigte]? IMa ssooescie, odpowieds na
to prtonie jest pocvirwna wyrmaga jednal proejscia do transfarmat Founern oroc
Laplace’™a. Whed v rownanie I:E.ECI] provbiern postac

- &3 -
Pik,s) =3 P™Mik,s), (.31)
Ty
gdzie skormyvstalismy © definicji transformaty Fouriera-Laplace’a postaci

J’-'_I:k,s]:f dxexp(_ekxmf dt exp(—st)F (X, 1) (6.32)
— Ln]
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tutaj F jest dowolng funlecip spelniajacs teierdzenie o cdwracaniu transformat Fo-
uriera orse Laplace’a (patrz 1ML Ryzyk i 15 Gradsctajn, "Tablice ealel:, sum,
soeregow 1 ilocmrnow™ , PWIT, Warszawa 1864 ). Inarmwstajpe o dehnicji I:E. 28) pro-
pagatora P i (6.28) propagatora P'™ orac transformaty Fouriera-Laplace’a (6.32)
medna obliczvé (patrz Dedatel: ), 22

Pk s =0k, s, n=0,1,2,. ... (6.33)

Stgd craz = (6.31) ctrovmujeny postuldwang, zambknietn postac sumarveznego pro-
pagatorm w proestroeni odwrctne] (oovll w cmiennych Fouriera-Laplace™),

T(s) 11 -w(k=0,s)

Pk s) = = = =
(k, 1—wik,sy 5 1—u(k,s)

(.34}

gdzie, proyv wyprowadzeniun drugle] réwnoscl, skorsystalisnm: dodatlowo o usred-
nicne] po £ transfoamaty Laplace’a formuly IZE.EI I,

Zouwazmy, e do wyprowad zenia powyzsze] formuly nie bylo potrzebne zaloze-
nie o separcwalneéal funleji reckladu oix,t) - w taldm provpadlu formula (6.34)
proyvimuje postac

ﬁ‘“ 1 'E[’[s] 1 1 —r:i-:I:s]
P = = — =
’ 1—a(sp(k) s1—alspik)’

(.35

gdzie podobnie jak dla (8.34), shamystalismy = (usrednions] po &) transformaby
Laplace’a formuly (6.1).

Teraz mocenyy jus bardzo precyzyjnie stormulowad casad nicoy cel niniejsze) pracy
miancwicie, jest nim analiza propagatora danego wyraceniem (6.35) poprzez analize

tunlecyi roclkdadu coosdw ooceldwania @ oraz coyvnnila struldtbu- ralnegs proalotow p.

6.1.5 Uogdlnione rownanie mistrza

F&wnanie (6.35) poowala na wprowad zenie tow. callowego jpdra pamieci (w skrdcie

po prostu pamigei). Aby to wylmzac, praws strong tego réwnania mapiszmy jake

1/[s — KAk, 5] skad po proskch, algebraicznych proelsztaloeniach oty mujemy, ze
Kik,s) =[5k — 1]& =) (6.36)

jest dane takze w postoci separcwalne] proy ooym,

L-'l:s]

=l T— o) [
jest, jak wylnZemy, postuldwang pamigein. MoZemy terse proapisas rownanie I:E.EE-]
nastgpu jaco,

sPik,s)— Pik =0t = K(k,siPik,s) =[plk) — 1]|& s 1Pk, =), (6.38)
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oo pozwala na proejscie do postaci rédniczhowe—rcallowe] prov wyprowadzaniu (6.38)
= (6.35) shamstalismy = warunku poczatlowegs

PN, t=0)=8X)=P(k,t=0) (.39

jald musi spelniad propagator. Zauwazmy, ze lewn Ehrlﬂ'l._ﬂ. rmy nan i [E.EE] jest trans-
formatg Laplace’s pochodne) po coasie propagatora Pk, t) a prmwa transformatg
Laplace’ lonwoluc)i coasowe] wiellioscl & oraz P, Zatem,

2P = [ Rkt 7Pk )

f G [p(K) — 1ol — 2" \B(K, ¢). (6.40)

Jak widac, funlcja » pelni role pamisci gdyvz { w ogdlnosel) poswala na uzaleznienie
alttualnego —achowania propagatoraod jego achowaniia » proeszlescl (tzn. dlaczasu
o

6.1.6 Pierwszy moment

Abv wyjnsnié, wspomniane na wsbepie, doswindczenia Sharfe’a, Gill'a i Phster’a
musiny: obliezyd plerwszy moment (X (2)). W tym celu mnuwainy, 2o

_ - { 1 -
Xig) = =%, Pik,s) = - = CRREATN - N N
=) WPk, 5) [ ima 1 oh=ao (%2) |imay |

gdzie shorsystalismy po drodze ze wooru (6.34). Dla separcwalnej funlecj rockladu
LIIZJ. £) powvIszy WIor upraszoza 5@ do postoct
- - g ﬁn[
(X (s)) = =iV P(k, 5) |umo= —‘WTLF(“ |imo; (B.42)
gdzie teraz castosowalismy woor I:E 350 W l.'lﬂ.].E':E'J c:qsm wvlkorsystany _]ﬂ.':'.nq pD—
stac pIZJ; i oraz ﬁtll:s'l aby p:':edstuv.ic' erplicie wyracenie I:E -J:‘-"I i hm EAMYIM Wyasnic

pierwsza coesd wylresu —amisszczonego na s 2(6).
Provldad. Proypusdnm, e plx) dane jest woorem (6.18); zabem ezvnnil struldu-
ralny bladzenia proyvpadlhovego provbiem postac

plk) = (p* 4 peos(k) + ilpt — p)sin(k). (6.43)
Stad i ze woom (6.42) cbtroymujemy proste wyraZenie,

(%()) = 5+ —p) )

5ﬁ (6.44)

dolddregn pow ndcinmy w dalsze] coesc, po wyznacoeniu jawne] caletnoscl ﬁ-'!n:-d =imiet -
nej s
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6.1.7 Rola pierwzzego oczekiwania oraz przelotu

Roowazymy teras svbuacie ogolniejsog, w kibore] pierwsze wrezeldwanie 1 proelot opi-
sans sg inng funlkejs reckladu (ocnaczmoy ja proes Rz, 1)) niz pocostale pary tege
tvpu =darzen. Proypadel i = v omdwiony powyze], dotvesy syvtuacy gdy poczgbel
procesu chiegn sie © pococgtldem jego obserwaci. Innyvmi slowy, w momencie pojo-
wienia sig cogstectld w ulkladzie rocpoccyna sie cardwno proces j2] bladzenia jal
tez obserwacjn tego procesu. Octywiscie w ogolnosci talk by nie musi, ton. obser-
wacja mefe rocpocmgd sig (1 na ogdd recpocsyna sig) Tnacmnie pécnisj; trm samym
ullad posiada juz pewnsg historig, ktdm nalezy uwsglednic prov opisie plerwazego
oczeldwania. Wprowadza to modyvhlncje polegajnoe na tyvm, e

1 wawoorze I:EE?J defininjgovim propagator coastlomny _F'I,[.mlilf,f I, nalezy cnstg-
pi¢ rocklad T (¢} proez ogélnielzy =S¢ (1), sdefiniowany ponize]

2} w pozostalych wooradh (8.23), (6.24)1 (6.25) definiujacych propagabory wyz-

svch roedowr _F'L-t:l-h___f,_-m,_-l:x, T I:Ed':ie i 2 1)nalezy funlei rozldadu r_',_-DII..":l —

E:u,h — tal ':D.E‘qpll.'.' l:Elf.i].niE'jE':Q h:DI:I1 - Iu; 11— 1 K

oczywiscle, pomigdsy rockladami h{z,f] ] T EI:H zachedzi relacjn analogiczna do
I:E.Elfl czvli relacyi pomigdzy l]:',_-lzi‘] oraz L'EI:I;‘I!']

o o ] ma]
Se(t) :f( a‘f’f’ dzhe(z,¥) :1_f df’f dzhe(z, ). (6.45)
i -0 a -0

IMozemy teraz proepisac rownanis IIE.S-I_-] w oginiepEte] postaci

§ - . (=)
Plk,s) = Z(s)+hik,s)———
(ks (s |: El—LII:k;sfl
1 - : 1—w(k=0,5)
= —{1—kik=0,514 Rk, =) — 1 6.46)
(= Rk =0,e) 4Rk, = (

Anslogiconie jak w paragrafie 6.1, 4 separcwalncés k(x )= gz () oraz viz,t)(=
p[:]ﬁhl:fflfl UpIAs=oTa Wik I:E.-LEJ do postact

- 1 1 —ais)
Pll,s) = =[1 = (=) + gk )i (s) olz) (.47
=

1—plke(s)

Oocoywiscle, w proyvpadlu gdyv hl::..r,f] = L'I::..r,f] oba powyvisze wooy proechodz=m
w wyprowadzone wezesnie] odpowiednio (6.34) 1 (8.35). Ogélncsd woordw (6.46) 1
(6.47) poowala na badanie zardwne ukladde znajdujseveh sie w stanie réwnowagl
jak tez = dala od niej.
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6.1.8 DMNiejednorodne uogolnione rownanie mistrza

W dalszrm cingu wyvleazentr, ze analogiconie jak to mialo miejsce w paragrabe 6.1.5,
réwnanie (6.46) moina capisad w postaci rétniczkoworcaliowe]. W tym celu, proe-
piszenTy plerwsn rownose w I:E.-]:Efl W nastepujace] posrednie] postoct,

1—wik,s)-

Flk,s1= {'é(sll_;ﬂc’s]

+ Rik,s) Pk, =0
'-]:'I:s] l]:'l:sfl Ii } |:

(6.43)
lzbarg mozna skrébomwo zapisad w dogodnie)sze] do dalszyvch proslsstaleen formis,
[s — K (k,s[Pik,s)=P(k,t=0) +Tik,=), (6.48)
gdzie jgdro callowe pamigcl

Ok, 5)—u(k =0,5)
l—wik=20,s)

Kik,s) == (6.50)

co jest ucgdlnieniem wprowadzonego wezesnie] dla proypadlu separcwalnego (po-
réwrnaj (6.36)1 (6.37)) a nisjed noredness

- |':e|:k,sfl—r_-'I:k,sfl—-hlikzﬂ,sfl-l—r_-'I:k =0,s)

Tik,s) =
1-— L'l:k =|:|: s)
hik =0,sk(k,s) — Rk, sk =), (6.51)
1—w(k=0,s) '

jak widat niejednorod nosc znila jak nalezy gdw hl::..r,i‘] = L'I::..r,f]. Wreszcie, analo-
gicznie jak poproednic, rownaonie to mocna zapisac w postulkivane] formis

& - - - =

5 Pl 1) = f Gt'Io(k,t — VP (k) + Tk, ), (6.52)
a

Jest to wlasnie nielednoodne, wogolnicone rdwnanie mistrza. W proepadlou separc-

walnym, gdv ponadbs R(z,t) = oz, 1) rdwnanie to proeched=i w wyprowad-one

wozesnie] (6.40).

6.2 Przypadkowe pulapkowanie

Roowazania proeprowadzone w niniejssvm rocdziale skladajn sie o dwodh etapw.
W plerwszym konstruujenty ciggig funkcye rodbiadu czasow oczekmania jplko srad nig
wazong, uwsgledniajacy "krajobraz" ensrgetyeony caredla: w drugim analizujensy:
funlecle polaewne, scisle © nig owiscane np. je] plerwsty moment, kbory jest srad-
nrm czasem ociebmwaniz i pocwala na latwe odréznie procesu Poisonn od procesu
Lenvago
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6.2.1 Chiagla funkcja rozkladu czazow oczelkiwana

Roowazmy bladzenie slokowe pojed vneze] cmastectld w potencjale proedstavionym
na 1ys....; blgdzenie tego tyvpu nosl nazwe proypadbowego pulaphowania lub alter-
natvwnia modely dolinowego. Zaldadany, 2e gr fosc prowdopodobren stwa pojawrenia
s1¢ doliny o olreslone) gichokoéc £ lokalnago mmmmum pofenciaiu podiega prawu
wykladniczego zaniku (czyli jest fypu Poissona),

Pl

p(E) = Aexp(— (6.53)

§
2

Uy Oy

gdzie A st staln normalizacying, lborg mozna latwo oblicsye = warunlu normali-
Tacvjnego

]
[ pl&)dE=1; (6.54)
a

podstawiajge wiyrazenie (6.53) do tego warunku i wylecaujac proste proelsztalesnia
otrmymujemy, 22 4 = 1/£. Oczywiscie, warunek normalizacyjny (6.54) bierze sis
stgd, Ze p{£) jest gestosciy prowdopodobienstwa, tego Ze wybrana na chybil trafil
dolina potencialu bedzie minln ckreslong glebokess £ watem prawd opodobiensto,
ze bedzie ona miala dowang gleboloss jest pewnoscig. W trm mispou uzasad nionym
jest prtanie o sens fizyozny stalsj £ Aby go dostroec cauwadnoy, e

- o)

£ = _.'l Ep(£)dE, (6.55)
a]

oo oznacma, 2e £ jest sradnin glebolisécig deliny potencjalu. W powyzszych rocweda-
niach milezgoo proyjmowalisooy, e gleboicscl dolin &g niscgraniczone. Powinnisnoo:
uwzglaed ning falt, Ze w roeccywistoscl tal: nie jest 1 proyimowas, Ze glebolose doliny
jest zawarka w proedziale 0 < £ < £ ) gdzie £ . oonacza malsvmalng glebolooss
jalm moce mied dowolnie wybrana dolina potencijalu. IMieco bardzie] shomplikowa-
ne podejsoie, uwsgledniajgee ten bardzie] realny punlt widzenin proaedstowdilismy w
Dodatlku ... Jednalze casadnicze wniceld plyngeoe = obu podelsc a3 identyozne.
Whrazenie (8.53) na rockdad pi&) jest jednym = dwich jalie najosescie] stosule
51g do statyvstyroznego opisu "lajobrazu” energetyotnego uldadow nisuporzgdloowrar
nych a w tvm amorficznych ezy szklistych: innym jest po prostu rocklad Gaussa.
Misporzadel: widoozny w rocroucie glebokoss dolin potencindu moze bvd wowolany
proet rocmieszozenie w sposch lasowy rédnmyeh atomdw (budujacych sied krysbalicz-
ng i w weslach danej sieci coyli jest cwigzany = nieporzndldem skiadu a nie geometrii
sieci (tzn. stala sieci nie ulega —mianie od wezla do wezla). Oba rocklady opisuja sta-
tvezne wlasnoscl krajobrazu energetyveonegs 1 cwigzane s3 T wilssnosciami samych
materialéw a nie blgdz=gee] cogstectld. Recklad (68.53) jest labwiefpzy w castosc-
waniach gdvz jest jed nopammetrowy w proeciwienstwie do rockladu Gausa (lbdrnyr
ohok wartosc srednis] zowiara talcze dyspersje a ponadbo, zoweiera lowadrat cmienne)
legowne]; role roclkdadu Gaussa omowilismy w Dedatlu ). W oniniepzym rozdziale
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majmujemy 51§ maternalami nieuporzadlovwanymi scharalitervoowanymi rockladem
wyldadnicsym (6.53).
W dalszym ciagu proyjmujenyy, 2e proces bigdzenta ma chambifer ponadbarierowy
- termiconie altywowany oo oznacoa, Ze prawdopodoblensteo proeskolu cogstectla
na ednostle czasu = jedne] doliny potencjalu do drugie], oovli coestose proesladadm:
tuta] pomigdsy sgsied nimi dolinami dane jest woorem
[

ra":'l:u'l :’..;.e:'.:pl:—k;f'l :’..;r.i (6.56)

gd=ie 7 jest czestoscia drgan (| pedstawernrch) w danej dolinie potencialu, natomiast

A -
q ='E':":F'|:_ ksT b l'r-E'E". I

A jest tuta] jed nostley energii, kg jak —wylkle staln Boltzmanna, a

T = T, dla prawa Hopfa—Arrheniusa (HA)
1T - T, pr=y T = I, dla prawa Vogela- Tammana-Fulchera (VTF),

oo Jak widas, dotyvemy dwoch klas matarialéw - provwo HA taldch, ktdre nie sq szlda-
mi badz sa w stanie dalelim od zescldenin natomiast prawe VIF materialow w
poblizu punlktu zeszklenia; wielkoss I conacza jak cwykle temperature absolutng a
T, temperature proejscia do stanu szklistego. Ze woaru (6.56) wynilm, 2o sradni czns
oczeldwania (przebywania) czgsteczld w wybranej dolinie potencialu wvncsi

1
9ie —
m(E) = v £

L powviszego woord wynila jak bod powinno, 2o im glebsoa jest dolina potencialu
tyvm dluzszy jest czos proebywania w oniej cogebectld.

Trzectm zalozentem jest poissonowsi: bsztalf funkcr rozkiodu czasow oczeliwana
i (1), kbdra jest definiowana jalo gestosé prawdopodobienstea, tege Ze bladzgea
cogstectla proefrwa w dane] dolinie potencijaly o gleboloss £ dolkladnie proes coas

t (tzn. po bm coasie na pewno ja opuscl) ooyli, Ze
de(t) = v exp(— 17 (£t (6.50)
Jal widaé w oparciu o (6.56), funkejn & (2), tralbowana jake funkeja zmiennej £,

jest t=w. rocclagniebym elsponentem (“stretch exponent’).
[Maszym celam jest obliczenie noste pu jace] srednie] wazone ] w postoci zambknigte],

e
@it = f plE v (15 (6.60)
]

lsbcra jest, oomywiscie, srednig funlejg rockladu coasdwr cozaldwania spelniajgon, jal
widas, warunek normalizacjny

g

f dtgrt) =1, (6.61)
a
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i edgrywajacg asadniczs role w meodelu blgdzen w coasie cigglvm (patrz rozd=6.1)
w ukladach amorficznych lub nieu porcgdlowanych o talce np. w procesie starzenia
sie szlie]l (Cacile Mounthus, Jean-Philippe Bouchaud, "IModels of traps and glass
phencmenclogy”, JPhys. A: Math. Gen. 29 (1966) 3347-3369). Powyisza funlcija
rozldadu conacoa sred nin gestoss prowd opodobisfistena, 2o hlgdzaca constectlo proe-
trea w jalkiejlolwiek dolinie dokladnie proes czas t. Sred nicwanie po glebolosciach
delin (ezyli po cmiennej £) modna crealizowad provnajmniej w dwdch réinych po-
dejsciach. Pierwsze polega na rocpatowaniu cachowania sig wielu niecaleznych czg-
steczek w probee (oo odpowinda rocroedzonemu gazowi sieciowemu) a nastepnie
srednicwaniu po sespole tlotonym o tych coasteczele. Podejscie to jest blizsze do-
swindczalne] realizacii niz podejscie digie. Drugie podefpeoie polega na (omvslowym)
utworseniu ogromne] licchy replik stochastyeznyeh, eovli ukladow podobmych do
wyvpcowego ale nie identyoonych © nim, skladajgoech sie © pojdyncme] blgdmes)
cogstectld oraz kmajobrazu energetyoonego stancwigeego jej srodowisko a wylosowor

nego = tadanego roclkladu pI:E I, Sred nicwanis po £ w wymIeniu I:E.El:lfl mozna teraz
po prostu wylonas po tak chudowanym sespole statystyoznym.
Podstawmy mabem wyraZenie (6.53) oraz (6.59) do (8.60) wlorzyvstujge (6.56),

1 e £ £ £
'|!"| = = d.E ' — =1 5 —_ eng —_ 2 —_ H"I EEE"
ol E_L wxp (= 70 expl — g dep( —o exp (= ) (6.82)

Powryzsm calle mocna oblicoye na troy istobnie rocne sposoby
Piarwsty sposab I:Db]ic':eniﬂ. wprost ) polega no proeprowad eniu pomocnicze] To-

miany smiennych

(6.63)

o2

[
olt) = -2 | dyexp(—Z)exp(—y)
o C

“1gt £

=t
= d el — W1 eep—y )

‘o o ) e
= W-L dyy™ exp(—wu) ——huﬂl_hjlil + a,jat), (6.64)
gdzie wylkiadnik a = kg'Tl,n'.L': = 0, natominst |:1 + a, ot} jest nielompletng funlcjg
gamma (tutaj zaleing od argumentu +4t), kbdra posiada nastepujaca decydujacg dla
niniejszago wiyprowad zenia wlasnosc

114 a, gt = 20) = Teyni{l+a) (6.65)
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Innymi slowy, w proypadlu gdy gt % mazx(a,l) otrymujeny asyvmptotyezng po-
stnd rockladu ot )

alzueil +a)
(otits 7

ltbora jest ldluczowsn dla nasmch dalstych roowazan. Malezy podlaeslic, ze dopilero
uwsglad nienie wsmystlich troech elementder (6.53), (6.56) oraz (6.59) daje potegomy
w ctasie tanils funleji rocldadu IZE.EE I. Pobagowe canilmnie w coasie I:E.EE] tunlecj
rockladu zachod=i dla dowolnego 0 = a (patrc Dodatelr Al) ale, jak zchaczymy,
fascynujzcym jest jedynie proypadeka < 1

Dirugi spesch proedstawiony w Dodatlu A2, polega na wyrazeniu funkeji wylklad-

i) 520 (6.66)

nicze] mienne] t ta pomocg transformaty Mellina (patr=, Harry Bateman, Arthur
Erdéley, "Tables of Inbagral Transtorms", Vol I, MeGravw-Hill Bool Comp., Inc,
Mew York 1954) a nastepnie astosowaniu metody obliczania calel lonturowych
w plszezyinie zespolonsj proes residusa (patrs, Tr-yvsstef Maudn, "Analiza, C=I1
Wstep do analizy globalne)”, PWI, Warszawa 1871, Podepoie tego frpu zostalo
talze wyloroystane w trcecim sposobie traldujgorym odwrotng transtormnte Lapla-
ce’a funleji rockladu czasow oczeldwania; omdwilisnoy: go w roodz6.2.3.

Reowazny teraz cachowanie funlciji rockladu @it) dla krotlich coasder tzn. dla
prevpadlzu gdv aqt < 1. Roowijajge w szerag funleie elsponens w funloe)i podeallas-
we] wytaZenia (6.64), nastepnie wylkonujge callowanie wraz po wyracie i cgranicza-
jac sig do wyrasdw kwadmbowyeh w o0t, otroymujenty @t ) w postact wikladnicza]j
{ patrz Dodatel: C),

11
m[fjﬁsjulaamp[—; +‘“7.uf); (6.67)

24 a
wyniln stad natychminst, ze @it =) = To1ia

6.2.2 Wielkosci pokrewne
[Miezwovkle uzybeczng w nastych dalszych rocwazaniach jest fransformata Laplace’™s
A L (60 = j dtexp(—ts)aft), (6.68)
o

ktérn rocwazamy dla s — 0 oo, zgodnie = twierdzeniem Tauberina (patrz Dodatel
... ), od powinda wilnsnie sytuacy asymptotyeznie dlugich coascer. Obliczenin proepro-
wadzone w Dodatlu ... daly, w proypadku gdy o < 1, nishdomorfcong caleznoss
od 5w obooczeniu 5 =0 zarowno dla

- 1
Gisies1— — (2 F, (6.69)
Tf @
jak te dla
D) e (L= (6.70)
oYy &
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Jak woleazalismy weozesnie], cbhie funkcje odgriwaja tossadnicsg role w modelu bilg-
dzefl w coasie cigglvm. Zauwaimy, e o I:E W) otroymujeny: natyvchminst asyvmpto-
twoona calesnosc coosown postact

1 1
T(t) e , (6.71)
T(1—aiy; (wtr

oo stanowi najlrotsza droge umyskanin asymptotyld funlacji E[:'I:f]. Uogolnienia w-
razenia (6.89), cbejmujgoe zardwno posté normalng jak i ancmalng wyprowadziomg
ponize].

6.2.3 Rownanmie skalowania

Hownanie slalowania danej funlecji powstaje w wonilou:
1) operacii liniowego proeslalowanin cmienne] niezalezne],
2 liniowe ] od powiad ol samej funle]i no to proeslolovwanie.

Zonweenmy, e transtormata Laplace’s ﬁ-tl:s Ispalnia niepdnorod ne riwnanie slkalowa-
nis

1

é(+~1s) = Mé(s) — Mln( 1-:1f d‘EwT

(6.72)

gdzie M = exp{A/E) a 4 jest dana woorem (6.57). W dalstym ciggu zalkladamy, 2o
AfE « 1ianalogieznie AJkgT < 1 oo poowoli nam wylnzaé, e, niejed norodncés
calliowa sprowadza sie do al gebraiczne] 1 nie zalezy od 4 tzn. od coynnila slalowania
zmienne] niezaleznej s. Roowocamy tyllo proypadek asymptotyecny w coosie co
odpowisda (na mocy twierdzenia Tauberina) s — 0. Stad, niejednared neéé proyvbisra
przvhblizong, prosts=g postac

i —_— —
00 [y = MO0 [ a2
s In{M) 1
= M-1-— M(1— —"
M-l ﬁ.ulnlilfﬁ.!m] Moy
- (H—l?(l—:—u?, (6.73)

gdvz w bm proypadku s/ <2 1. Dzield (6.73) nisjed norodne réw nanie slalowania
I:E.TEJ mozna proepisac w postact

6076) =345 - (4 - 11- ), 67
:

o

lzhora jest znacznie latwiepta do rocwigzania
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Recwigzanie réwnania (8.71) poszulujeny w postaci sumy

O(5) = Op g (5) + Gaing(5), (8.75)

gdzie &hﬂg[sfl jest roTwigtaniem ogolnym, regulamnym réwnania nigjednorodnego
(6.72) natominst ¢, (51 jest recwigzaniem soeoegolny m, singularny m réwnania jed-
norod ne g

c-it',,-“glh'lsfl =Hv£i-:',,-“5.|:sfl. (6.76)

Peptad rocwiszania ogdlnego jest narzucona proes niejed norednesd réwnania (6.72),

Poniewaz niejed norodness tg traldujeny w sposdh proyblizony I:pnl:r: I:E.TSZI abam,
= dolkladnescia do wyrazdw lewadratowsch w cmienne] =,

1 =

Gragls)ml — = — 6.77)
"5'{ Flllli-lll:l |:
gdzie wspoleynnik
1 1
4 = : L (6.78)
T

Ilotna sprawd =ié¢ (proe= podstawienie dordwnania (6.75) ), Ze recwigzanie singularne
jest postact

(6.79)

gdzie wyvlladnik o = —In(M )/ ln(~ )= k5T /&), natominst ¢ Jest tutaj nieznanym
wapdlogrnniliem; systematyrezng metod e znalezienin rocwigzania singularnego, a za-
tem i tego wapdlemynnile® podalismy w Dedatlu A2 Jest on posbaci

snfwa)

[

TF=

(.30

ma

Ostatecznie, roowigzanie rownanin I:E. 21dla s — 0 provbiern nastepujaen, prov-
blizong postac,

: 1 1
Bs)mlo —(ZpE_ 2 (6.81)
Ty 7

ltbdrn Jest posculdwanym uogdlnieniem wyraienin I:E.EEI 1 Gdyby uwzglednic wsovst-
ke wymazy moowinigoia Taylom funke]l podeallowe)] w niejed noredncsct rownania

slmlowania (6.72) (dla | s |< 7)), wowezas rocwigzanie regularne ¢, (s} byloby

“Diokladnie] rzecs biome, nie jest bo staly wepslcynnk a cykliczna funkeja Infs) o okresie réw-
nym —In{4) - podany tutaj wepdlczyonik jest jedynie zerowym proyblizeniem wymaienia mlelpego
od zmiennej lnfs), o czym jest mowa w Dodathu AZ.
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soeregiem potegowym tmienne] s. Oznacta to, Ze scislne rocwigzanie -.’:r-l:s I mozna by
zapisaé (symbeolicznia) w postac,

i 1 1 .
dlsi=1-—(—r-=" 418, (6.82)
"lJ_- T T g

gdzie B(s") jest res=ha (smeregiem potegowym) rzedu nie mniefzege niz s°. Roowig-
zanie (6.832) a m samym (6.531) wymagn omérrienia.

6.2.4 Rozklad Léevy'ego a rozklad Poissona

Rozwazmy dwa masadnicze proypadld, kbore proedstaomimy w nastepujacy sposch

1 3 1
-l ™ g =
f.'-t-lis'l =] exp[—% ':.TZ. = [ dla stuacii singularnej copli a2 1:
1- .Tl.TZ. = 1.1. = ’E':":F'E_%i", dla svtuaci regularne) ooyl a = 1.

o

I:E.EE i

Jak widac, uzyskane roowigzanie singularne jest identyczne o otrcymanym wooe-
sniej (patrs ro=d=6.2.2, wyraZenie (6.69)). Tyvm sanmpm, asymptotyeona caleinoss
czasowa funleji rockladu jest dana woarem (6.86) < rocdz.6.2.1. W dalstvm ciagu,
asvmptotycone w coasie rocwigzanie regularne utyskuje sie poprzez becposrednie
odwrocenie transtormaty Laplace’s w wyrmazeniu I:E.EB tdla proyvpadlu a = 1 I:l_.'ﬂ‘lil__.
1ML FyzvkilS. Gradsztajn, " Tablice, sum, szeregow i ilocsynde™ , PWIT, Warszawa
1964} prowad=i to do rockladu Poissona

Bl t) =2y expl — gt . (6.34)

Uzslalisnm tvm samym dwa rocne typy rockladow. Mocemy powiedzie; ze w
provpadlku pierwszego © nich cjaowisla najistotniejsze opisuje dlugocoasowy ogon
tunleeji recldadu. Mabominst » drugim preypadlou lorpus funkeji rockdadu a warkoss
pammetru a = 1 stancwi prog oddzielajacy te dwa casadniczo récne swiaty

Uzvslony wvnik pocwala wyvrazic w tech dwach proypadleach piervssy moment

w jawne] postact; najplerw jego transtormate Laplace’s

'L:_|: . ipt — F_.'%T__ijm? dla sytuacy singularne) coyli e < 1

1K ()] » B ) _

' (gt —p .I::.I'_Ll__l'::' dla sytuaci regularne] covli a = 1
o

1la7



a stgd, w maleznoscl od coasu

) (p+ — p~hiivat)®, dla sytuaci singularngj epylia < 1;
(A () e T : - e
(pt — p~iv"gt,  dlasytuacii regulamej covli a = 1.

(6.86)
Wreszcie = (6.536) mosna wiznacsyd predlcsd uncszenin
—  TeTm o
4 ix) = () = | P e, dha <l
at (p* —p 1, daa=1
(6.87)

Tyvm samvm, wyjasnionn costaln plerwsoa coest potegowego zanilu fotoprodu od
cTasu; poostala jeszoze do wyvinsnienia zaleznosc w kbore] istotng role odgrvwm
absorbu oy wplyw Intod v

6.2.5 Sredni czas oczekiwania

Posmulujemy odpowiadzi na casadnicce pubanie: jalr jest srednr cias ocoelrwansa
fzycia)

) = f (it (i6.38)

blgd:zgeej czgsteczhi w jakiejholuiel dolinte fminimum) pofenciain? Reoowainn klu-
coowy dla nastych roowazan provpadek a < 1. tabwo dostroes, podstawiajac I:E.EE]
do (6.38) (ocmaz kormystajac o falkbu, Ze funleja &it) jest ogranicoona), Ze (1) = o
Podchnie modna sprawdzid, e talde dowolny meoment (#7°) = oo, m = 2,3, ..
Oznacza to, Ze sredni czas cozeldwania (Zycia) coastectld w dowolne] dolinie (rru.ru
mum) potencialu oras jegs dyspersja (rocrout statystyeony) sg nieskotczene.

Hodzi to szereg pytan - jednym t najwacniejstyah jest w jaks sposcb powysszy
wynik ferefycmy moie proejawiac sk w realnym doswradczenmu? Aby odpowiedzied
na b pytanie recwainny dowolnie wybrany prosdzial ezasu At w kbdrym bed=iemy:
obserwowas blgdzenie coastectki. Proypuscmy, 28 w firm proedziale coasu cogstectln
nf & 1) razy cmieniala swoje misjoe pu:bﬁ.‘l:u oo porwolilo nam dokonad n-krotnego
pomiary ] cmasu Syea t;, = 1,2, ., w lolene odwiadzanych dolinach poten-
cjalu. [Ta te] podstowie mozenty ';'.'.}":.nﬂv:'-}'c sredni conos oczelkdwaonin copstectzld jako
{i‘l:_"':.i‘ ]:I = 1/n E}‘_li‘ Oeomrwiscie, wiellose ta calezy od dlugeosc proedzialu Mt
w lborym prowadzono chservacje. Zaleznoéc ta moze bye dwojaldego rodzaju. Je-
zeli wvldadnile o > 1 wowozas srednr coas oczebmwania jest stonczony i, tgodnie =
prawem wiellich liczh Bernculliege, w miare worostu dlugescl proedzialu czasu At
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powisza srednia (H{At)) dgiy do osiggniscia sloficzonege plabenu covli ulega ska-
blilizacyi. Jezeli a < 1 wowemns Srednr czas eczelrwania _;le.sf nieskonczony 1 worost
dlugosc coosu -:]:ﬁem':n.c'_]l nie prowadzi do stabilizowania sie uzyvslkdwnych wynilaw o
wprost proaciwnie, dluzsz v proedzial obserwacyi At oonacoa wiglssg stanse pojawie-
nin sie roadldege sdarsenia w postact bardzo dlugiege coasu oczeldwanin w jalkims
ldealnym minimum potencilu oo mose prowadzic do drastyocnego worostu srednie)
{H{ A2 ) tego fvpu zalefnes® proadstawiono na rys... i oméwiono w rozd=.. (pr=y
cleazjl omomono tam talze o proypadek marginalny gdv a = 1 wymngajacy osob-
nego trakbowania). Innymi slowy, nieslonczony sredni coas oczekiwania proejawia
sie w postaci rosnges] niecgraniczenis warkesei (#({Af4)) ze worcstem At Ponadto,
w proyvpadlu a < 1 moddl sig Gluczowe pyfante dofycagoe isinlenia © osiggania proes
uilad stanu rownowagr ten newwykle istotny problem dyskutujemy w dalszej cogsel.

6.2.6 Oczekiwanie Welerstrassa—Mandelbrota

Dalsze rocwacania, dobvezgeoe fraldbalizac)i coasdw oczeldwania, latwie] proeprovwad zic
korzyvstajge © funkeji Welerstrassa-llandelbrota, eovli = dyvskretne] reprezentacy funk-

oji rockdadu cocasdwr oozeldwania.

6.2.7 Dyskretna funkcja rozkladu czazow oczelawania

Wprowadzmy w tym celu nastepujaca wyjsciows definicjg, kbora daje possuldwans
tunloele rozldadu w postact nieslkonezone] superpozye]i funloe]i Poissona

=]
E'l:fl = E E_;i"ji E:'I:Fll:—qu-l:l EEEQ i

=0

proy coym
T, = — (6.90)

jest srednim czasem proelnywania coasteczld w dolinie potencjalu o numerze j (oczy-
wiscie dane] gleboloss od powinada jeden 1 fvlle jedan wslencnils § niezaleznie od tego
w ktorym miejscu tala dolina sig tnajduje), natomisst wagl v; spelniajg warunslk
normalizacyinye

oa]
3 v, =1 (8.91)
juml

Jak widac, wprovwadzenie reprezentac]i dyslaetne) jest wigoane © ponumerowaniem
dolin potencjalu w lolejneés od najplitsze] do najglebsze]. Jednal, jak to juz wala-
malismy w poprzadnim paragrahe, gleboloss minimdw potencijalow jest ograniczona
zatem sumowanie w (6.39) powinno bnyé shoficoone, oo niestety lomplikuje rocwa-
Zania matemstvezne (patrz Dodatelk B) chociaZ zasadnicze wnicsld plvnges = obu
podejat 55 idenfrezne.
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Tabela 6.1: Relacje pomigdsy representacjami

Reprezentacija C'i%]ﬂ. Heprecentacia dvskretna |
Lrds/A e,
EfA J
axpl A/ &) M
AfE 1— -
exp(—a/ksT) 7
Jolep(—A/kgT)F2 107’

Z (6.91) wynika besposred nic warunek normalizacyiny dla funleji reckladu pe-
staci

[=cu ]
f altidt = 1. (6.92)
a

_-5..]:-}' Iatwie] uchwocic sens Azvezny superpomici I:E.EEIJ Tauwatmy, T8 ma misj-
soe odpowiednicee pomisdzy reprezentacia ciggla (6.62) i dyskretng (6.39), lbora
zostala proedstawiona w Tabeli 1 (gd=ie wprowad=zilismy erplicife fednestle enargii
oonacoong proes A

W dalssym ciagu, ped wplywem reprecentacii (6.62) dopuszcoanmy warant naj-
prostszy, w lbdrrm stosunek wag w lkolejnych rzedach j =0,1,2, ..., jest funlwcja
malejaeg 1 niezalezng od roedu, ooyl

— = — 1 RN
T (6.93)

oonacta to, e parametr M pelni rolg wspdlezyrnniln podobienstwa stochastyoonago
I:h.LhJ.J wipdlomynnila stochastycznego cslabienia ) coasowe] struldtury stochastnozne;.
Z (691} craz (6.93) wyniln bezpoérednic, Ze

1. 1

I =(1- E'IE (6.94)

Ponadto, zgodnie = duchem zalezncsci (6.93), proyvjmujenty, 2o stosunel
T

i

= =1 (6.95)

jest niecaleiny od rmedu (pokolenia) j; beswymiarcwy wspdlezyvnnik 5 pelni role
wapolemrnnila podobienstea coasowego natominst, o jest coestoscig dharalderiu-
jaca proces na pociomis wyEciowego, wertowego pololenia. T (6.95) wynila nakych-
minast, ze

i =F.":|F.'j: j:ﬂ,l,i,..., (EQE"
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oraz na mocy (6.90)

1

e |
T

a

(6.97)

Podstariajae vraenie (6.94) aras (6.96) do definic)i (6.39) cbrmymujemy nasbtepu-
jawcn, proygotorans do dalsze] analizy, postac funleji rockladu coasdw oozeldwania,

1 = 1 . .
I‘.'l'f'|:‘|!"| = *‘I||:|I:1 — E'IZ Ejjexplz—“‘luj}f" [EEIE'I

j=0+

Zouwasmy, iz warunek (6.93) oras (6.95) gwarantujg, Ze dla kazdej chwili ¢ funlcja
@i t) ma wartesd skoficzong d=ield temu, Ze

Lo (.09

Missloficzony cigg stalvch czasownych (6.97) charalden=ujgey we wemystldch re-
dadch (pokoleniach) cmawiany procss stochastyezny rodzi prtanie o istnienie efek-
tywnej (wypadkowe]) jednostls czasowe] - cagadnienie to analizujemy panize]. Tuta]
mauwmsmy jedvnie, Te regularnces procesu stochastvesnego na lazdym potiomie j =
csobna nie otnacca jesoooe, e sumaryctny proces ma charaltber regularny eoyli, e
jest scharalstberyzowany jednym, shoficconym srednim czasem oczeldwania coastecs-
I,

6.2.8 UCzasowe rownanie skalowania
Wprowadzmy transtormate Laplace’s funlecji roclkladu coasdwr oczeldwania

1

=+

; o 1 T
ﬁ:l:s]:-{:l ﬂﬂp{—fﬁﬂ{f]:[l—ﬂqugfﬂ? (6.100)

dzigld termu latwo conwesve, e spelnione jest nastepujace réwnanie slolovwanin

Blr2s) = Mé(s) — (M — 1) ;"_" . (6.101)
5 '-II|:|

Roowigzanie tego réwnania mozna postuldwas w postacd sumy

G5) = P [ 5) + Paingl 50, (6.102)
gd=ie ﬁ-tl,.,glzsfl jest l:a:w.qmmem ogolnym, regularnym rownania nisjednorodnego
(6.101) nabtominst @uingls) jest rocwigmaniem soozegolnym, singularnym réwnania
Jed norodnego

Gaing (77181 = Mg (5). (6.103)

171



Peptad roowiazania ogdlnego jest narzucona proes niejed norodness rémnania (8.101),

Hoowijpe ja w stereg Tovlora otroymujenty naprocemienny stereg pobegowy w
zmienne] s, pocwalajgey na wytnaczenis wepdlemynnileer szeregu potegowego (talce
w zmienne] s) jalkim jest rocwinzanie regularne. T dokladnoscig do woyrazow linic-
wych medemy napisad, = debrvm provblizeniem dla | s |<2 4,

Progls) el — ;, (6.104)

gdzie uogdnione proawdopodobietistwo prosslolu na jed nostlee coasu

1—
el =’."=I1 T- (6.105)

ar

Lo weocmy, e *'In’ = 0 whedy 1 fvllko whady gdv M+ = 1 co cdpowinda svtuacii, dla

lzbore] istnisje warbosc oomeldwann

W= [Toma=n- iy L -1 (6.106)
_L T _Hﬁ.;,_ulild’ﬁ'l-‘_j"' R

Syvtuacje proeciwng, gdy M+ < 1, omawiamy ponize].
IModna labwo sprawd=ié, karzystajae = rdwnania jednorodnegs (6.103), 2 poszu-
lavwany lszhalt roowigzana sigularnego jest nostepujacy

- 511
Ty
gdzie wylkladnik
In{ )
n=- nf) =a; (6.108)

wyznaczenie wipologyrnnilea propocjonalncsct, ooyli fralthalnego elementu proejscia
na jed nostle coasu, *'Iu} w rdwnaniu (6.107) wymaga subtelniejszego podejscia sto-
sujacego transformate Mellina oraz metode residudw do cbhliczania caklk (w plasz-
coyinie zespolons] ).

Wreszeie, korzystajge = (6.202), (6.104) oraz (6.107) etrmymujeny dla s — 0,

El:?I:E:IFB].—E———FB—. (6.109 )
P =

Uproszozenie powyiszego wooru talesy od warkosoi wvkladniln o misnowicie,

1

) 1— f e dla svtuacji regularne] coylia = 1
os) = 1-— F ﬁ, dla svtuac]i anomalnej ezvli o < 1
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przvpadek marginalny gdv a =1 wymaga innego, bardzie] caswansovwanego pode)-
scia (wylkorsystujgcego transfarmate Mellina oras callowanie proes residua) i zostals
omowione w dalsze] coesol.

Jak widag, dla sytuacii regularnej (a = 1) l‘.':'-f'l:E'l e &:-.,.5. (5)tzn. dla mmlych s domi-
nuje rozwigzanie regularne w proeciwienstwie do sytuacii ancmalne] (wrmagajacs]
omawienia). Roowigzanie regularne oonacoa, 2 po dokonaniu odwrotne] transfor-
maty Laplace’™s funlein rockladu

c.':-l:f'l ey exp |:—"|J'|!"I I:E.l]l:l 1

jest dana, dla ssymptotyeznie dlugich czasder ¢, funlcjg Poissona (patrs pierwsza
czesd Dadatlu C).

W sytuaci ancmalne] (a < 1), pe dokonaniu cdwrotne] transformacii Lapla-
ce'n funkeja rockladu dla asyvmptotyeznie dlugich comsdw zanila potegowo (pats
wyvprowad zenie w drugie] coescl Dodatlon C) tzn,

a 1 1
T(1—a) ’.:Ffl""""

1) e (6.111)
tatwo sprawdzic (w oparciu o (8.111) oraz o fald, 22 @) jest ograniczone ), Ze w tym
provpadlu warkesd cozeldwana (1) = oo, Jak widad, rocklad dany woorem (6.110)

cras I:E.lll | roznig sig tosadnicoo - nassym celem jest cmowienie tego cstatniago.

6.2.9 Gra petersburska

Istnienie zmiennych losownrch nie posiadajacydh skonczonych warteosol oozeldwanych
zostalo po s plerwssy cauwnzone proes Daniela Bernoulliago w caproponowans)
proes niego t=w. groe pefersbursbre] (proejrmste omdwienie te] gry moZna znalesd w
l=inzoe Williama Fallam, " Wstegp do rachunku prawdcpodobietstewa” | wand 11 cmie-
nione, rocdz. X4, PWI, Wamtara W66 ). Gra to jest —winzana © roucaniem zeto-
nem prv oTym scansa, e w wyvnilku pojedvnezego routu wypadnie owers wyvnosl
1/ M natomiast rewers 1 — 1/0M, (gdzie M > 1. MaleZy maznacsyeé, e w orvginal-
nej] groe petersburslie] Zeton jest symetryezny covli M = 2.) Zasada gry poega
na tym, it gracs moze roucad Zetonem do plerwszego pojowienin sig rewersu: o ile
ji=0,1,2,...,) razy pod rzad wypad] awers gmjacy wygrywa lwote rdwng fr
N:n.le-“- oCTyWisCle proyvige, e wygranie wiglsze] lewoty powinno by mnie) prawdo-
l:u:-d-:-bne zabem, stawln f; powinna resngt = § a poma fym moze bye dowelna: —a-
uwasmy, e pr_.:-'padelz f; = M7, jald ma misjsce w oryginalne] groe petersburslkie],
prowadzi do E_'-'l'.u'.:u.c'ji w lbore] wartosc u:v:"_.elzi'r'.':':u.n:n wyvgrane] dana nieslonczong su-
mqlzl—%'l+|:1 h, 1J,+I:1 1.|".|%+ A1 h, 1J,1+ . jest niscgraniccona, oo
uniemozliwia tastosowanie prova wiellich liezh. W nassym proypadlou stawle wrne-
515 = ll,fI:’..;u’.} | oo prowadzl do wyrazenia I:E.II:IE | na wartoss coteldwang wygrane],
ltbora jedynie dla M+ < 1 proyvjmuje warkose nieslonczong. Jalk widac, naszym
mnsadnicoym celem jest analiza grv petemsburslkhie] prowadzgeoe] do niecgraniczone)
wygrane).



6.3 Dalsze charakterystyczne doswiadczenia

Istniele juz cnaccna lista doswindezen w ldbdrych observuje sig transport dyspersyjny
- 53 to proade wsmstlim doswiadozenia proeprowadzone na materialach amorficz-

mych, w kborych wystepuje relalsacia potegowa a nie wylkdadnicza.

6.3.1 Anomalna dyfuzja wodoru w amorficzoydh metaladh

6.3.2 Ekspervment kserograficzny
6.3.3 Rekombinacja w epitaksjaloym polprzewodnilku
6.3.4 Starzenie sie szkiel

6.4 DBladzenia fraktalne

Zrocumienie tow. bigdzen fralfalnych wymagalo od nas omowienin w plerwssym rog-
dzie chiektdw —wanych fraldalami statystyeonymi (probabilistyeznymi). Blgdzania
fralstalne roowazmy na proykladsie wieloe charalternstyesnych tow. bigdzen Werer-
strassa’ ktdre pocwalajy na destrzeZenie masadniczej provemyny powedujacs] istnie-
nie algebraicznie zanilmjgorch, dlugooasiggovwnch " ogondw™ cardwno w rockladach
prawdopodobienste: jalk 1 w funlejach korelacyi. Jak wylmzujeny, tg proyvesyng sa
rzadize. ekstremalne zdarzenm lbore, w olaeslonych warunlach, s5 generowane proes
stochastycznie samopodobng strukiury irajeidorn blgdzgoe] cogstectld. Mowige ogol-
nie], trajeltora ta tworsy stochastrezng strulsture fraldalng - stad wroigla sie nacwa
tch blgdzen.

Istnienie radldch, elkstremalnych zdarcen otwiern inny od tradyveyinego, 1 mimo
cnacziych ceiggnied bedgoy woige w fazie poccgtliowe), laerunel docielmn fizyvld
statystyozne] craz dynamild chactyozne).

6.5 Przeloty Welerstrassa

Frzeloty Weterstrusse stanowig szozegolny provpadek bigdzen Wererstrossa ooyli
procesu stochastroonego, kbory potrah opisac carowno svtuacie gdv

1) przemieszozenia pojed vneze] cogstectld mozna tralttovas jalo natychmins bowe
jak tez talde, w lddrych

2) predkosc proemiescozania s5ig jest shoficcona tow. spacery Werersfrassa.

*Termin ‘bladzenia Weisrsbaza' zoetal wprowadzony w pracy E.W Monbrolla i BLF . Shlesingera
pt.: " Onthe Wonderful World of Bandom Walks™ zamiss-czonej w "HMopequilibbum Phenomena [T,
From Stochaskics bo Hydrody mamics™, 350 X1, eds, J.L.Lebonritz i E W . Montoll (Horkh Holland,
Amsberdam 1984)
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Ten pierwszy proypadek, znacznie latwiepzy do opisania (dzigld mniejsze] liczhie
stopni swobody charalden—ujnee) ukdad ), dotvezy winsnie proelofow Wererstrassa -
od niego Tactynanty nast wywod. Proces stodhastyvezny typu proslotéer nosi taloe
nazwe hoppingu (jumpingu) badz po prostu procesu skokowege i jest szerclo sto-
sowany w materi shondensowane] o cwilassooa w fizyee ciala stalege np. do opisu
dyfuzji orac proewed nictwa jonovego.

6.5.1 Delinicje 1 interpretacje

Zdefiniujemycogad proastroanng, pix ), gestoscl pravd opodobieistea proemisszezenia
sig coastectld o welttor £ w wornilu pojedynezego prazelofu. Dla uproszezenia watgp-
nych wywodow matematveznych omawiamy prezelofy jednowymiarowe: proeloty w
proestroeninch o wiglszeaj liczhie wymiardw cmawiany w Dedatlu A (delladnis
roect biorge, dyskutujemnyy sferyeonie symetryozne proeloty Welerstrasa, cwane tal-
ze higdzeniem Hayleigha-Pearsonn, bedace bezposred nim ucgdlnieniem proypadlou
Jed nowrrmiancwego ).

Wprowsd ooy nostepujgen wiyEciows definicjg opisu jacg linetylee proemieszozenia

coastld o weldor 1,

plx) =53 wylflz —B;) +8(z +8;]], (6.112)

E w; =1, (6.113)

oonacta prawdopodcbisistwo o jalim cogstectla proemieszoza sig na odlaglosc .E'J-.
Oezywiscle, = warunlu (6.113) wynilka natychminst warunek normalizaci gesteccl
prawdopodobienstea plx),

=al

J‘I plrdz =1. (6.114)

Zouwacmy, e coynnik 12 stojacy proed suma jest prawdopod ohienstwem wybrania
przet czastle jedne) © dwiach doowolonych crientacyi weltorm proemiessozenia ponie-

waZ lazda - crentac]i jest rdwnie prawdopod obna wise pix ) opisuje bladzenie w nie-
ohernossl zewngtrznego pola. W dalszrm ciagn dopuszezamy Jedynie najprostszy wariant,
w ltbarym stosunel wag w lolejnych rmedach 7 =0,1,2,. .., jest funkcjy malejgeg i
niezalezng od roedu, ton

' 1
B _ ° (.115)

oo ozhacta, T8 parametr V pelni role wspdlesnnila podobiststea stochastyroznags
(tutaj wspdlesynnila stochastreznego oslabienia) struldury stochastyezne); = (6.113)
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oraz (6.115) wyniln nabychminst, Ze

1, 1
w; =(1- Tlﬁ (6.116)
maleje potegowo = rmedem j. W dalszym clagn, sgodnie = duchem zaleznesei (6.115),
preyjmujeny, e
Bi+a

&%

=b=1, (6.117)
gdzie b pelni role wspolesnnila podobienstea geometryconegs [:nmeg-:- tes ooo-
sami wspoloesynnikiem geometryosnego womocnienia strultury stochastyezne)); po-
dobnie jak dla wag, = [E.]]T'l wvnika natrchminst zalezness potegora

b; = bl (6.118)

gdzie by jest stalg, jed nostlkows dlugoscig proelotu roedu zerowego: w dalstrm cig-
gu kladziemy dla uprossozenia worwodow matematyoznych by = 1 proyjmujge, e
proeloty dluzsze s mnis] prawdopodobne np. ze wogledu na opory ruchu tzn. za-
kladajae, 2z b = 1. Bvtuaclke proeciwng, gdv b < 1, rocwocamy w dalsze] czesol w
lontelscie bladzenia trajeltborii w proestrcent fazowe] w obszarse hierarchicznych
pulapek istniejacych w wielu nieliniowsch cagadnieninch dyvnamicznych prosjowia-
jacvch zachowania chactyrezne.
T wyrazenia (8.116) orac (6.113) wynila, Ze proeloty cogstectki modna grupowad
w roedy cardwno wedlug coestoscl ich wystepowania jalk 1 ddugosc proelotow ) co
pocwala proepisad wjsciowy wzdr (8.201) w postaci
o1 1. =1 I s .
pl:IIZEI:]—?IEG[-EEI—D}I-I--E[I-I-D}I]. (6.119)

-l

e

Jak widaé, wodr (6.119) dopuszemn dowdnie dlugie proeloty cogsteccld. Omawia-
ne tuta] bladzenie pojedyncme] cogstectld nosl nazwe proelotow dlategs 28 cardwno
ogilna definicja (6.201) jak i w=dr (6.119) ckredlajn natychmiastowe prosmieszoma-
nie sig blgd=ace] cogsteczki pomisedzy kolejnymi punltami —wrotnymi (proystanlemni
wyznacoajacymi ooy wiscle poctgbek i koniec pojedynozego proelotu). Malezy pod-
lreslic, iz wszystlde wnicsld formulowaneane w tym rocdziale odnosmn sig talize do
wapomnianych juz sferveznych proelotow Weilestrassa omawionych w Dodatliu A
Ma proyvklad, prowadzona tutaj dyvskusia detvezgen woordw (6.201) oraz (6.119) od-
noal sig jed noczesnie do wzoru (1.1) cras towarsyszaoych mu definicii —amisszezonych
w Dodatku A.

Istnieje wazny powcd, dla lborego nosze rowwazania rocpoczelisnmy od analizy po-
jedvnooego proemiestosenia cogetectld. Obcc, jal zobacoymy proeloty Welerstrassa
majn charalkter samopodobny dlategs nalezy cozeldwas, ze juz elementarne pros-
mieszozenie bedzie w sobie cawiermd istotne informacie dotvoogee cale) trajeldori
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aspelt tan byl jus cresthg widocony dla ruchow Browna, dla kbdnch wspolesynnilk
samodyiuzii dal sig wyrazic a pomocn parametrons mikroslopovwych diaraldearyou-
jacvch jedvnie pojedyvnoze proemiestozenie coastectld.

Inferprefacja wooru (6.119) jest szcoegdlnie prosta gy parametr WV jest licchg
naturalng wigls=g od 1. Mianowicie, juz =e wzom (6.115) wynilm, Ze proeloty o
dlugoéci b+ s N racy mniej prawdopodobne niz proeloty o dlugesci beb . Motna
matem powiedsies, Zesrednio roecs biomge zanrm czgsfecsba wykona preelof roedu 741
must wykonac N przelofow rzpdu ). Zaniedbujpe na razie meuniknione Huktuac)e
salowanc]i proelobdw oz Hulduncje proporc)i pomigdzy iechami proelotow orécnych
dlugesciach, moona to proadstowic schemabyveonie w postact graficone), proyimujge
dla proylkladu, ze V =3 omz b = 2.

Peonizszy (dwucsesciowy ) rysunek proedstawia, dla wiglsze] poglad owesci, blg-
doenie w proestroeni dwuwymiarcwe] nie narsma to w onicopm ogoloych casad
(6.11531 (8.117) definiujaeveh proeloty Welarstrassa, Udermajgen cachg tal: upor=gd-
kowane] trajeltorii blad ogoej coastectld jest je) samopodobny chambfer co widac jus
przez owylkle pordwnanie rysunku ai b

Ma rysunfbu o camiescooone sn weoystlde scooegdly trajektborii, tzon. aby wylo-
nad preelot o dlugessd B = 2 cogstectla musi wvkonad najplerw IV = 3 proelotder
o dlugesci jed nostlowe] (rmedu zerowego): aby wlonad proelot o dlugesci B° = 4
musi analogicznie wylonac V = 3 proelotow roedu j = 1, itd, itp. A catem, za-
nim zestanie wvlonany proelet rmedu § = 2 mwsl bed zrealizewanych V7F =0
proelotéw o dlugeéei jed nosthowej (roedu zerowego). Zatem ogilnie méwige, NV
mozna frokiowac jake srednig lczhg prrelofow ropdu zerowego, kfdre muszg zosfac
wykonane aby mégl sic pojawic preelot o diugosca ¥. Ten pojedynezy proelot roc-
poctyvnajpoy j-e pololenie w hierarchii proelotowr stanowi w chicrze cloconym o
(WAL TV = 1= Wi Wi-t 4 W N proeletdw tow. rzadlde els
tremalne mdarzenie o ile spelniony JEEl: dodatlowy wamnel, by wprowadziamy
ponize]. Jalk wylniemy, cdarcenin talde odgriwaja _::n.'s'.:n.dmc':q role w tow. dyfuzs
anomaine). To wlasnie = powodu bago typu zdarzen —wylkla dyfuzia traci swo] nor-
malny charaltber: jak sobactymy, wilasnie to jest np. proyesyng camiany relalsacii
wyvldadnicze] na potegowa.

I grubsza roect biorge, rzadlde, elstremalne zdarcenie a tuta) roadld, elstre mal-
ny przelot, jest unilmloym w stosunlou do fyrdh, kkbore juz sie pojawily 1 prey mjmniej
o rzgd wiellosol wiglstym - jak polazujeny, JEEi: to warunek konieczny ale nie wy-
starczajacy. W trm sensie stochastyvezna trajeldorna samopodobna moce | w pew nych
warunlawch, wygenerowad rzadldie, elstremalne zdarzenia, nabomiast (jak zobaczy-
my ) rzadlde, elstremalne cdarzenia cawsze budujp stodhastyezng trajeltorie samo-
podobng. W dalstym cingu prowadzimy rocwazania pocwalajgoe na wprowadzenie
uscislone] definicy roadlkego, El:.shremalneg zdarzenia.

Wiellesd VY mecna formalnie tralsbowad jak elementarng " mase" bladzenia Wa-
lestrasa (callowity "masy" jest wiellosd (N4 — 1)/(V — 1)) nagromadzong w
ohszarze scharmlteryzowanym proes liniows: rocmiar B wylmzemy, e taleznoss po-
migdzy nagromadzong " masg” a liniowym rozmiarem prowad=i do istnienia univer-
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salnego wyvldadnile, kbory w dalssym ciggu nasywamy wymrarem samopodob rensiwa
1 conoczanmy proes dJ,.

Aysunek b jest tg sama trajelktons " sfotogratorang” juz = pewne] odlegloss mia-
nowicie talie], e cdolnosd rocdzieloza " od jpoia” nie powala na rocracnienie nielcho-
rvch jego szozegadow. Ta niercordcnial nose sooze gddow sprovadza sie do traltomania
lzazde] grupy skladajace] sig tutaj © troech jed nosthowych proemieszozen jak poje-
dynezego punktu. Dlatege wlasnie najmniejs=a rocrécnialna grupa sklada sig (proy
talde] a nie innej =dolnosci rozdzieleze] =djecia) = troech proemieszezen o dlugeeci b
Jalk widac, trajeltora camieszocona na rysunku b nie récni 5@ niccym od te] jaka
znajduje sig na rysunku a wa wyjgtldem,

1) skali - jest narvsowann w slali b racy wislsze)

21 provpadliovrdh récnic co do -:-nent:c'lp lolejnych, od powiadajporch sobie na
cbu rvsunlach, weltbordwr proemiessozen.

Iiazda tmjektboria stochastrezna spelniajgon powryvzsze wlmsnoscl nosi nazwe samo-
podobney trajeltoni stochastyezne] coyli, srednio roect bicrae, jest niecmiennicza ze
wzgledu na skalowante. Ocmywiscie, oddalajae sie jeszoze bard=iej (ezvli proachod=ae
na cofat nSEsy potiom mrmsb:.uﬁc'l obrazu ) doprowadzili bysnoy do tego, e talze
grupy =lofone ¢ troech proemieszozen o dlugosei B widoozne bylvby jadyvnie w po-
stact punltdw, oo znowu nie cmienia w niczvm istotnym wy Eolowego rysunbu a, itd,
itp: postepowanie to motna kontynuowac bes proestlod gdyz jest ono ograniczone
jedvnie rozmiarem same] trajeltorii.

Powryzsme postgpowanie mocna sformalizowas piszae dla keedego poticmu ciar-
nistodel £(=10,1,2,.. ., 7) nastepujgen relacje wynilania

."'Cj_J‘IIbJ"I = 5?'—]*[51“.; (6.120)

przy ezym k-ty posiom siarnistoscl cznacma, fe proelot o dlugesd B jest traldbowany
jak jdncetlowyr a weoystlie pocostale proeloty o dlugeosciadh ladtszech, kbére go
poprsad =iy sa (w tef sdolncgal rozdzieleze]) traltorane po prostu jak pu.nl'l'. Tvm
samym, V™ proemieszozen o dlugedei 5 popredza (w sredniej) proemieszczenie o
dlugegei B+ razy wiglsza.

IMozna wylazad (patrs rozdz. ), Ze nie frlke trajeltoria jalko calosd tworzy ro-
sngca struldure samopodobng ale talze chidr wsoystlich punlktdw —wrotnych (ozna-
czomych na rysunku proes pelne kdlla) Co wisos], wymiar fraltalny tego chicru
punldbsw winosi dy = 5.

Wilnzana tuta] wilnsnosd samopodobienstwa w sensie stochastyoonym jest pod-
stavowg cechg tow. sbochastyoznych strulsbur fraldtalnych, o kbdrvch jest morra w dal-
578] ooescl. Zauwaznry, T8 wlasnosc samopodobienstea udalo nam sig latwo dostroec
tvlleo dlatego, 2e crezygnowalisnor = nieunilnionych w roecsywistosci wspomnianych
juz Hultuacji preelotcw. Innymi slowy, e stodhastyeoong struktum samopodomng,
bgdz ogalnie] fraldalng, manm do coynienia whedy gdv po prosprowadzeniu proce-
dury regularvzaci (porzadlkowania) czyli po pochyeiu sie Hulduacii (nieporzadlou )
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strulttura staje sig samopodobna w sensie deterministoznym, bgds ogalnie] mdwige,
staje sig fraktalem deterministyoonym, proynajmnie] w granicy duze] liezhy poloo-
leni. T edwrotnie, ze struldury deterministyrozne] mocna usyslae stochastrozng proes
wprowadzenie nieporzgdlou, np. typu Huktuaci coyli w tald sposcb aby w srednie)
nie zniszemd wlasnosol samopodobisfistva Zatem, dla roecmwristych blgdzen na-
lezy zhudowad stabystile dlugesel proelcbdw (médwigen o coestascl wystepowania
proelotom o poszozegdlnydh dlugesciach ) 1 na te] podstorrie wironoeoyd stosunel od-
powiednich wag budowanie takis] stabystyld w postaci camkniste] (a nie w postact
nieskoficoone] sumy) jest Tasndniczyvm celem ninieEzyveh roowazan.

IMozna teraz zodac fundamentalne pytanie: jak elemenfarna “masa” omawnaney
strukfury sfochasiyczne) skaluje sip = linfowym rozmiarem eobszaru w iorym jest
nagromadzona? Ma pytanie to moina odpowiedzied bez trudu, korsystajae = mela-
cji (6.120) dla rzedu ] aras pociomu ziarnistoscl k (traldujpe comrwiscie 5 jaluo
jed nostlee ). MMiancwicie, ma misjsce rwnosc

Witk = ph (8.121)
= ktdre] mosna wyznacmee wyldadnile 5w postaci niemalezne] od j omz &

ln{ V')
In(b)

8=

(@.122)

bedgoej becposred nig konselowenc)n samopodobnege charaldery struldure: to wia-
snie wylkladnilt 5 nazywa sie wymiarem samopodobrensiwa 1 ocnacza d.. Tvm sa-
mym wymiar samopodobisistea 4, mozna traltowas jaloo unilel ng charalde nestlss
strultury samopodobne]. Jest to stwierd zenie sluszne nie tyllo w tym konloetnym
provpadlu ale dla wszelkiege frpu struldur fraldalnych (zardwno o diamlkterze sto-
chostyoznym jak tez deterministyveznym) dla kbdryeh wymiar fraldalny jest cawsze
dany w postact ilorazu dwoch logantmoer.

W paragrafie 1.1 4 wslatujenmy na progowy charalter blgdzen ton. polecujemy
dla jalach wartcso wylkladnile 5 struldura jest trerala 1 nie ulegn caomazaniu nawet
po wyvlonaniu proes cogstectle wisllde) liechy proslotcm:

6.5.2 Czynnik strukturalny przelotow Welerstrassa

Czynnik strulfuralny przelofow Weiersrassa, p(k ), —wany talce funkgg charakiery-
stycong proelofow Werersirussa jest cdefiniowany jako transformnta Fournern

Y
plk) = Jl'_m dr expl—ikz ip(z) (6.123)

przvbisrajac (po podstawieniu formuly (6.119) i scallowaniu ) postad sunmy szeregu
geometrrezno-trrgonomet rreznego

5k = (1 1";1 . (k5 (6.124)
plEk) = — )} s eoslRE ) R
N’ & N
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czynnik struldburalny bladzenia Welestrasa dany wiyrazeniem (6.202) nosi nazwe
tunleeji Welerstrassn lub coesciowe] funloji Welerstrossa-Mandelbrota. Funkeoja ta
posinda szereg istotnych wlasnosci matematyoznych, lddre omowilismy w Dodaklou

B.

6.5.3 Przestrzenne rownanie skalowania

W tym miejscu rodzi sig zasadnicze pyfanie o warunks w jekich plk). wyraione
wzorem (6. 202) daje stz przedstawic [z dobrym proyblizentem ) w postaci zambinigief?
Odpowied= na to pytanie jest dwustapowa. Po plerwsze cauwazmy, ze pik ) spelnia
nastepujace, niejednorod ne rownanie slalowana

AR =Nplk)— (N — lieasl k) 6.125)
P P :

oo pocwala na postukiwanie jego roowigzania ﬁ[k I w postact sumy rocwigzania ogol-
nego (regularnege, normalnego), g, (k), réwnania niefednoarodnege (8.125) craz ros-
winzania szozegi neago [Einguln:negu'l, gEI,I:k I, rownania jed norod nego

ﬁ,[bk'l = ."'fﬁ,lzk'l. I:E.IEIE i

Iischalt roowigzania ogolnego jest Jus narcucony proes mejednorodnoss rownania
(6.125) t=n. cosi k); jest to mabtem s=ereg potegov cawiemjaey tvllo parsyste potegl
tmienne] k, lborego wspolemrnnild musinay wytnacsye. Robimy to standard owno,
podstawiajge ten szereg do réwnania (6.125) i proyrémnujae do siebie wyracenia
stojooe prov fch sanmech pobegach k cnajdujent: possuldwane wapdloynniki. Stgd
roTwigcanie ogolne ofroymujeny w postaci

Palkies1— D', (6.127)
gdzie tow. wogolniony wspoiczynnik dyfuz:
. 11—

Ta1_

-‘.ll—l

'

x (6.128)

[

( Dekladniej roecs bicrae, o wapdlemynniku dyfusji moina méwic whedy gdy =def-
nicwany wostal sredni cons potroebny na wylonanie pojedynozego proelotu - tuta)
przviplismy go milesgoo jako jednostlowy; bedzie o fvm obszernie mowa w dalsze)
coescl. ) Ta postac wspolegynniln 0V posluzy nam do dalsze] analizy a owilsszoza
klasvhlmegi redzajow dyvfusji Ograniczylison: sie tuta] tvllo do dwach plarwszch
wyrazow mocwinigoia gdyvs cardwno rocwigoanie regularne jak i singularne inberesu-
je nas tylko dla provpadlu gdy | & | 1 oo oonacsa, e possulujemy roowigzania
opilsujgoego proade wetystlim dlugie proeloty.

Po drugie, rocwigcanie singularne p, (k) réwnania (6.126 ) projelctu jemy w postac

palk) = (| k)| k|7, (6.129)
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przv coym funlecja proed wyldad nicza posiada nastepujgeg wlasnoss,
(| Bk |y = (| k |}, (6.130}

covli moce by wyraZona np. w postac,

— _ 1ni |
2| k= E A, expl2min i [ (6.131)

om0l

funlkeji evldiczne] zmiennej laf| & |} o clresie ln(b), a wisc w socoegdnoéct mode
byd stala, kbérg oonaccany proes D= 4;) - w niniejssym rocdziale, dla prosto-
tv roowazan, ogranicvmy sig tyllo de tego soozegolnego provpadlu; najogolnisjszg
postac funlcji @ a talkze jawna postac froffalnego wspolcoynniba dyfuzp D wor-
prowadsilisooy w Daodatlu .., lorsvstajge = transformaty Mellina (patrs, H.':u.n::: Ba-
teman, Arthur Erdéley, " Tables of Integral Transforms”, Vol I, MeGraw-Hill Bod:
Comp., Inc., Mew York 1954 ) craz metody resid udw | patrz, Kroysstof Maurin, " Ana-
liza. CzI1 Watep do analizy globalne)” , PWI, Warszawa 1871) obliczania calek na
plaszczyznie zespolone).

Wilkladnil: 53 znajdujeny podstawiajge wimazenie (6.200) do rdwnania (6.126).
W ten sposob cbrmymujemy, e

o ln(IV)

3 = = 3. (6.132)

lnib)

niestety, na te] drodze nie udaje sig wyonacoye fralktalnego wspdlezynnila dyvtuzji
L. Jest charalterystiezne, 2o ten wezesnie] wprowad zony wyldadnik 5 jest de focfo
od powiadzialny za nieanalifvezny charakter recwigzania singularnego. I lolei poja-
wienie 58 tego wyldadniln bylo spowodovwane samopodobnyrm charaltberam proe-
lobcwr Welerstrassa wiec to wiagmosic samopodobrensiwa jes pruprzyczyng Isinienia
romwigzanta smgulornego. Zatam wylkladnil 5§ moze bve traldowany jako podstamnc-
wy we wszelldego rodzaju analizach a w tym ldassyvhlacjad.

Ostatecznie, laczge (68.127) 1 (6.200) wraz = (6.132), znajdujeny strulduralny
czyvnnik proelotowr Weilsrstrossn w postact,

B(k) = (k) +Fu(k) & 1 D'k =D} | k|
w2 axp(— D'k — D:r | & |70, (6.133)

Dalsze uproszozenia povwyizsege woord talesy od wartoscl wylkiadnila 5. Mianc-
wicle (pamigtajac, 2o | k| 1) oty mujenyy,
(Y e 1— D'k® e2anxpl —D'E ), dla sytuaci normalne] exvli 3 = 2
pLE) 1— D |k |Pe2 exp(—Dj | k|%), dla sytuacii anomalnej exyli 5= 2
provpadek marginalny gdy 5 = 2 wymaga innego, bardzie] caawansowanego po-

dejacia [ﬂ}'lmn}shujqc'egn transformnte Mellina craz callovwanie proes residua) lbo-
re omawiamy w dalsze] cogscl. Powvsta postac coynnils struldburalnege proalotom:
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Weilerstrnsan jest sluszna dla dowolnego wymiaru proestroent euklidesowe), w kbore)
zachodzg preeloty. Postad fo umoiliwia cnalesienie (w postact funlkeji a nie dysto-
bucji jak o ma miefoe we woorach IZE.?EI]:I oraz IIE.]]EIH asvmptotyoone] postact
reckladu pix).

6.5.4 Dyhuzja anomalna

W pterwsmym krolu chadanme w jakich warmnladh srednin dlugese pojed vnczego
przelotu jest slonczona aw jalidh tak nie jest. Proeaonalizujooe w tym celu wymazenie

= 1. =5 .
=l = f_m dzp(z) | = |=(1 - 1—..1}_%(_;.1?, (6.134)
gdzie skormystalismy = wooru (8.119) 1 (6.123). Wryrdcnié moina tuba] dwa isbotnie
rocne proypadld

1) {z) <o
2) (=) =co.

Z wyrazenia I:E.13-l_-fl vwvnila, ze ¢ proypadliem 1) mamy do coynienia whed v 1 fyllo
whady gdy 5/V < 1eozyli gdv 5 > 1 podezas gdy o proypadliem 2) wtedy 1 fyllo
whady gdv b/ V = 1 ool gdw & £ 1. Jest interesujpoym rocwaanie obu situaci w
polgezeniu = analizg wlasncési sredniej = lowad mbu pojedynczegs proelotu (7).
Zouwazmy, e
= o
depif] | ima ) = (1= i.aZ( ¥, (8.135)
dak= e s

I.r‘lq:]

- oA -~
() = [ dzpla)(=-
=
gd=ie, tak jak poproad nic wylkorsystalisoy definicje (6.201) oras wyrazenie (6.123)).
:i.nﬂlu:.ugic':.nie Jolkk poproednio, rocwoasnmy dwie istotnie rézne sytuac)e,
1) normalng, gdv srednia {IE:l <
2) anomalng, gdv () = co

I sytuac pierwsta mamy do coyvnienia whady i tyllo whedy gdy suma sceregu geo-
metrvesnego stojgoa w worateniu (6.135) jest —hietna eoyli gdy

5
i 1=5=12 (6.136)
W recultacie otroymujeny, e
1 -2
%) = ] E; =20 < eo. (6.137)



Powryvzszy owigzek jest wacny poniewns umoclivia wyrscenie wogolnicnego wspol-
coyvnniln dyvfuzji, kbory jest wielkoscin malroskopowsn oo pomocg wielkogol miloro-
slopowe] jalea jest srednin o lewad mbu pojedynezego proslobu: jest o moclive dzigld
bemu , 2e strukturm proelotéw ma charalkter samopedobny (ezvli proeloty —achod=—mee
w roznych slalach tworzn chiory podobne).

Zauwazmy, e © istnienia ogolne] nisrdw noscl

| T |::: o :._r::|

[6.138 i
wyvniln, Ze w tvm provpadlu tolze

=]} = eo, (6.139)
tzn. oba te proypadld sg ze sobg soisle skorelowane.

IMalezy zdawadé sobie sprawe, Ze skofczona warkosd druglego momentu {7) (w
zwigzlu ze skaflezong wartcgein cxyanila strulduralnegs plk ) dla dewolnage welsbora
k) to warunel desbabeczny i konieczny na istnienie rockladu pix ) w postacl gaussow-
sldej dla asyvmptotyeznie duzych wartesci | x| (patrs Dodatek ). Zatem, nie jest
lonieczne aby byly shoficzone wozsze momenty cmienne] losowe] . Innymi slowy, w
talkim proypadlu proces Welerstrassa jest rownowazny procesowl Gaussa-VWienera
czvli po prostu opisuje blgdzenie proyvpadlkowe —wane ruchami Browna.

Svtuacis drugn ma miepee whedy 1 tylleo whedy gdyv

21=3%2 (6.140)

=T

1 w lkonselorencii

(") = eo. (6.141)

Powrvizma svbuacia jest callowicie cdelkorelowann = cachowaniam sie plierws-egns mo-
mentu absolutnego tzn. moze on bve w te) srtuac)l carcwno shoficcony jal: b nie-
skoficzony.  Jednalze sytuaci gdy plerwszy moment absolutny jest nieslonezony
pociagga o sobg ocmywiscie (na mocy nierdwnoscl (6.138)) wnicsek, Ze tal=e dru-
gl moment jest nissloficzony. Analiza cadhowania wyZstych momentow nie jest juc
tutaj istotna.

Rysunel prosdstodia proylladowe proeloty Weierstrassa: dwa dla proypadlou 1)

tzn. rvsunek a dotvezy svtuacyi gdy 2 JI:PJ 2.32), podeoas gdv rysunel b doty-

czy casadniczo inne] syvtuaci gdy 1 < Si== 1.585) < 2, wreszcie rysunek o dobremy
provpadleu 2) gdy S(=2 0.9) < 1. Widaé, Ze a3 to troy istotnie récne sytuacje reprezen-
tujaece kolejno, ruchy Browna (gdvz {| = |) < eooraz :..": <, &0, bard=ie] scozegolowe

omdwienie patrz Dodatelk A), ograniczone proeloty Welerstrassa (gdvz || z |} < co
oras :..f: = o0, patrs Dodatal B) craz niscgraniczone preeloty Welerstrassa (gdyvz
{| = |) =0 cr=e {z7) =co, pabrz Dodatel B).
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W tym misjscu mocna postowic pvbanie: jat w realngm deofwradczensu bodzie
priejawiac sie meograntciony charakier sradnrey diugoscr bgdz dyspersp elemenfar-
nego preelofu? Zauwaimy, Ze prianie to ma duzo ogolniepzy charalter i mode do-
tvemye dowolne] zmienne] losowe] a nie tyllo weltorn elementarnego przalotu. Od-
powiedz na nie jest dzisin)] stosunlowo prosta chociaz do srodowisln Azvleow do-
cierala zaskalujges powoli (pabrs Bencit B. Mandelbrot, " The Paul Lévy I knew”
in "Levy Flights and Related Topics in Physics”, LIMP Vid 450, eds. MMichasl F.
Shlesinger, George M. Zaslavsley, Uriel Frisch (Springer, Berlin 1995) p.VII - X1}
Minnowicie, dokonajmy pierwsze serii o clreslons] licchie pomiarcw 17 2 1 cmien-
nej lesowaj 1 woznaczoyy dla te] serii pomiarée: srednin dlugess || = |); ot
lewadmt dyspesii (x7),, nastepnie konbynuujny nasse pomiary wydluzZajge serie
pomiarcwg do 1 S 1y 1 cbliczajge ponownie te obie srednie, analogicznie oblicz-
my te srednia dla nastepnych, silg rmecsy coraz dluzszych, serii pomiarowych (tzn.
g < T E L. @l my L) Ofrcymalismy cigg wynilow, ktory proedstawilismoy na
ryvsunlu o craz b w funkeji n;. (Proedstawione wynild usyskalisny na drodze symu-
lacji Monbe Carlo przelotow Welemstrassa spammetnoowanych proylladows pross
N =3 aaz b= 2 oo da)e wykladnil 5 e=2 1. 585; algorvim te] symulacyi costal ome-
wiony w dalsze] czescl. ) Jak widas, w muarge womostu ltczebnodo serir wommsta ez
miejscami nawet gwalfownie, srednia (| x|) oraz (7). Dwiglszanie licchy pomiarde:
nie stabilizuje srednich a wprost prosciwnie - im wiglsza jest liccha pomiarcw tym
wiglsta jest sTansa, e w dane] serii wystapl tow. roadbe sdarzenze ooyl ogrom-
na warbcéé —misnnej losowaj | x | oraz =7 w istobny sposdh wplywajaen na wornik
koncowy pomicmo, Te je] coestosd wistepowania jest cnikoma To wlasnie roadlae
zdarsenia (ezyli = grubsma méwige, proeloty provnajmnie] o rogd wiellossl dluzsze
od altualnie wylonywanych) chronig trajelktone blgdzaee] cogstectld proad —ama-
Tvwaniem sie w wynild ogromnej liczhy proelobcmr, wroucajac cogstectle daleko
poza obsmar aldualnie wizyvtowany. Trm sanmm nastepuje separacin bladzen reali-
zowanych w rocnych skalach dlugesci - bedzie o tym dokladnie] mowa w dalsze)
CTEsECL.

Dla porcwnania na rysunku b proedstarions w tald sam sposcb sytuacie nor-
malng usyskang analogicznie dla proelotcsr Welerstrossa ale sparametryzovwanych
proez wiglsza wartesd NV = 5 proy bej samej warkcscl bi= 2) oo daje 3 = 2.52
(wyrainie wiglsze od progowe] wartosal 5 = 2). Jak widad, wartcécl srednie {| x |)
oraz {x°) szyblo sig stabilizuja csiggajge proewidywang warbose tecretyvezng réwng
odpowiadnio 4/ 3 oz 4.

6.5.5 Rzadkie. ekstremalne zdarzenia

Tormystajpe = weoesniepmych roowazan, lkbdre doprowadzily do woordw (6.121) cras
(6.122), motna edpowiedzied na glebsze pytanie jak wielbosd (divgosc). | 7,0 | fego
rzadkiego, pojedynczego zdarzenia (przelofu) skaluje sip = calkowsg liczbg przelofén
L ¥ Zauwazmy, Ze | T, | jest warkcecia malsymalng jala pojoerila sie w trakele
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twch L proelotow. Zatem dla duze) licchy preelotcw L zachodzg relacje,

jmaz  ATimeetl ] 1 _
L= N = - = iy dme=
E N-=1 1-
e

I:E 420

2

=

gdvi W™= % 1 proy €oVm juer st najwiskszg wartcécln j-ego policdenia jala
pojawila sie w tralcie tyeh L{% 1) preelotdsr, oraz

| o |= BaB™=, (6.143)

= ktorvch, po wreliminowaniu pomecnicze] wielkcea J,.. ., ottoymujemy possuldwar
ng zaletnoss

| Toner |;-J a‘lLl .J, EEIH'

gdzie wepdlomynnik 4 =by(1— 1/ W 17,

Zauwaimy proy olazji, 2o e woorn (6.142) wynila i2 prowdopodobietsteo,
w(T,er ), Pystapienia pojedvnesege preelotu o malsymalne] dlugesa | .. | st
rowne, = dobrym proyvblizeniem, 1)L, Zaotem, na podstawie powyzszego olreslenia
prawdopodobienstea w(r,, ) craz wooru (6.144) ctroyvmu emy, 2o

: B _
ELII:I,H,::IF‘J m:l |:El+5l

gd=ie wspdlemynnik B = 47,
Bez trudu moina wylecad (kormystajac = prostegeo worazenia, Ly = P imaz oo

calloowita liczhg elementarnych proelotém L), 22 | 1,0 | skaluje sie analogicznie =
La przy coym wspolesynnils proporcjonalnesa jest rowny jedneosci. T tego powodu
coasami L4 anie L nocywa sig "masg” blgdzenia proypadlowego

Pomrrisme rocweiania, a w tym swlaszeza wzdr (6.144), sa sluszne trlko dla 3 < 2
(oo nie wyniln wprost = proeprowadzonego cezacowania) gdyvz fvllo wiedy rmadlde
zdarcenie moze odegmc woocoog role, w proeciwnym racie jego coestosc wiystepowor
nin jest cbvt mala w pordwnaniu © coestoscin wiystepowania lrdtszmrch proalotdmw:
( przvpadel marginalny 3 = 2 wymaga cscbnego potraldowania).

Zwrocnm: uwage na dwa rodzaje srednich = jalkimi mamy do ecynisnia w tym
parmgrafie - w nastepnym cmawiamy troecl rodza). Plerwsty rodza) srednich to mo-

menty (absclutne) || x |"z, n =1, 2, ..., liccone wadluz trajeltori blgd=gee] c=g-
sbeczld i zalezne od callowitej liczhy proelabéw L, proyv ezym (.. ) oznacma po pro-
stu srednig arvtmetyeong e wemyvstkich L oprzelotéw. W proyvpadlku ssymptotyeznie
duze]j liczhy preelotée: (dla kazdego n) zached =i zwigzel:

(]
I M= (2 = [ dzplx) |2 T, (€.146)

gd=zie || = |") jest drugim rodzajem srednie], kbdry dla n = 1 omz n = 2 byl juz
dyslutowany w poprzednim paragrafe. W ogdlnscl rownoss sred nich

{0 e =110, (6.147)
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to mic innego jak wiamesc samosredniowansa.

W niniepzym rocdziale cdpowienn: na istotne prtanin dotvemnoe plersszego ro-
dzaju srednich, a miancwicie jak momenfy lrczone wodius frojekforss skalujg sip =
L?W tym eelu skorzystajony = proyvblizons] zaleznosei slusznej dla duzych wartceci
L usprawiadliwiajgoe] zaniedbanie zardwno Hulduaci selowenciji proelotom: jale tec
Hultbuac)i proporc)i pomigdsy liccebnodciami proelotow w possooegolmych roadach.

Otroymu jemy,

(Fm)vimes 4 (pry v imesml (BRI 4 (B e

="z =

L
Py dma= .:i'l'u=|:5n ] Py Fma= |:Eﬂ1_;ir-u.—|-1_]_|
— 2o i
— - — L'ﬂ
L =0 it L = —
Wimes (B jime=tl 1
=] I‘.'"“""" 6. 1430
Ls-1 -0 ':

gd=ie indeks ;... jest najwiglszg wartoscia roedu (polclenia)l o numerze j jala
pojawila sie w traleie L proelckder (patrz (6.142)) ponadio proyvielisooy: tutaj, ze
Jmer 2 1 (oo jest nieco moenieEzm zaleteniem od L e 1), Zauwazmy prov ola-
Zji, 2o wlamek N=="i/L i = 0,..., jme=, jet po prostu pravwd opodobienstwem
wystgpienia (wirdd L proemiessozen ) taldego, ktdre ma dlugesd B

Lorzystajac = powyissego wooru orac = wymzenia (6.142) chroymu ey po pro-
stych proelsztaloeniach,

; cl
(| z [*)p 2 L™/ e a | T [*, dla 3= m (6.140)
gdzie wspdlegyonik O, = A™[1/(1 — N/5")] a O = T/ A™ Warto =dawas scbie
sprowe, 2 cainteresowani jestesny proede weovstldm provpadkiem n = lorazn = 2.

6.5.6 Srednia po zespole statystycznym

Oméwimy teras dwie nieswylde wazne konselowencie relaci slalowania (6.148). Lia-
nowicie, od powienn na dwa pevtania 1) Jak sbaluye sie 2 L srednia divgoss drogr
jaka pakunuge czgsteczha w wyniku L prezelofow? 2) Jak skaluje stz z L gradnig -

twadraiv wypadbowego proemieszczenta cagsfecslis w wyntku jey L pr_efafaw‘.?_-i.b}
odpowisdzied na te prtania nalesy najpierw ckreslic - jaldmi srednimi manmy tuta)
docgynienia. W tym celu wprowadzmy zespod stafysivcony tlocony © ogromne) licz-
by L trajeltodi (podobmch oxyvli stechastyemnydh replik), = ktérych lazda sklada
sig © L proelotow. Mowige tuta)] o srednich manm na nosll srednie antmetyez-
ne po zespole statvstrezny, kbore uzyslujeny w nastepujgoy sposch. Obliczanm: w
wyvnilou L proelotosr, w provpadlzu 1), dlugess prosbyte) drogl, a proypadlon 20 kwa-
drat wypadlowego proemiestozenia dla pierwsse] trajeltorii, potem dla drugiej, itd,
wreszole dla cstatnie] trajeltorii o numerze L i nostepnie obliccany: po prostu sred-
nie arvtmetyeone umyslkanych wynider . Isbotnym tuta) jest to, ze liccebnoss zespolu
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statvstyoonego trajeltborii jest tala samn jak liccha proelotow o ktdrvch sklada =g
lenzda trajeldoria. Zhudewalisnoy: w ten sposch frozect rodzaysrednie] - wesyvstlde troy
sg mecwylle provdatne w nassych rocwazaniach

Recwazmy proyvpadelk 1), ocnacoajae proes S(L) dlugess pojedyneze] trajeldorii
cogstectld; wspomniang powyroe] srednin mosemy Tapisac w postacl nastepu joce)
relacji slalowania,

(S(Lhy = A xalle+im e+ iz |z

= Li|x|lpee O LY a2 O | 2|, dla 5 1, (8.150)

pr=v coym skorsvstalisnm: a) ¢ relac)i slalowania (6.149) b = definicji dlugesal drogi
SiLYy=|z|+|z=|+... | zz|,ed=de| =], 1 =1,2,..., L,s3 dlugosciami pojedva-
czvech proelotow, bedach coovwiscie jpldmis potegami wspddesynnils podobiststea
b, dalej = ¢) niemal ocoywiste] zaleznosci {| = |) = {| =+ |}, ,I' = 1,2,. .., L,
(oo pozwala na opuszezenis w tego tvpu srednich indel=u numerujgeege pojedynesy
przelot) craz = d) zalogenia, e srednia po wespae statystreznym o liczebnosa L o
dowolne] potegl dlugess pojedvnezego proelotu jest = dobrym provbliZeniem réwna
srednie] © te] wiellkcecl liccone] po dowolnie wybrane] trajeltoni skladajace] sie =
tej samel licchy L pojedynemych proelotorr. Oeozywiscie, e wogledu na nieuchronne
Hulsbuacje, zaloccenie to tvm lepie] funkojonuje im wislsza jest wartoss L. To jest
talze powdd dla lbdrege oba typy srednich (pierwszego i troeciego rodzaju) zastaly
oconactone w talkl sam sposah.

Recwazmy provpadek 2), ccnacmajge proez X(L) =17 + 22 4 ... 4 1 wypad-
kowe proemiescozenie coastectld w o wynilku L pojedynemych proelotoe. W dalszym
clggu skorzvstamy © zalocenia, 2o pojedvncze przeloty sg statystrcznie niezalezne co

prowadszi I:[:u:.u Elmrdx'shﬂmu o I:IE 148 ) do nasbepujgeoe] relacji Elmlmmm
(XL = L 27 |} 22 CoL?? 22 Ol T e f (6.151)

gdzie X{L) =z1+ 22+ ... + z;. Oba powyisme provklady jesccse toe walazujp na
mnsadniczn role jaln pelni wymiar samopodobienstwa 5w proelotach Weilerstrossa.
Wreszcie, oo jest mode najistotnisjsze, pamou)s 2o o tymi relacjami skalowania k) E
sig jedno i to samo, Huczowe jowsto wystcpowanta roadiich, ebstremalnych zdarzen
otwierajace nowe pole badan w dziedzinie fzyld statystyozne] 1 je] castosowan.

6.5.7 Rozklad Pareto-Lévy'ego

Udowod nimy tersc nastepujgoe, kluccowe

Twierdzente Lévy 'ago: [Miech dana bedzie funlcja postaci (6.134) dla sytuac)i anc-
malnej (3 < 2) wéweoms,

1
Fl:I — :I:{:p;j'l —d —l . |d+J:' |:E:|.53|
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gdzie d jest wymiarem eullidesowym proestrzent, w ktore] cachodz blgdzenia.

Diowrod jest troyomesciowy a mianowicie dla troech rocnyveh zakrescw 5. Proytoco-
my go tuta] w calosel e wogledu na jego centralne znaczenie dla naszego wyldadu.
Dla tpch wsmstlach oalkreséwr nossym celem jest obliczenie transtormaty Fouriera

postact

Ll
1 e _ .
plx — +eo) = ﬁf dkexcp( —ikz)exp(=D | |7, (6.153)
e —

Zauwasmy, e do znalezienia asympiofycone postaci plz) wystarcsy skormystac je-
dvnie =e znajomessi cxynnila strulturalnege plk) dla DY | k |< 1; poowala to na
formalne roociggniecie granic callowania od plus do minus nisskeficzoncéci (ezvli o
co 58 dzieje daleko w proestroeni odwrotne) nie mn istotnege wplywu na to co se
dzigje dalelto w proestroeni proste] ), ulatwiajac cnacznie prosprowadzenie obliczen.

-

CE'E' I 5=1
Preelsttaleinn stopniows praws strong wyvjsciowego wrazenia I:E.IE-S]

] ren
plr — +oo) == —j dk cos(k | = |dexpl —D% | & |7)
T Jo ’
11 ea d

= —— dlel - =sin(k Viexp( =D | k& |™)
1 b gkl = Diexp(~D) |k )
1D.3

= ——— c.H. i |7 sin(k } — | &
Iy LR sl = Dep(— )P
1 Do - y

— ) D', Vi (6.154)
o [, G el @D

Abv wyznacsyd pestuldwang, asvmpbobvezng postad piz) skaostamy ze znanej
relacji
= T
f dyy" Y sin(y) = T( 3) sin( - 3). (6.155)
a

Zatem cetatecznie (dodatliowe szczegdly patrz Dedatel . ),

'

1
plr — Foo) = — I'I:1+._:-'Ism|:—._:-'l (6.156)

™| = |””
provhierajge frm sanmm postac Pareto-Léeylago
Cogec 11 5 =1
W trm marginalnym proypadlu wyrazenie (6.153) provbisra prosts=g postas,
pr — too) e % j_‘:dkexplz—ékz]e:':pl:—ﬂ} | & |0 (6.157)
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Mastepnie, dzighi parsystesel funkeji exp(—D% | & [}, otrzmymujensy

1 =]
=T Ja -

1 [=s]
+ Tf dk exp(ikz) exp(—D'. | k |’
2T Ja -

1 .D'IF 1-DIIF ¥l
= ———L — e =L = (DL 6.158)
T E—DJF]E +IE T IE 2 o |I | |: F |: !

W tym provpadlu, jak widaé, rocklad p{x) proybierm asympbctyeznie postad Lo-
rentzianu tocsamn © roclkdadem Pareto-Lévylago.

Cogec I 1 < 5 < 2
Podchbnie jalk w poproednich dwiach proypadloch, mozna zapisas
1 soa
plr — 4o0) = —f dkcos(k | x |Jexp(=D% | k |Jfl. (6.159)
T Ja -
W dalszym ciggu, po camianie cmiennych, otroymu jeny
1 @0
fr — oo = — f dyoos(y) exp(—D Lvy”), (6.160)
T Ja .

gd=ie pedstawilisnm v =| x | k ctaz v =| z |77 zavwaimy, D'v jest wislloscia maly
umocliviajaeg roowijanie w ssereg Tavlora. Mianowicie,

1 e , ,
plr — feo) == '_I'.L dyexp(—Dvy) coslylexp(—Dw(y” — y))
1 =]
= —f dyenp(—Dvy) eos(y)[1 - Devly” - y)
m <40 * v
1 i ] ~
+ Dy —yrf 4. ] (6.161)

w dalszym ciagn skorsystann: = zaleznosc

T
oGl arc — 11
|:|:_D:F1| ]E + 1 ]J.I.'\E |: tEl: .D:r-ll a

dlav 1, (6.162)

jm dy exp( —Divy )oos(y iy~ =
o J

lsbora pocwala wyrazic roclklad plz:..r] w noastepujace] postaci asympboticsneg

11 [ DoT(1+ 3)
((Dpw)® + 1)+

m
P

plr — +eoo) == __l | m((1+5323+ﬂ((}3}u353
T x £ *

F
| = [+

T(1+ Shain( =3, (6.163)

1
FH —
m
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gdzie po drodze shorostalisnoe talce © réwnowazne] postaci

4 o Doy oocsl y) —'—EIJFL: il 1 iG.164)
e ] e = 4 = . |
J{J dyexp(— Doyl ecely o |
oraz = proyvhlizenia ard‘arzli: — o0} e oy 20 W podsumoraniu tego twisrdzenin oa-

uwaimy, e dla wssystldch mlaesdw 3 (sytuacis marginalng dla 3 = 2 zajmujeny
sig w dalsze] coescl ) obroyminlismy w koneou identyezng asvmptotyezng postad roclda-
du plz): umyslkalismy talize cos wigce] wyvlmzujge nie tylke, e p(z) proybiera postas
Pareto-Lévy 'ego w granicy duzych wartcsei | 7 | ale talce znajdujpe »yrazenia na
wapdlomrnnik proedwylkladnicsy co ma znaczenie whedy gdv np. pordwnujenn: pros-
widywania tecretycone © danymi doswind coalnymi.

6.6 Spacery Weilerstrassa-Mandelbrota

6.7 DMultifraktalne bladzenie w czasie ciaglym

Proypuseny, e manyy do coynienia tyllko = nieporcgdlkiem wwoldanym przez losowe
glebolosn lolmlngch minimes: energii potencjalne] substratu: niech glebolisad ta
bedg losowane = "wgslaege” roclkladu Gaussa

1 £ — £y?
plEY = Tne? exp(—— =) (6.165)
gdzie o < £ oraz = dobrym proyvblizeniem
el 1=}
jf dE p(E) &2 f dEp(E) e 1. (6.166)
a 0

Stad, rozklad wyvldladniczy (6.53 ) wystepujacy w usred nionej funkeji rocklad u coasdmr
wyvczeld wania I:IE.IEI:I'I nalezy astapic proes powysty I:E. 1651, Woweozas wymazenie

(6.62) proechod =i w nastepu jmsce

@ 1 (£ £F
ty = {5 ool — §
) = [Pae a8
£ £
< g Expl — Vemcpl — e pl — it). 6.167)
aexpi T pl—7aexp( T (

Mas=zym zadaniem jest obliczenis momentu {#7) rzedu g, gd=ie g jest dowolng liczha
rzeczywisty: wylersystany w fm celu powyZe wymienie (6.1687).
Zntem,
] o ]
(#5) = J,I' dEp(E){H) ¢, (6.163)
a
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[
—

ksT

#)e = ,{,m"'ﬁ*m.ciﬂ =T(1+q) [oecp(— =], (6.160)

przv covm T 1 +g) jest funlcja gamma Eulera =definiowans ( proyvpomnijony ) naste-
pujges

Ti{l44q) :J{mdyy‘?e:\:p[—y]. (6.170)
a
Stad,
() _ g Loz _ 7 5 .
S = [ dEa(E)(2)E = [ dE exp(GIE)) 6.171)
g = b RO = [ as ep(G()) (€171)

pr=v covm slorostalison = conaczenia (8.57) kladge A =0 cre

1 -
+4q- - ;lru:??ra"fl; (6.172)

FiEYy = ! [ "4 £ + = -(L'F
=T T T T Tt Ly
1
—  —Inf{ 27", (6.173)
gdzie
Fes =F4q <ok 6.174)
& +qk31" & 28, (6.174)
co naklada proste ograniczenia na wylkladnik potegi g
~kgT
Guin =05 g £ =g, (8.175)
a

Jak widaé, funkcja G(E) jest odwrdcong paraboly posiadajgen cstre malsinum
dla £ = & Tvm sanmmvm, dominujacym wytacem w caloe po prawe] stronie wyraze-
nia (6.171) bedzie ten zawierajacy G(E7) gdy: manmy tutaj po prostu do coynienia
= gaussowsls reprezentacis delty Diraca w punkeie £, Zatem, wyraZenis (8.171)
mozna sapisas, © dobrym provblizeniem, w postac

[ .
1(at £ s exp(GIE ) = plE”) 1_ 3 ! (1_1--'“?]: (6.176)
Tl +q) 7 Vama?
tego frpu podejscie nost w literaturse nazwe "provhlizenia punldu siod lowega” 1 jest
coesto uywane w Aoyoe statstyezne). Shoryrstalisnoy: futa) - jawne] postac £7 co
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powolile wyrazie p(£°) 1 (ljj]?":'r; w dogodne] formie, ktom wprowad zilismy jus
w rozdz.5.4.1 gdoie analizowmalisme cwigzel multifraldtali stodhastyoznych = formeli-
tmem termod ynamili

1 1

£ = Zyflalgi
pIET) zme(ﬁ.' ;
1 1 —gm g} ey
I::IFE = (:1 3 |:E].| |':|
gdzie
F o
el = N — 1= 2= — — 6.178
(g} =gqmig)— fimig)) 1T T, (6.178)
oraz wprowadzilisnoy oonoctenin
o £
mal = —g—— — —
1lg I
qE a 1 k.ET IE-F =]
i1 = ——— = —_-— § — . 0. 178
Fimlgh) 3 FaT s r}I:q.+J. ( ,

Zauwazmy, 28 mant tuta] do coynienia ¢ transformacis Leagendre™a I:sb:sm'ﬂ.n%

juz w rocdz.5.4. 1)

df(n)
@y =
i
drig)
— = 6.1380)
dq 7 i )
Wikladnilz (g} jest —wigzany becposrednic = wymiarem Renyi’ego: aby wyzna-
czye ten wymiar nalesy dokonac fransformacii @ — g = —goraz g — g — 1.
Womwooos
gy £ 1 7
Dig) = @ _&,1e g (6.181)
l—-gqg o 2k=s 2ks
gd=ie
ksT £ .
1——— . — =1- 1 6.182)
%4 q % ( )
W szooegolnych proyvpadlach obiroy mujemy
. ksT £ 3E
Dg=l—-—.—1=——
g T e
£ 1«
Dia =01 = — -
(4 e T T
£
Dig=11=—. 6.183)
lg=1=— (6.183)



Malezy podlreslic, 2o mrdwneo tig) jak tez widme lolalnydh wymiardw fraldal-
nych fin(g)) niceg identyezng informacis o ulkdad=zie gdy: =5 cne powiscane trans-
formacijy Legendre’a. Zalety umywania widma finlg)) jest jege prosta "Azyezna’
interpretaci méwrigea o tvm jak skaluje sie gestose standw pin). Mianowicie, kormy-
stajac = (6.174), (B.177)1 (6.1789) ctroymujenyy natychmisst

glnl == =fln). (6.184)

innymi slowy, skalowanie f pelni mole wykladniln fraktalnego chicru punktew po-
sindajgeych wspolng ceche (lolalny coynnik slalujgey) 7.

6.8 HRozne rozklady potencjalu w modelu dolino-
wym 1 ich wplyw na bladzenie przypadkowe

Podamy teraz alternatywins, prostn metode umeclivinjacg konstruleeje funle) roc-
kladu czastw oczeldwania, (1), dla potencijal ddinoweago, ktdrego minima, £, pod-
legajg dowolnemu rockladewi §(£) (a nie tyllo rockladowi wylkladniccemu (6.53)).
Metode tg mastosujenty do ldllu charaltervstreznyedh proyvldadce.

Podlreslanty, iz w dalszym ciggu rocwazany klasyezne (ponad barierowe) proemisszeze
nin blgdogoe] consteccki ton. je) miedoydolinowsn cogstosc proeslolomr jest dann w
postaci wymZenia (6.56). Metoda polegn na poslugiwaniu sie rockladem nie dla
zmienne] £ ale dla zmiennej zlecane] v(£) exyli, po prostu, polega na —amianie
zmiennych. Mianowicie, dzigld niezcmisnnicoosco prawdopodobisistea dyvsponujenn:

o nanism

: ) dr.-'l:._,"_'l _ ¢ { e 1 .
flv) =pl& l[?] 1 =_kET-F|:~._kETln|:~.E)) " (6.185)
= kbérego wiyznaczamy poszukiwany rocklad | f(v) | Kermstajpe = tego rockla-

du omz T pierwsoego wIorl [E.EEI 11 wyrazenin [E.lT'l otrzymijemy dla modeli trpu

dolinowego, Ze

riJ rig r & e
Bt = jm du filv v expl—vt) = kETJI:J dup i‘.—kETln ié) ) exp(—rt)
kT ot / y | |
= — | dyp |:~.—k.5’.T].n l:El)) expl—yl, (6.136)

gdzie ponownie dokonalismy proste] camiany cmienne) v = y = rt. Otroymalisnoe
woor, kbdry tostosujemy do analizy charalberyvstyoeznydh proylladdw dofvoogeorch
récnych rodzajew modelu deolinowego.

Proyvklad 1
Proyvpusimy, ze rocldad prawd opodobienstea wrystgpienia doliny potencidu o ja-

kiek glebdcsci £ jest zadany (w cmawianej wooesnie]) postact wykladnicze] (6.53 )
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wyvnila stgd, ze

o(t) = f i exp(—y (6.187)

-l!-l-l-.:l. ["h e

czvli dla asvmpbotyezme dlugich cooscw

Pt — oo) = — I‘E,,J,,(1+.:ﬂ. (6.183)

e (g e

Jest bo wynik, lborr Jjuz umvslalismy wooesnis) Izput:: IIE.EE Il a tuta] posluzy] nam
do prostestowania metody.

Dla porcwnania proeprowadsiogy teras analogiczne obliczenia dla modelu bare-
rowags. [MaleZy podlaeslic, Ze w modelu barierowym (patrs s U1 wisolosa lewaj

1 prawe] bariery a5 od siebie niecalezne co prowadzi do nieco innego sposcbu usred-
niania w wyraZeniu na ¢&t) w pordwnaniu = medelem dolincwym. Mianowicie,

() = fd_j dE'p(£)plE Ve o (1), (6.180)
gd=ie
e o1 = [0 (E) + eq (E] exp(— [ (1 4 e (E N2, (6.190)

proyv eovm terse 140 &) oznacma jednestronng czestesd prosskoloder. Proechodz=me w
(6.139) od zmiennych callkowania ypu £ do cmiennych typu v ofrsymu ey wzdr,

Myl Al
Bt = f d‘:qf driy Flrad fleg e 4 1)
a

- (a-ﬂ'_r;-f dulf .-.'.I'L-'lp|l\ ksT In ki\]\]p{ -LE'TlnL\ LAY

B/ / o/
. |:— —'IE"H.FII: (g 4 0y 1)
1
(LBT:I- J'DIL!' o,
d d ksT ln —ksTIn
t ,L E,I'L !J'F|l\ = L\L-'uﬂl:‘l:‘lpll\ = |l\["'l:ll:‘|l-:l
1 1
< (=4 S hepl(—ily+ 30, (6.191)
¥ ¥

ktéry zostanie proez nas castosowany do cbliczenia reckladu @(t) dla récnych wa-
riantow modelu barierowego.

Proyvklad 2
Provpusémy, 2o woscloéed barer £ 55 zadane reckladem wovldadniezym (8.53)
gd=ie teraz £ oonacca wysolosd bariery potencjalu - lewa badz prawsg (pats rvs. 17 )
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Stad i = ogélnege woaru (8.191) ctrmymujenyy wyraenie

1 { a ? o roLd
P = — ! e
o) fH&L\ \1 fu dy L dy y°y

(ta1l= )
(~+ > dexp(—(y + )
< -4 - dexpl— )
¥ oy ’
lsbare dla asyvmptotyeznie dlgiegs coasu proybisra postac

3
\] qunfﬂ1rzm|:1 +a)

ST — o) e
|: J 142 L_.u 11..1

(6.192)

(6.193)

Jak widac cba Proypadld 14 i 2A dajs potegora zalezncsd rockladu (i) dla
asvmptotyeznie dlugich comsdw récninge sig cardwno wykladniloumi poteg jak 1 coyvn-

nileami proedpobs gownr .
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EXPERIMENTAL BASIS
OF ANOMALOUS TRANSPORT AND DIFFUSION
IN CONDENSED MATTER

Sehyrcfis PR B (19710, Hister: FRL {1974, 1976),
Fhister and Schers 'R B (1977

Experimental setup fur xerographic copying process:
transient photoconductivily measuremenl

LT et

J
& o g
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Pefeasanaezl of time depeniden s T
inducerd by Ealu: mving pemss the samply

Rysunek 6.1: Schematycony uklad elelktryezny do pomiaru relalsacii fotoprdu w
amorheznych flmnch.
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Universality of current shape for amorphous hinary
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Hysunek 6.4: Potggowa calecneces rockladu prawdopod obienstwa coasdw cozeleiwania
¢ od coasu t dana woorem (6.86) dla wylkladnilkéw a = 0.75 (linia czerwona) i
a = 0.50 (linia niebieslan) crtme 5 = 1. Zauwazny, Ze dla ¢ =0 rocklad &t = 0) =

[~

1 vl dla a =0.75 wynes ckolo .43 natomisst dla o = 0.30 clode 0.35. Dla
porcwnania proadstawiono wylkladnicog zalesnose ¢ od coosu ¢ dang wymazeniem
(B.67) (czarna linia) dla o =0.75.
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0.00L
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Rysunek 6.5: Potggowa zaleznecss rockladu prawdopod obienstwa coasow oozeliiwania
¢ od czasu t dana woorem (6.66) a proadstawicna w skali log — log dla proypad-
e proadstawionych na rvs 6.4 ton. dla wylkdadnildw a = 0.75 (linia coerwona) i
a = 0.50 (linia niebieska) craz 53 = 1. Dla pordwnania proedstawiono wyldadnicza

zalefnosd ¢ od cmasu t dang woraZeniem (6.67) (coarna linia) dla a =0.75.
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Czesc¢ IV

Extreme Value Theory






In the present worlk we match the bissed Hierarchical ContinuousTime Random
Flight (HCTEF ) on a regular lattice (based on hierarchical waiting-time distribu-
tion) and the Extreme Event Thecry (EVT ). This approach extends the understan-
ding of the ancmalous transpart and diffusion (for example, found in some amer-
phous, vitreous solids as well as in conducking and light-emitting crganic polimers ).
Baoth independent approaches were developed in terms of random-trap or wmlley mo-
del where the disorder of energy landscape is exponentially distributed while the
corresponding mean residence fimes in traps obey the power-law. This type of di-
sorder characterizes several amorphous (even used commercially) materials which
males it possible to apply the HCTHRF formalism. By using the EVT we additic-
nally show that the rare (stochastic) events are indead responsible for the transpact
and diffusion in these materials.

6.9 Introduction and motivation

The vanety of observed relovation phenomenn in condensed and soft matbar are re-
labed to transport and /or diffusion of aboms, particles, carriers, defects, exccitons and
complexes [1] (and refs. therein). In fack, the transport and diffusion are regarded
as a paradigm of irreversible beharicur of many ordered and disorderad syvstems. A
universal feature of a disordered system is the temporal complex pattern, where the
Debne-relavntion is no longer obeved. The sentence which we quote after Scher and
IMontroll [2] characterizes well the straightforeard link between physics of ancma-
lous transient-time dispersion in an amorphous substance and its application. The
development of modern phofocopying machines has mofrvated erperrmental work: on
amorphous maferials, some of which display anomalous fransport properties

The theory of carrier transport in some amorphous insulators (such o the com-
mercially used vitrecus As.5e;) and in some amcrphous charge-transfer complexes
of organic polymers (as the commercially used frinitrotucrencne mixed with poly-
rinylearbazals, TITF-PVIL ) provides canonical encamples of

I:i'l continuoustime random Hights and walls, and
I::ii'l brood- or longtailed waiting-time distribution betwean steps.

IMore precisely, the generic description of the dispersive transport and diffusion [3]
tound in the canonical experiments on transient current in an ameorphous medium
(induced by Hash-light [+, 5,6, 2, 7] or wliage pulse [0] and refs. therein) is given
indead by the Hierarchical Continucus-Time Randam Flight formalism®* [10, 11, 12,
13, 14]. The principal aim of my lacture is to express this description in terms of
the Extreme Value Thecry (EVT) [15, 16, 17]. Such an approach shows that rare
(stochsstic) events are indead responsible for the transport and diffusion in these
maberals.

¥We diskimguish betwesn particle fights and walks as the former are instantanscue whil the
latber ohe= peed some Hime bo merre bebreen the taps
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The paper consists of two parts. The first part (Sec6.10) includes remarls con-
sidering the bosic elements of HCTHF and particularly, the awraged over disorder,
hierarchical waiting-time distribution and its scale-invanance as the main property.
In the second part (Sec.6.11) we develop the EVT in the contenxt of the random-tmap
ot valley medel where diserder is due to the energetic depth of the traps (which are
exponentially distributed) and by the corresponding menn residence times (which
obev then the power-low).

6.10 Pasic elements of the biased Hierarchical Continuous
Time Random Flight

The most spread models describing transport and diffusion in disordered substmates
are based on the ContinuousTime Random Wall: formalism. The major simplifica
tion in these models is that the disardered energetic landscape of the substrate can
be descrbed by an exponential distribution and incorporated into o regular lattice.
In this weorl: we consider single particle random instantanecus hops (Hights) betwe-
en regularly displaced valleys which have, however, different depths; the mountain
peals have all at the same ensrgy level when a bias is absent (which justifies the
name of the model), of Figh.7

In the case when biased (constant) force F is present the potential is simply
modified as it is shown in Fig6.8.

Waring-irme distribution. The pausing or residence time 1 in a given trap (be-
tween the successive hops | is a stochastic varahle whose statistics is definad by the
normalized waiting-time distdbubion w4y (#). This basic quantity here is the sharp
probability density that the particle will perform its next hop exactly at time ¢
after having waited until this instant in a tap of depth £ The simplest but realistic
excample is provided by the exponential waiting-time distribution of a local in 5pace
Poisson process

1 A
Uit = e g L\—$::| (6.194)

where the factor 1 .-Iz.i:'l is the probability density per unit fime or rate of transition
to a neighouring site; the second factor is the probability that no hop has oocurs
until time t.

As we consider here only thermally actimbed over-barner hops in the presence
of o constant external biss, we can use asymmetrc transition rates in the form

5 5 1
TiI:E'IzI'.;.-e:\:p[—,.':-"-[::F;F-:)), (6.195)
where
o ) (kaT for the Hopf-Arrhenius (HA) law (6.106)
| (kg8 for the Vogel- Tamm-Vulcher {VTIF ) law )
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Rysunek 6.7 Schematic represantation of the valley or randonytrap meodel when bias
is absent. All vallevs are equally spaced, but hove different depths. The mountain
peals are all the same energyr.

where kg 15 the Boltzmann constant, I7 is the absolute temperature, and 8 =T —
I;, = 0, where I;, i5s the transition temperature to the glass phase. [Mote that in
expression (6.195) the external force is dencted by F, the lattice constant by a and
T, is the transition rate along the direction of external force while T is the cne
in the opposite direction. Hence, the approrimate equality (in the second line) in

1

Tie)

= T_(£)4+T4iz)=2Tg exp(—3F=)ccsh{ 3 Fa)
= 1 4 Lr | —_
e2 2T expl—Fe)[1 + EI:J Far], (6.197)

gives the second-order effect in the applied held, 1.e. quadratically depends cn the
small quantity 5'Fa. Fortunately, in all cur discussions we howve & Fa < 1 as this is
an obvicus expenmental constraint justifying the restrickion only to the frst-order
effect in the applisd field in all cur considerations.

Sojourn probabilfy. Tt is useful to introduce the sojourn probability Teit) that
the particle remnins ok a lattice site at least until time { without any hop; and is
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Hysunek 6.3: Schematic reprsentation of the wvallev model shown in Fig@.7 when

binsed, constant force F is present. All mountain penls are now displaced along a
tangent stroight line.

defined kv using the waiting-time distribution
[aa)
T,(t) =j g (#) (6.108)
+

which in the cnse of a local Poisson process described by I:E. 184 ) msumes the simpla
enc ponential form

ft
Teit) = exp |l\_ I:z'l:‘] : (6.199 )

In cur model the awraging of this distnbution over disorder 15 required to calou-
labe the full propagator. How to pedorm this ocreraging is the essential problem
considerad belowr.

The structure factor of the brased random walk. Before we calculate the propoga-
tor we nead to define the struckure factor of the bissed random wallk. This definiticon
requires the knowladge of the (stationary) spakial (single-hop) transition probabi-
likies, py, along and against the applied foree, respectively, and includes here (for
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simplicity ) the transitions cnly to the nearest-neighbours. Then

Tiie) 1y 1.
_ et (147 ;) .200)
Px T_() +T4(=) 2 |: EJ al, ( |
and the corresponding spatial probability densitye
plry = pudlz —a) +p_d(z+a) (6.201)

Hence, the structure factor of the binsad random walls is defined as the Fourier
transform of p(x)

plk) = coslak) —i- (py — p_)sinlak) == coslak ) — %J’Fﬂ -sinfak)  (6.202)

here again only the first-order effect in the applied feld wos taken into account.
The propagator. The waiting-time distribution and sojourn probability overa-
ged over disorder are, together with the structure factor, the melewmnt quantities to
construct the full propagator considered in this paragraph.
The motion of the particle consists of a sequence of alternative events defined by
the waiting in a given trap and nent the hop to the neighbouring one. Correspon-
dinglwv, the propagator consists of an unrestricted superposition of the n-step partial

propagators

[aia]
Biorgn, gl Xt = Bog (X, tin =004+ 3 FProgy oygnal X, tm) (6.203)

]
where the multi-step propagators I:deﬁned as the probability density of finding o
particle at position X at time ¢ within n steps ower a sequence of traps which hore

depths £, 9,20, ...,&,_1, £} can be expressed as follows,
B (X =01 = (X ) Tapmelt),

B risngnn sl Xt 1) :J,If:a‘t,lj:" a‘tl_l...f: ity f: dt,

(fnu] (g nu] (] (fnu]
_||I' -:;'I,l_j dr,_1.. J||' -21I:-I||' dzq
—o — —ia —i

r_l.;,:,lz:..rl,h'lr_lnlz..":: —T1,te —t1). ..
Vg T — Tpog,ty — B 08X — oz W02 — 1,0,
n=1223.. .. (6.204)

where the full waiting-time distribution, ©,(x, ) — plz) - 1g(t), means the sharp
probability density of a single displacement x just at fime ¢ when the particle stayed
whole the time (from 0 to ¢) at a given trap. As it is seen, the terms withn = 1 are n-
told convelutions. 1e., for the n-step partial propagabor the waller pedorms el
n single steps while the last nth cne is just under way (in general it is not finished ).

209



1t should be admitted that the initial condibion 15 not visible here because it is the
same for each partial propagator. This condition has a non-stationary character and
savs that initially the particle was surely at the origin.
The avernge propagator. [Mowr, to obtoin the overage propogatar we should ave-
rage the above expression by using the distribubion g, o) 20 . g0y ¢ 10 the fnctornzad
2, .. En1,2) = plzalole1) .. plea_1)ple), as the depths of traps
are, bv definition, statistically independent. The key point of cur consideration is
given by the excponential form of the single-trap distribution

1 =
'=.—- e —.—'. EEUEI
ple) = 77 - =p(=17) (6.205)

form, i.e plea,z1, 22

By applying waiting-time distnbution vy and ge g 0. 00,0 10 the factorized form
together with expression (6.205) into (6.204) we get the mverage propagator in the

form

e
P(X,t)= E P(X,t;n) (6.208)

Tl

where the partial, average n-step propagators are
P, tn=0) =4 X)),

P(X,tn)= j; “at. f: dt,_q... jf;_ it f: dty

el f=a] [ al o0
JIV n‘i‘..",.lj dr,_q1.. JIV d;.r:j dxq
—i —o — —i

Uiz, Ts — 29, tn =t ). ..
(T = Tncl,tn — tac1 O X — 2,00t — .,
n=123,. ... (6.207)

and the average waiting-time distributions and sojourn probability are given by
uix,t) = plx)-wit), vt = .I||' depl=h - vg(t),
o
- O
Ty = f deple) - Tu(t). (6.208)
a

After the Fourier and Laplace transtor mations of the convo utions I:E.EI:IT'I we get
the geometric sernes which can be wntten in a simple, closed form

_ I s
Plk,s) = L_I,
1—wik,s)
- a1 — s .
uik,s) = plk)-wis), Pls) = ——, (6.200)
5

where f{...) means the Fourer and/or Laplace transform of functien f{...). We
should find now an explicit asyvmptotic foaom of the waiting-time distribution.
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6.10.1 Scaling relation obeyved by the walting-time distribu-
tion

It can be essily found that the srerage waiting-time distibution, given by the sacond

relation in (E. ME) combinsd with I:E.IEI-J:'I,hﬂ.E an approcimate form

1, goo 1 1 t
! § —_ 1. e — - —_ a ]
2 |:'|!' I::]- N Jll::l ﬂﬁ_..{l,: - |:._" W E"Z'I-F'I:: T - |:._" v (E_].G
oL
- 1 e 1 1
] i —_ . o — a Y
wis) = (1 N JII::I EE."':'r- 1+ 7 (7F. & (6.211
where wa inkroduoced o convenient notation
ﬁd: i,.'"n —Exp(—l 1—%53%, T = expl 5 A, (6.212)
and assumed (for simplicity) A < (=)
Expressicn I:IE. 211 ohews the conwenient scaling relation
N i 1 _ 1
S = N - (- [l
=B L'l: — (N =1} ({1—m =), (6.213)

which can be solved by sssuming, ss usual for an equation of this tvpe, that the
solution is composed of the sum of two essentially different terms, ie r_-'l:s 1=
val 51 4 10 (5], where the singular (general) term v.(s) cbeys the homogeneous part
of 2q.(6.213), and the regular (particular) cne L-'...I::E i obeys the (full) homogenecus
aq.(6.213)

65.10.2 Expliat asyvmptotic form of the waiting-time distri-
bution
For | s |-:i;.f 1 wa cbtain the singular term

il |:EI s —iJ( lnE:EI -] (6.214)

where the exponent a = ln{V)/Iln(+') = (F - (=)~ and the log-perredic function
I:'.".'huae- perod is equal to 1) reduces, in the lowest approcdmation I:-:.u.r —erc-ordar in
s-mariable), to the form®

lnlis'l_I __J_l—_Tl. Ta

“ o = ln{ V) - s:i.nI:.'ra'll

(6.215)

*The dervation of the detailed form of cosfident C'E' by 1ming the Mlellin transformation, i=
given, =g., in [11].
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The regular term (ccntrolled by an appracimate form of the inhomegenecuity in
2q.(8.213)) reduces, within the linear approdmation in svariable, ints the form

- 1-3%
v is)e21-Cr w5, OF = 1—'_"— (6.218)
-

Finallv, we obtain the seeled waiting-time distribution in the Laplace domain
for | s [« 1

1-C0 502, fora<l -
”{ 1-CYmy-5, fora=1l (6.217)
and in the asrmpbotic-time domain
1L N .
L'|:'|!'.| et % ﬁ a - r.Eu-r' |:1 +al- ELI ! :l fora<1 (EE].EI
it el — * 1, fora =1,

(hare () = m- C!)which males it pessible to consider the propagater and henece the
asymptotic mean- as well as mean-square displacement in an explicit form®. ([Mobe
that for the derivation of the first expressicn in (6.213) for a < 1 we usad relaticns
(6.209%, (6.208), (6.193) and (8.215).)

6.10.3 Asymptotic form of the propagator

For |m-s |« land | k-a|< 1 the propagator (given by (6.209)) can sssume the
tollowing excplicit form

- 1
Pik,s) = P
s+ [1—plkl] - =50
r—l-ll—:Ff-'nJ] m for o<1 (6.219)

:-—|-|1—;:-|'J._|]-I, 2 for e = 1.

where we usad the explicit asympbotic form of the waiting-time distribution (8.217).
In the Founer and time dommin the abowve relation transtorms still inko the relatively
simple form

Eﬂli—jl—_?cr,J‘—Jl — 27, fra-<l

Pk, t) = { expl—[1 — (.] ), fora = 1

where E.(...) is the well known Mitkag-Lefer function [3]. The Fourier transfor-
mation of the second relation in (8.230) into the real space gives the well known
shifted Gaussinn. The analogous transformntion for o < 1 s unknown in o closed
form although it can be expressed in the integral form in terms of the (non-shifted )
Gaoussian and the weight given by the corresponding Foe H-funchicn as the integrand
(for details see [3] and refs. thersin ).

®n the paper we do not comsider the marginal case defined by the threshold a = 1.

(.220)
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6.10.4 Expliat asvmptotic form of the hrst and second mo-
ments

The mean displacement. [Mow, we are able to obbain the general formula for the ave-
rage time-dependent displacement of the particle along the direction of the external
held. This is the essential quantity which characterizes the drift of each particle.
From (6.208) we cbtain in the Laplace domain

| .d - , 1 r:'|:5'|
1 XHs)=1t—Plk, 8) lmp= iz} — —————— 6.221
i ll:E zﬂrk |: :IE |-L a .I. 5 1_L||:E'|:I |:

where the single-hop mean displacement :.." :a-l:p+—p_ i From [E.Efl'land I:E.EIT'I
we cbtain for | 5|« 1

- 1 1
(X sy &2z — . =
s C9 (s +Cr w5
= 1 1
LI R S
e | S5 e RS (8.222)
L_—rl-i 4, faa=1

From the above relation we ensily obtain for the asymptobic time, 18 for ¢y &

2

= 1 F IR -
1‘.::' |:1!"l =X} "—__F [ S l'r-; rl:' fxa<l (‘3333 ]
' % -1, for a = 1.

where T (...} denctes the well-known Gamma-Fuler functicn. Although the
time-dependence of the drift below and above the threshold a = 1 differ essen-
tially the transition between both coses is smooth; nevertheless, we obtain for thesa
cnses essentially different drift velccities

ES 1 1 1

(X)) = { & Toare) = Eaier frasl (.224)

a

Tt

it
for e = 1

2=
T

Indeed, this quantity 15 proportional to the transient photocurrent measured in
experments made on amorphous materials mentioned in Sec.G.8.

The man-square displacement. The mean-square displacement, involving infin-
tely many steps of the waller or a ime-dependent vanance of displacement, is the
main stochastic diarncteristics of the diffusion process. At first, we derive this qu-
antity in the Laplace domain

- ECIE'I:J: 5 1 uf =) - - L-II:E'I
XM = —— 2 fpmp= = ————— ({25 2 ———
] I|:..EI d‘h_ |"" l:l E 1—L||:EI |:|I ] + .II 1_ f_ll:E.I I

=24 I: . l . 1




+
Lo T B
P 1

= 1 -

_ %2k 4r
EO-(XEF ~ | (G2 - craiert (G fra<]
£ 4, fora = 1
(6.228)

As it is seen, the fime-dependence of the mean-square displacement below and
abowe the threshold a =1 differ essentially. For a < 1 the diffusion is controlled by
the drift while for the opposite case it is not.

6.11 Statistics of extremes

The central values and tvpical Huctuations are not sufbicient to charocterize natu-
ral systems which ecchibit mare but extreme events often dominating the long-tarm
behmricur. Therefore the statistics of entrema is a classical subject of great inberest
in mathematics, physics and economical and social sclences [15, 16, 17]. In phy-
sics, extreme events have been studied in a number of fields [13] (and refs. therein)
including salforganized Huctuntions and critical phenomenn, material fracture, di-
sordered systems at low temperatures, and turbulence. Iinowled ge of enctreme event
statistics is of fundamental importance to predict and estimate the risk in a wmriety
of natural and man-mnde phencmena such as earthquales, changes in climate con-

ditions, Hoods and large movement in inancial marlets. A new feld where extreme
statistics is of interest are complex networls [13].

6.11.1 General dernvation

If one oberves a serdes of L independent realizations of the same random phenomenon
(or its stochastic replica), the central question of the Extreme Value Theory (EVT)
imposes how to charmacterize the mavdmum cbserved value of random variables”
Ty i maz{Tay, . . For example, the mavdmum value could be the despest
tmap encounbered by the walker in a disardered medium (then we would hawe z = &,
where £ is the energetic depth of the trap ) or the longest mean residence time (called
also the sojourn fime of the wallser ) in such a trap (then we would have = = 7, where

7 15 the mean residence fime ).

“We developed the Exbkreme Value Theory by comsidering contimiote variables.
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The main goal of the EVT i5 to characterize 1, by determinaticn of the proba-
bilty distribution, P(z,,.. = A}, of the maximal wlue 1, .., where A is an arbitrary:
threshold. In the cose of dispersive transport and diffusion we apply the EVT to
characterize, the mentioned abowe two, related, stochastic variables (£ and 7).

Fist, we calculate the cumulative probability distribution Pl::..r.m-_, = MY of the
random variable x,... by noting that if the macimmm =, .. i5 smaller than A then all
x;’s are also smaller than this threshold and vice versa. As thess random mrinbles
are idependent and identically distributed (iid), we can put

Pz e < A) = [pe (V] = [1 = o (W, 6.227)

by assuming the cumulative probability distribution of random wariable ©

A
gl = JI' plx sz, (6.228)
Tdem

where piz)dr is the probability that the random variable z can be found in the
inbarwl x, xr + dr, and 4., 15 the lowest wlue which this wriable can sssume. Of
course, the second equality in expression (6.227) comes from the normalization of
the prcbability density (or distribution) pf. . .) where

FTup

Y =J|I'_L  plxids, (6.220)

here z,, is the largest walue which the wariable 1 can sssume. We set here 7., &
A € z,, 5o that the strong inequality p.(A) < 1 is cheyed. Therefore, the sacond
aquality in expression (8.227) takes, with a good approximation, the ussful form

P(nee < A} 8 exp(—L - p..(A)). (6.230)

In this way, we reached our sacond step, namely the intermediate formmula useful for

further transformabions

1P (T, e = A
FlTwme= A= 4Pz n g2 Lo op(A) - emp(—L- po (A)), (6.231)
al

where the notation p{A) = p(x = \) and definition (8.220) have been intreduced.

In the third step, we relabe the number of cbserwabions (L) to the rare event.
The law of large numbers tells us that cne can expect to chserve (fypically) such
events which have a probability at least equal to 1) L. Hence, it would be surprising
to encounter an event which has a probability much smaller than 1/ L. The largest
event A, . obsarved in aseries of L % 1iid random variables (which we call ind sad
the rare cne), is thus given by relation



We can call the abowe dehinition of the rare event the weal: one; the stronger defintion
I:'.".'hic'h seams to be even ensier to interpret | could have the form
1 .
plhm) = 7, (6.233)
which is, however, less convenient (from the technical point of view of the general
approach . Since now we operate with two types of mas-wmriables cur aim is to find
the probabilistic relafion between them.
By combining eqs.(6.230), (6.231) and (€ 232) we finally find the general formula
for the searched distribution

. plA) Pl 334}
Plr =M ———— axpl—————— 1. (6.234)
F-'l:-lll"ln::l F-'l:-lll"lm-_rl
It 15 just the above formula that we use to get the Gumbel and Fredhet distobutions
as well as to find a relation between them

6.11.2 The Gumbel distribution versus the Frechet one

We asume that discrdered substrate (medium) is characterized by the random-tmap
or valley model defined on a regular lattice. Therefore, all valleys are equally spaced
but have different (energetic ) depths, [« = 0}, while the mountain peals are all at
the same energy level. It 15 sssumed that the distibution of depths is exponantial
ple) = o mxp(— ) (6.235)
{x) ie) -

which wos done by many authors. The wvisible sspect of the mndom-trap model
is its symmetry where (in absence of a bias) there is no tendency for the carrier
to dhft from any configumation of traps. Hence the carrier hops in any possible
direction have an equal probability and the different hops betwesn wmllevs are, of
course, uncorrelated. We use the above given distnbution as a basis for further
consideraticons.

The Gumbel drstrrbufron. As we alrendy menticned inSec.6.11.1, we can identify
the random variables = £. Moreover, from expression (6.235) we find

1 A
plh) = —expl——),
I:|£ |: I:IE I:

A !
() = mxp(— ), oo (M) = (= ), (6.236)
e "."'--:
required toexpress formula (6.254) in an explicit form. Mobe that the third expression
(6.236) together with (6.233) gives an explicit, unique relation between the value of

M obe that for meet casss anal-Hcally solvable both definitions give identical shapes of distiby-
Homs of random vatiables which requiire only rescaling by addittre and for multiplicative constants.
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the rare event A, ... and the number of chservations L

A
— = In(L}, (6.237)

)

which peoints toa slow (logarithmic) growth® with increasing L.
By using (6.236), formula (6.234) takes an intermediate form

! A A
Pl:-'-'-.n.:_rZ 'EI'FJJ_'EJEPE_¢.'HP|:—EEPE— : 1:‘-r.|.:.1.-.|_|.
I'£|: g 1

)

(6.238)

To obtain the senrched distribution in o closed, explicit form the following transfor-
mation of vadable £, . or A should be made

Abe A 6.259)

” E Lomax — "I"-nn:.'r _
{=) i) {=)

hence and by expression (6.238) we finally cbtain the well known Gumbel distribu-

tion
Plu) = expl —ujenp —exp(—u)) (6.240)

of the u random wmriable, where we tacitly use the invariance of the probabilify
under the monoctonic transfoarmation of random wmriable I::i.n'r:':n.ri.':n.nt messure ) thus
we used the equality

Pgee = Md\ = Plujdu. (6.241)

Mote that the most probable wmlue of this distribution is ©« =0 which shows that,
paradoaally, the rare event A .. 15 the meost probable wmlue among «, . .%. On the
other hand, when u — o0 the Gumbell distribution Pu — c0) — expl —u). Hence,
the distribution of random variable £ and the analegous (although asymptctic) one
of wariable £... are exponential. We can say that the exponential distnbution is
asvmptotically stable with respect to the "max’ operation.

The Fréchet distribuiron. [Mow we are ready to answer the question concerning
the distribution of sojourn times of the waller in traps and find (by using formula
(6.234)) the distribution of its longest values present within a given series of chse-
rvations. Then (ms we menticned at the beginning of Sec.6.11.1) we assume that the
random varable T = 7.

Accordingly, we perfarm as the st step we perform the transformation

= |_|:|'_' - T - |:._JII': -_"-.:I
: ; o 1 a —
pl:a'l = Fl:Tl:EII = ;W I:IE.E-I_-EI

“Far the shromger definition of the mes event (8.233) e obiain e E = InlL/ g} while the
Gumbel disbribution (§ 240) of variable v defined by (3.239) is unafected.
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where weset ¥ = exp( 3 - A), as we consider ower-barrier jumps of a carrier (here
A denctes the energy unit), and the exponent

ln{ V) 1

a = = .

lni+"y & )
To derive of the second equality in (6.242) we used again the invariance of the
probability under the monotonic transformation of random variable (as given by the
Arst equation of (6.242)), i.e. we usad the equality

(6.243)

g lridr = pleds. (6.244)

[Mote that the erponenfml fransformation of the mndom varmble leads fo the frans
formation of #s (invariant) probabil#y distribufion from the erponential one to the
power-law. Conversely, the logarrthmic fransformation of mndom wvartable leads fo
the transformation of os probability distrbufion from the power-law fo ezponeniial
Ones.

From the second relation in I:E. 242 and dehniticon IIE.??EI] we can ensily caloulaba
the probability

gl = S (6.245)
and hence
. 1

necessary to obtain probabiliy distribution (6.234) in an explicit form™. Mote that
by using eq.(6.232) we obtain A, ... = a power-low function of f

== = LM (6.247)
o
It should be notad that the same result is obbained if we use the mre event of enargy
depth of traps (6.237) == a power (divided by A) of 7' which gives self-consistency
of the approach.
By introducing formulae (6.245) and (6.246) inbo (6.234) we obfain after stra-
ightforsard calculations

1 a
T M (A A
Hence we finally obtain the Frechet distnbubion

Plrpee = A expl— LA A0 (6.243)

1
Plu)= uile:'.:pl:—;] (6.249)

10T he A rariable vig=d hare relates bo - and pok £ one.
NB. iming the et definibion (3.233) of the rare event one getz a rehbed scaling law
jm__:.l.'m = [L.l.-t,-,:, . IJ-:I:IJ a4l
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of u Ay A e variable, where as usual we used the inwmriance of the probability
under the monctonic transformation of random wmriable, 1.8 we used the aquality

P'I:.—.m-_, = Adh = P'I:u'la'u. I:E.EE-I:I'I

It can be ensily found that the most probable value of e 15 proporbiconal to
the value of the rare event A, P

As it 15 seen, for w % 1 the Frachet distrbution is the power-law of exponent
1 + a with the power-law correction to the scaling of exponent a since

Ful 1

(1— —). (6.251)

EI....'l.-|-1 T

F‘Iiu'lm

Anslogously to the Gumbel distribution, we can again say that the power-law tail
is asymptotically stable with respect to the 'max’ operation.

Aelatrion between the Gumbel and Fréchet distribuftons. The above cosiderations
show that, when we made the transtormation from the random wmriable £ toits expo-
nential representation vz ) (cf. the first relation in (6.242)) as a result we transtormed
the Gumbel to the Frechet distrbutions. In cther words, the Gumbel distribution
characterizes an additive stochastic process while the multiplicative cne is charaec-
tarized br the Fréchet distribution (where relation between both processes is given
b the log operation ).

6.11.3 Pictorial analy=iz of rank ordering

The main goal of this section is toshow the decisive role of rare events in Hierarchical
Continuous-Time Random Wallk (HCTEW) for asyvmptctic many time-steps. To
malke our analvsis more convenient we treat warinble £; A a5 a discrete cne which
is possible as A can be alwmws asumed to be sufficiently small (ie by sssuming
A F). Again, we assume that £ =7 15 our random vanable distnbuted according
to the power-law defined by the second expression in (6.242). Mow, we introduce
the discrete notation j = &, 7 =0,1,2,. .., and define IV =exp|:T:‘ I hence, with a
good approximation, —';‘ e ] — _Tl., which males the ttansformation to the discrete
distributicn

1 1
pler=g'j1=(1- TI i 3 =0,1,2,.. ., (6.252)
and the definition of the rare evant
1 1
F”L:;1ni:rll = I:_]' - ? ! AT jmaz (6353'

claar?,

Phlore predssly, .. = (a/(1+a))? = Aer and cnky for a — oo sariable n .= A .
n the above derivation we simply e banged di %) for 1. MNobe that the distiibution has =41l
an exponential form and its normalization & conzerred | as it should b,
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Hremarchical wading-fime disiribufion in a drisoeie represenfafion. [ote that
cur hisrarchical waiting-time distrbution, ©(t) (which is the basic function of the
HCTHW ) sssumes, within the abowve introduced discrete representation, the follo-
wing useful form

oo
r_ll:f"l — E PHI:J' ) -2y I:‘f' 1, I:E.25+'I
el

where the conditional Poisson waiting-time distnbution

1 t

L'j[f'l :m E"'..l:ll: I I:E.EE-E-'I

and g'(j) is the weight which plos a fundamental rcle in these considerations. (Of
course, this discretized (1) conserves the normalization and sealing). For exampls,
the sojourn time can be easily calculated by using the weight,

o o _
it) = Ep”le'I- -::f::j, -::f::j =7(j) = JIV t. o, itidt = - (7). (6.256)
=0 ?

IMote that the partial residence time {t);, 7 = 0,1,2

L R

total residence time is finite only when a > 1 and equal to

is alwms finite but the

11
it = - 1Ti_ (6.257)
n

otherwisa it diverges which fullyv agrees with the result shown in Sec. 2.2, Hence, to
obtain () finite the weight ¢"( j) must conver ge sufficiently quickly with the increase
of wrinble ;.

It 15 decisive for cur present considerations that the mbio of successive weights

S+ _1

fly W

be already j-independent. This means that in each single-step the residence of a

cartier in a tmp with sojouwrn time w - (7'F or in state (or hierarchy lewsl) j is

N times more likely than those of the next larger order j 4 1. Hence, cne expects

(on the awerage) that the waller will visit N/ traps having the shortest scjourn

time m before he encounters a suthoiently deep trap with a mean residence fime
T =mo 7, =12,

Froctical arms. In Fig 6.9 the schematic illustration of this essential ohsarwmbion

is given in the form of one-dimensional hierardhically crdered time-intervals o mean
residence (sojourn) times in the corresponding traps. Here

(.25}

(1) we neglect {due to the Bernoulli law of large numbers) the Huctuation of the
number of hisrarchy levels as well as their succession (as we calculate the
summarized quantities), and



Hicrarchical ordering of mean residence times
(1P () =1N

rare event: T(j=2)

For example: N=3, r'=4

self-similarity:

a = In{N)/In(t") = 0.792

hackground event: ={j=l)

Rysunek 6.4 The part of the stochastic hierarchy of the carner residence times in
random traps presented in the form of crdered two-dimensiconal zig-zag intervals (the
art-view ) where the length of each inbarval is gven by .—Ifj'l = .—u-l:.—"lj:, =012,

(i) plot only the length of the sverage time-inbarvals (t);, 7 =0,1,2

It et R

As it is seen, we made the transtormation from the sbochnstic hisrarchy to its deter-
ministic representation. This malwes it ensier to realize our practical aims, namely

to discuss
i1) the rank ordering of residence times,

i2) the finite-size effect as scaling of characteristic quantities with the size of the
hisrarchy.

From Fig 6.9 cne gets the usetul relation between the size of hierarchy L and the
number of its levels j(% 1and &, NV = 1),

Liji=N N 4 W N e e (6.258)

1-1w -
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RANK ORDERIHNG

le4 08
]E-I-l:ll 'F__l || FI-_'I. n,'.z'\-

® F =i T,

10000

jles sl
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1

Rysunelk 6.10: The rank crdering of residence times and depths of tmps described
by the power-law (function Fy, where AZ is given by eq.(6. 276 ) ) and logarithmic ( Fr,
where A7 i5 glven by Eq.[E.ETE- 11 depandences, respactively.

The quantity L(;) is also the total number of steps after which the walker encoun-
terad the trap with sojourn time m - (7).

IMowr, we can set the rank n = L{j) and lock for the corresponding sojourn time
as a function of n ranlked according to its decrensing amplitude. Hence, we can writa
the one-to-one correspondence in the form: n = L{j) & (7' ¥==—7 where j, ... is

related to the total number of obsermtions L by using relakion I:E. 258 we can wrike

1

L= Lijms) ™ 17y

. Pyimaz. [E.EECI |
From expressicns (6.250) and (6. 260) we calculate exponent 7. — 7 and by intre-
ducing it into the formula for n given the above, we finally find the searched ranlk
dependence

) =m (7™ = £'ll ."‘J (6.261)
T

which is (far large L) the power-law with exponent —1/a. In Fig .11 we presented

this dependence, for example, for @ = 0.792 (or ¥ =3 and ' = 4) and L = 95341

Eq.(6.261) shows that hierarchieally crganized encounterad random variables lead

to the power-law mank of their amplitudes. Spealdng more precisely, we obtained a

lind of descending devil’s staircnse whose average slope is asyvmptotically given by
encponent —1;a.

Empirical verfication of the fail The rank relation (6. 261) is very useful in iden-

tifving the nature of the tails of probability distributicns. The single-step procedurs

15 =5 tollows: one sorts in decreasing order the senes of observed mndom wariables
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(for excample, 75 ) and cne simply draws A, (here equil to 7(n)) as a function of n. I
varables are power-low distributed | this graph should be a straight line in o log-log
plot, with a slope given by exponent —1/a (as shown, e.g, , by expression (6.261)).

Decsive mole of rare evenis. Our second aim is realized in connection with rare
events. Mow, we can prove that the (awerage) total time for which carrer stays in
the traps encountered during L sbeps obeys the same scaling law with L as a rare
event.

First, from (6.252) and (6.253) we easily obtain

Ji N ;‘ L 1 i \ — 1 = 1
P =LA = = ) = =
Ini L)
= MApow = ln[I:"'C' , (6.262)
L

where the second relation defines the rare event in agresment with weaker definition
(6.233). Hence, we hawe

(7 = L1 (6.263)

By using relations (6.260) and (6.253), we find that just j,.. is the rare event in
the stronger sense given bn (6.233); thus,

Ii.—"r:i"“—' =[I:1— Tll L]l."‘, I:E.EE-]:'I

which means that the difference A, . — je = o V/ In{1 — 1/ ) is an unimportant

wf

constant.

The total fime mentioned abowe s given by the following sum

_i o _-,:Ell:-'l_.-.l_:i,,m_. +.-|'l-1|::._llll':im_-_1 +... 4+ _-"t-':i"“—-_"{,—'llll +_-"¢--:i"'"—-|:,—"'lu

J oy - 1 L - ’

_ o yme=+1 _ ] — (7= fora <]

= _wm_-':-\ T ™ { - ] (8.265)
= -

— - N™= fora = 1

B~ introducing eq.(6.264) and eq.(6. 260 into (6. 265) we cbtain the important rela-

tions

f1—Lit/= 1ia
+ e L%, fora <1
= e N (6.266)
™ 1—‘-_5- - L, for e = 1
-

IMote that both relaticns (6.265) and (6.266) distinguish two esentially different
ranges of exponent a (the marginal case @ = 1 is not considered here). For the
first range (a < 1) we found ¢ proportional to the rare event, ie. it scales with the
number of steps L in the same manner as the mare event; this is the man result of

223



this section. The proportionality coefiicient is called the (dimensicnless ) fracticnal
residence time. For the opposite, regular case the analogous coefhcient is simply the
residence time given above (of. 2q.(6.257) and second relation (8.228)).

I, it is easy to calculate the dependence of the mean-time, {t), usad by the
walleer for asingle step, on L. For the asymptotic long L one can write the folowing
average calculated along the L-step trajectory

.::1!':: _-'l..-.:'"u.: i _"I:.:irru_-—l i1 _TIJ .II}"“__
R A A
Bo3PP L1 fora <]
- AN (6.267)
&, for e = 1,
1

Of course, this result can be cbtained straightforward from expression (6.266) by
deviding it simply by L.

Addstional properties of rare events. It is useful to hove a list of several simpls
properties of the rare events. The frst question which we can easily answer is: howr
many potential mre ewents, Lauex, frplcally appear within L3 1) events"*7 From
(6.250) we immediately get (enchanging simply j for Lu.): Lye =2 2ozl

The second question is: how the distance betwesn the successive rare events

increases with L7 Again from I:IE.EE-EI'I wa obbain
_"I.L[j'l = Llfj +1i— Ll:j'l = Wi+l g [."'f - 1. L(j'l: [E.EEE'I

i.e. this distance increnses linearly with L.

Thea third question concerns the ratic of the wmlue of the potential rare events
and their difference. Directly from Fig6.8 we find that this ratio i5 simply equal to
7 independently of L while their difference

- [(F et (e e L (2 = 1) LY (6.269)

scales with L as o single rare event.

6.11.4 Rank ordering of random variables. (General appro-
ach

In this section we o5k o more general question than in Sec.@.11.1 although we consi-
der agnin a seres of L independent chsarmations of random, identically distributed
phenomena. We can mank vadables ,, [ =1,2,. .., L, in decreasing order of their
amplitude. We dencte b A, the n*t ancounterad mlue among these random wmrin-
bles. Hence, for example, Ay = 7, and Ay =z, (ie. the minimal wmlue of the
varables x;).

HThe pobential rare event is such an event which i= the mardimal one but within the given mimber
of stepe smaller than L.
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As the first sbep we are interested in the probability distribution P, (A, ) of the
random vadable A, . We can write the exact formmila

Fu(Aa) =L Cp23 plx = Al (A o (A5, (6.270)

where C}7] denctes the combinatorial (ot MNewbon binomial) factor. The product
L. C'E:i gives the total number of woys o set A, within all possible conhgurations
of L — 1 which remsin random vanables of the series. [Mote that for m = 1 the abowe
formula simplifies to expression (6.231), as it is expected be.

In the second step we find the most probable wmlue of A7 (for a given rank =),
B+ differentiating probability distribution (6.270) and setting it equal to serc we
obiain the formula
1 EFII:"L,‘ i

L dh,

- E - [l - ()

+ ':1—%'-[?':-\1"]:-# (L) =0 (6.271)

useful for further considerations particularly when n, L — oo with fixed mationy L.
Then the first term in (8.271) vanishes and we cbtain the formula

oo AL es E (6.272)

peldn) - pa(An)

which generalizes (6.232 %

To complete infamation about distribution P, (A,) in the vicinity of A2 we
calculate, as cur third step, its width «,. We find o, by using the saddle-pant jor
Gaussian ) approsimation from the second derivative of In B, (A} calculated at A7
since in this approcimation ocne can use

23
a-

dA2

In 1:",,_|::_"|._,_l i |-‘*F|= —

.:':;':_l =

Henoe and from I:E.ETI:I I, we chinin immedintely the width of the probability diskri-
buticn F, (A, ) in the form
1 /3 (1-3
v p(A%)
which i5s more and more sharply pealed around its meost probable walue A7 as £
tends bo infiniky (with fixed matic n/L).

Two useful cases. Let’s assume the case of exponentinl tail I:giwn in Secg.11.2
by eq.(6.235)). By applving the second relation of 2q.(6.238 ) to eq.(6.271) we cbtain
that

[RAF]

o, ==

(6.274)

. L -
AL =2 (2] Ini—) (B.275)
1

5V e umed here the normalization condition Peldn) = 1—p. 14, which iz valid for the continuous
random variable.

225



In the case of the power-law tail (given again in Sec.8.11. 2 by the second equation
in (8.242)) we cbtain

. Loa
.tﬂm ™ - E;Il

. (6.276)
which was already derived in Sec£.11.3 by the simplified approach (of course, A7
present in the above formula is equivalent to 7{n) in formula (5.261)).

In Fig£.11 we compare beth the abere derived results in the log-log plot (where
we used [ =834l and a = 0.792). For the exponential distribution we observe an
effective slope which is smaller and smaller as the rank varable n increases, ie. the
rematlmhble difference between both manle plots is well seen.

6.11.5 Concluding remarks

In the paper we present, in the content of amorphous materials, two essentially dif-
ferent tvpes of transport and diffusion: above the temperature thresheld 1/ 5 = =)
they are regular (normal) while below they are ancmalous (ie. non-Gausian). We
discuss, for these two regions, the asymptotic form of the spatinl-tempeoral pro-
pagobor, the time-dependent drift and the vanance emphasizing their subdiffusive
character. IMoreover, we were able to show the decisive rode of rare events in the-
se anomalous types of transport and diffusion by matching the biased Hierarchical
Continuous-Time Random Flight model and the Extreme Value Theory. We ho-
pe that this approach males possible a deeper understanding of the transport and

diffusaion phenomena.
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CzeS¢ V

Wspolczesna teoria oceny ryzyka
rynkowego
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Istnieye proyvnajmnie] killa powed o, dla kbdrvych dotychomasowe tecrie coeniajpoe
ryylo rynloowe™ =g niewystarcoajgee. Tecrie te bazujy na Centralnym Twierd-e
niu Granicznym (CTG) eovli na analizie —misnncscl (~volatilib’) recumianej jale
tvpowy rocrout cen akejl badz wislkoscl indelsow gieldowych wiols] ich wartcscot
przecigtnych wvrazony np. o pomocn dyvspesii o lub kurbomye k. Tego typu podej-
sCle oTnacta, oe najistobnie e informac)e statystycone cowarte s5 w tow, proadziale
trovsigmerm (+£30). Innymi slowy, "ogon” rockladu nie cowiera wiedy istotnych
informacy statystycznych - jest to gaussowsld punldt widzenia, w ltborym nie ma
miejsca na procesy stodhastyezne frpu Léevy’ago coyli na cdarcenia rzadlde.
Provcesy Lévyv’ego s proaciwiefistwem procesdwr gaussowsldch gdyz manms » nich
doczynienia = tow. rockladami poszerconymi gdzie najistotniejza informac)a oullda-
dzie statyvstyeznym zawarta jest wlasnie w pogrubionym "ogonie” funlcji rocldadu:
prowadzl to natychminst do nieslonczons] dyspersji 1 kurtooy a tym sammm do bez-
ufyteczncecl ocoeny ryoylo oparte] na tego frpu tradyvoyrjnech cmienncsciadch. Jak
widac, wlasciwa analiza ryzyka rynkowego wymaga innej definicji ryzyka.
Isb:.ﬂ:q. wapdlooesne] tecri ryTyla rynlkowego jest traltbovanie cdarzen elstremal-
nych jako posisdajnoveh decvdujocy wplvw na charalter 1 wislkese poncszonego
rvzvle, Jest to cosadnicoa rocnica w stosunku do podepe tradvoyjnych, w kbarwch

tego typu cdarzenin s5 po prostu ignorowane. Prowadzi to becposred nio do nowej,

wapolozesne] definicji nroyla nloowego worazonego ca pomocn statvstvld malos-
malnych strat direslanej po prostu mianem "oceny ryoyla” (po angielslu "Value ab
Risl™).

6.12 Tradycyjna analiza poziomu ryzyka
Proyjroyjnne sie nieco doldadnie] reli CTG w tradyovine] ccenie pociomu nrzyvla,
analizujac zalezng od coasu chwilowg stope swrotu

duk. N4 At — X2y AX(H
ARt = =
|: Xt Xy’

(6.277)

jaldegos papieru wartcsciowego, kbdregs cena w chwili * wynosi X(t) a w chwili
pocniejsme] t 4+ At jest A(f 4+ Af); tuka] Af jest ustalonym hon—ontem coascwym
covliccas t=mn-4At, n=0,1,2,.. .. Stopa owrotu moze byvd cardwno dodatnia jal i
ujemna - w tym -:.\El::n.tm.m prv Fﬂdl‘l.l powinnismy nnvslec ostopie Twrotu, ocmywiscls,
jak o relatywne] stracie.

W dalszym ciggu wakladamy, ze zmiana ceny w zadanym horyvooncie coasu At
jest relatywnie niewiellm, ton. | AN (#) |« X(1), stgd zaleina od czasu chwilowa

BTak wiadoms, ryzyke iowesbycyjns moina podzielid na rynkowe czyli podstarore —wiazanes
= dynamila cen akcji emibera na gi=ldzie i posaryphows, za Lkbore a-:]p-am-:-:b.alna ]-=.'|: :.".h.n-:]a.
w firmi= emitujace] akcje craz jej zewnetrzpe twarinkovania, W dal=sym ciagy cajmujemy se

wylacznie rrzvki=m rrokoeym zakladajac, 2o te dea rodzaje rrzyka =3 ze soba meskorekerane,
Bizvko rynkewre frakborad badiiemy calosdowo pomimo d=go, 22 mocha je podtielid m wisle
sk ladnikémr, ma Lbdre wplyw ma szereg récmych coynmbdrr nie fylko natury skonomicznej.
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stopa cwrotu

1l-|—_"'|.1l ] =
ln|l\ (¢ l:] Inf{ X 4+ At — Lo A(2)), (6.278)

covli Jest, = dobrym provblizeniem cmiang logantmés: cen. Jest to jeden © powod der

dla kbtorvch wygodnie jest sig w wielu roonydh sytuacjach poslugivad logantmem

ceny a nie samsg ceng. WiraZenia (6.277) craz (6.278) pocwalajy na stcsowanie

—amishnie IZ';'.' zaleznoscl od potrzeb) jedne) ¢ troech definicji chwilowe) sbopy owrobu.
Ponievaz ma misjsce nastepujgon delkompooycja

n—1
II:ri-_"'n.ﬂ:II:ﬂ]+z_"tI|:j-_"u‘], (6.279)
il
wisec sumarvezna stopa —wrotu (owana dale] po prostu stopa —wrotu) dana jest w
postact sumy chwilowwch stop owrotu

j=0

Rty = —I':ﬂ,_ X (@) e In {ﬁ\] =ln (ﬁI(J + AR _‘u‘n)

Ay I[ﬂ];
n—1
e % AR(G- At), (6.280)
_;i—l:l

proyv eoym milezges zalezylisny, Ze talce wartegd sumarveznej zmiany ceny | X (21—
H(0) | X (D). Wynik (8 230) ma chamlkter zasadniczy, esynigey celowym wprowa-
dzenie kluccowego calodenia tradyvevine] analizy ryzvla traldu e ] chwil owe stopy
zwrotu jak niezalezne zmienne lesowe o identyeonym, nielonieccnie gaussow-
skim rozkladzie wymagajgoym jedvnie aby wanancja chwilowe] stopy owrotu byla
slkoficzona 1 niesalezna od czasu

= {[AR(t)— (AR())]?) = {[AR(#]F) —m* < eo, (6.281)

podobnie jak 1 sama wartess srednia
m = {AR(t)) < oo, (6.232)
(innymi slowy, czas jest tuba] traldowany jako jednoredny czyvli w sposch stacjonar-

oyl

W owigzlu ¢ powyiszym, do stopy cwrotu RIZH meozna trstcsowent OTG, Ozna-
czato, Za dla n — o0 centrowana —mienna lesowa Rin - At) — (Rin - At)) staje sie
tmienng gaussowskn |:c":_}']i podlegajnen rockladowi Gaussa) o warianc)i

.:l‘.ER_IZri-_"'nH =n.a° I:E.?EE]
1 wartcecl srednie)
mg(n- At =n-m. (6.284)
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Zatem jalalclwick miam pociomu ryovle, —Ag, (gd=ie Az = 0) np. rocroub troy-
sigmomw v

Az = =3 agit) (6.285)
lub recrzut wegledny ezvli towr. wepolemnnilk smiennossi

ar(t) g

A =
|fﬂ_q|:'|!'|| |rn|

y rz (6.286)

bazuje w trm podefciu na dyvspersii o (gdyv: skosnces dla rockladu Gaussa znilea
a lurtoza jest po prostu stala). Wiyrazenie |:IE 256 ) nazyvwa sie coesto "jaloscig in-
westyol” o talze "stosunldem svgnal-stum” jalk tes Ystosunldem Sh.‘:n.rl:e " lbdne
oohacta 518 proes & 1 owylkle clmesla w slali relu. Zauwazmy, Z8 miary pociomu
rvzyle (6.285) i (6.286) naleZy tmltowane lomplementarnie. T'i. taldm podejsciu
(lbére silg roeczy jest tuba] dwuparametrowe ) straty i —vski sg roclocone symetne-
cznie wolid] wiellcsol sredniej mg(t).

Zakres stosowalnoscl

Pogwigoimy teraz nieco wigoe] uwagl calkresowi stosowalnoscl povyzszego, trad voy)-
nego podejscin do oceny potiomu rsyla.

1 Jak juz powiedzielisnry, straty 1 cysld podlegain tuta] rockladowi symetryvez-
nemu dlabego wistepuja, srednio roect biorge, © Jednalowg cogsboscig oo na
cgol nie ma miejsca dla sytuaci rcecoywistych. Inacce] méwine, model tald
¥st nierealistyozny.

2. Inna niedogodnose modelu opiera sig na calozeniu relatywnie malych zmian
cany walor co pozostaje w sproaccnosci © coesto obserwowanymi (—wlmzema
w ostatnich dwoch delmdach | znacznymi, slhadwowymi cmianami cen walordw:
wyliracmajgoymi tnaccnie pota obstar troysl gmowy

Ponadto, samo talogenie o skaicoone] wartosol dyspersji moce bye kwestiono-

L

wane ze wigledu naistnienie cdarzen roadkich. O'bjawia sie tow postaci niesta-
bil nego zachowania estymaty dyspersji e worostem rocmiaru okna coasowe go
fe=yli lie=hy danych empirveznych budujacvydh dyspersje). Zamisst stabilize-
wania 512 te] wiellkosd, jak to proewiduje Prawo Wiellich Licch PBernoullie-
g0, observwuje sie co jakis czas uskold, kborrch amplituda wyraznie wornstn e
wzrostem wielloosnl olna coasowego ¢ lborego chiara sig dane. Inyvimi slowyr, gdy
worasta wielloss okna coasowego o tym samym womasta prawd opodobisi st
wvstgpienia tdarsenia roadldege destabilizujacego estrmnte dyvspersji.



65.12.1 Twierdzenia graniczne na gieldzie

Tyvtulem wieloe poucoajacego provldadu, postavinmy pvtanie kluczowe dla trad vopd-
ne] analizy dynamilii walordw, o minncwicie: ooy proewidvwanin CT G sg ooy tes nie
55 observowane na gieldzie? Odpowieds na to prtanie jest clotona i zalesy od tege
jaki papier wartocsciowy lub indeks a talze jald hory-ont czcosowy 1 coasdires rozpa-
trujenyy. Mianowicie, dla indelsu Standard L= Poor 500 notowanage na Mewe jorslde]
Gieldzie Papierdw Wartcéciowych (ITYSE) - jedne] = najwielsmych gield swiaka, dla
honzontdw coasowydh od Af = 1 [min.] do medu At =1 [(d]Y dane empinrecne
proeslmlovane wa pomocy coynnila (At~ = kolapsujg, = dobrvm proyvblizeniem, do
stabilnego, symetryeznego rockladu Levv’ego (o ile ich stabystyld prosslalujeny za
pomocg coynnila odwrotnego ), gdzie a jest indelsem rockladu Levy'eago. Wiasnoss
ta nazwa sig Usgélnionym Cenbralnym Twierdzeniem Graniccnym (UCTG) lub
graniczmym twierd zeniem Lénage-Tthintchine’s (TLI). Wiynild te zostaly uzysla-
ne przez R.I1. LMantegne i H.E Stanlev’s | pabrs praca pt.: "Scaling behavicur in the
dvnamics of an economic index", Mature, Vol 376, [Mo6 (1995) 16-49 craz ksiazln
twch samnch autcrdw pt: " EBlondhzyla, Wprowadzenie” |, Wydawnickwn [auloowe
PWIT 5A, Wamzawa 2001). Analogicone rezulbaty otroymali B.H. Wang 1 P.IM . Hui
dla indel=u Hang Seng gieldy w Hong Kaongu (patrs praca pt.: "The distribution
and scaling of Huctuations for Hang Seng index in Hong Ivong stock marlet”, The
European Physical Journal Vol 30, Mo 20 (20015 573-579).

Oeooywiscle, stniejg talce T'.':nl-:n lsborvch np. doienne cmiany podlegaig rockla-
dowi Gaussa |:|_.'ﬂtl_ rvs6. 1101w _.an_.l-u trm dajn sie zestandarvoowad oo umoc-
liwin gaussowsld lwolaps danych czpli casad niczo rocny od wspomnianego powyze].

Ponize] omawiamy wnicsld plyngoe = analizy oba rodzajow twierdzen granics-

nych jakim mogn podlegac dane empiryeonych dostarczane proes rynlki finansowe.

65.12.2 Uogolnione Centralne Twierdzenie Graniczne na NY-
SE

Jak uz powiedzielisnay, clamame Cenfralnegs Twierdzenin Granicznego covli za-
chodzenie Uogdlnionegs Centralnego Twiserdzenia Granicznego dla rynkoer finansc-
wych pierwsi zachsermowali Mantegna i Stanley badajge indels SEP 500 notowany
dla danych szyblozmiennych o wspomnianych powyze) horrzontach coasowych orac
wipomnianym zakresie. Proedstowions to na rvs.6.12 w postoci od powiednich roc-
kladow prawdopodoblenste proyv coym, w miare worostu horvoontu coosowego, jalk
nalezalo sig spodsiewnd, wartced pocmsgtlowa rockladu maleje ale =a to (cgodnie =
normalizaciy ) rocwartos mmion laoovwe] dowonowe] moenie. To co byvlo caslalo-
jace to worost splmzcoenia (leptdiurtyeznosci) covli womost nadmiarowe] kurbomy
za warostem horvzentu ezasewego (np. najbard=ziej leptolurbrezna jest krmwa dla

gkrdt "td"™ jest akromimem angislskis] nazwy "trading dar™ czvli "deieft brammakc o™,
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At = 1000 [rnin.] o najmnie] dla At =1 [min.]) oo sbol w jawne] sproeccncsct = proe-
widvwaniem CTG, ktdre mowi, Ze w miare worcstu horyzontu coasowego rocklad
sumaryvoone] cmienne] losowe] coras bardzie] upodabnia sie do rockladu Gaussa a
wige jago leptoliurtyrozncéé malsje dozem®™. Byl to wynil, lbéey wetrmgsngl fizyleami
analizu jaeymi notowania gieldowe 1 stal sig faldveznym l:-:-c':qtluem alonohzvld coe-
li pocogtliem ogromnego worcstu cainteresowania fizyleow Anansowymi soeregami
CTASCWVITL.

Maryvs.6.13 prosdstawione rocklad prawdopodobienstea snormalizowans) cmia-
ny tego indelsu Zjo, gdzie Z(t) = Zau(t) =Vt 4 At) =T (2), proy eovm Tt 4+ Ad)
oraz ¥ (1) sa wartesciami indelsu SL:P 500, od powied nic, w chwilach ¢ 4+ 5% 1 ¢ nate-
minst o = o At) jest estymaba dy pesii Db]il.'."_.Dﬂq. na pu:dsh:m‘ie proadstamrionych na
rysunlku danyeh empirveznych dla wybranege hory-ontu coasowego At =1 [min].

Wreszoie, na 0vs.6.14 proedstaviono wspomiane na wsbgple, proeslalowane sta-
tvatyld indeksu SEP 500 w zaletnoscl od prosslalowane] cmienne] losowe] tzn

—_—
)

Pa(Z) = B(2) = (M)* Pul2), 22
gd=ie indels a, wspdlny dla wsmystldch stabystk Pas( D), zostal wyznaczony < ich
wartoscl dla Z =0 czyli = prowdopodchienstwa powrotu d-: poczatlu a dolkladnie)
= nachylenia prostej Po, (2 =0) (w slali log — log) w funleji At (patrs rvs 6.15).

(6.287)

6.12.3 Stabiloy, symetryczny rozklad Lévy'ego

Tolaps danyech uzyslany d-ield skalowaniu (8.287) {pats os.6.14), gdzie indels a
uzyslano analizujge pravwdopodobieisteo powroty do pocsgtl Pau(Z = 0) (patrs
rvs.6.15 ) wslmzuje, e stabvstyla dla omawianych horyoonbow czasowach meozna wor-
razic Ta pomocs stabilnego, symetoreznego rockladu Levv’ego o indelsie a

1 ==
Pyl = —JI' yaslglecsigl idyg, (6.288)
m Jo
gdzie
vaslg) B exp(—qAt g7 (6.289)

jest jego funlejn charaktervstyezng. T wyrazen (6.233) i (6.289) ohrmymujeny (po

dolonaniu proste] camiany cmiennych g = g = |:*'._"|.1"|1"‘q I, e

1 1, 1

wlo =01 = — = — Rl
.F'___;,Ii )] TI'-Eu‘rIiﬂl o I:"._"n.ll'll'-":' I:E ATy
gdy=
1 r r i ,
Teuc(2)=a [Top(— g1 = [Tespl—y) y¥ =y, 8200)
[ L} Q

E0cywisgcie, o ik wyjdciowe mislifmy fakie do czymenia = rockladem Gaussa to admiarcra
Lurboca caly czas jest rowpa zery niezaleznie od wielbosd horrzonby casowego AF,
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gdzie dolonalismy zamiany cmienmvch y =| g |*. Dysponujpe konkretng wartoscia
a, wysnacmany coynnik slalujgey 4 = worazenia (6. 200) 1 wielloeal proesuniecia linil
proste] (biale kalla) na wovloesie (6.15).

Zouwazmy, e tarowno elsponent a jak tez coynnik skalujacy 4 cmieniajy sie
w czasie - tutn] T miesigon na missine: te miesigozne wohania proadstoeviono na
ryvs.6.16 1 s.6.17. Jak widac, nawet najwiglssa wartosd a jest chactnie mniejssa od
2 (fypowy blgd pojedyneze] wartcécl wikladnila a dla danege miesigen podanc w
oplsie rvs6. 150, )

Podobnie, dokonujae tamiany cmienne] Z = 2 = I/ (v A8 w calee (6.288)
otroymjemy possuldwane wrazenie

R 1 jeo -
P(Z)= —f exp(— | g [*ices(gZ)dg (6.202)
md0

niezalezne od At proy coym jest ono powigzane ©wyjsciowym prawd opodoblenstwem
P(Z) pierws= relacja w (6.237). Zatem, opis casadnicze] coegci danych empiryes-
nych =a pomocg reclkladu Lévrlago jest dowiedzicny chooias problem opisu lezhbaltu
sampch "ogondw” jak tes znactny recrout danyeh na "ogonadh” (patrs vs6.14 dla
| Z |- 0.5) jest weias cagadnieniem otwartym budzgeovrm wielkie cainterescwanie.
Warto podlaeslic, ze np. prawdopodobienstwe powrotu do pocoghlu dla reclkladu
Gaussa skaluje sie = wykladnikiem a = 2 oo definiuje supelnie inny (normalny »
proeciwiefistwie do anomalnego ) " swiat statystyozny™ | w lbdrym nie ma misjsca na
zdarcenia rzadkis,

6.13 Kolapsdanych a Uogdlnione Centralne Twier-
dzenie Graniczne na NYSE

W orelu 2008 ulmzala sie praca (K. Kiyone, 2R Struzik, Y. Yamamobo: " Critica-
lity and Phase Transition in Stock-Price Fluctuations”, Phys.Rev. Letk. 96 (2006)
068701-1-068701-4), ltdra pordewnuje e scha proebieg indescu SL:P 500 w dwach
isbotnie rocnych proedzialach czasownrch:

i1) zwwierajgcym tow. "coarny poniedzialel” ("black Mond =™ ) covli ponied zialek
18 pocdmierniln 1987 rolu, w kbdrym inden straci] niespodziewanie, w proe-
ciggu ole. 10 min. blislo 173 swoje) wartoscol I:l:a.tr_. rvs.6.18),

i2) w chezarze nie —wwierajgoym coarnego poniedziallu.

Ma rvs.6.13 proedstawions (w slali péllogarvtmiczne]) proebieg dziennych war-
tosci (na —amknisciu Z(1)) indecu SE&P 500 w latach 19834-1995 Olres ten jest
szcoegolnie interesujgey gdyv: zawiera nie fylko tow. czarny poniedzialel ("blad:
Mondag™ ) 189 pacdziemilm 18987 rolu, w lborym warkeose indelsu spadla o blislo
1/3, ale tal=e proejowis wphw wojny w Datooe Parslde] Oprocs tego, na nsunlou
tvm zamieszocono wariogram pamcu)aoyr wsokorzestoeciowe, w 10 min. odstepach

236



czasu, zmiany logantmu indelsu, 17(#) = ln Z{t). Ocmywiscle, analiza proedstawic
nego tam steregu coosowego wyvimagn jego wotesnie]jstego odetrend owanin®®,
Ma rvs.6.19 proedstawicno | kalee w skali péllogarytmiconej statvstle, P(A D)

zdetrendowanych —minn

2

AT R Tt 4s) = T, (6.293)

( gd=ie = jest horyv-ontem czmsowym a gwiazdln conaczone wilasnis wielkegd =detran-
dowang ) dla jednego rolu nie towiemjacego wspomunianych powize] scezegolnych
wyvdarzen. Widoozne jest proejoie od roclkladu niegaussowsldego do rockladu Gaus-
50 W miarg worostu honcontu coasowego.

Marys6. X pordwnano statystyle PuALZ) dla dwach kolejnych lowartaléw rolku
1987 rysunek po lewe] stronie dotyeomy lwartalu becpeodradnio poprzed zajgcegs coar-
ny pomiedzialelk, natominst oeunel po prawe) stronie dofemy cowarkego lowartalu
tego rolu cowiernjacego coamy poniedzinlek. Jalk widae, w drugim proypadlu brals
jest proejscia do rockladu Gaussa - widoozne s tyllo roclkdad v niegaussowslie, ldo-
re mozna (na drodze odpowiedniego prosslalovwania) doprowadzic do tzw. kolapsu
danyeh (patrs rvs€.21); potwierdza to tym sanmm falt, Ze manry tutaj do cxynie-
nia t rozkladem stabilnym o wiec, 28 na ITYSE spelnicne jest Uogolnions Centralne

Twierdzenie Graniczne.

6.14 Nowoczesne podejscie do oceny ryzyka

Proypuseny, Ze choenmy ocenid strate AX -« 0 jalo moglibvanm: poniess w horrooncie
czasowym 7, covli np. na koniec dnia transaleyvinege (wowezas = 1 [#d]). W tym
celu wprowadzny bazowy rocklad prmwdopodobienstea strat, F(AX), dla ustale-
nego horrzontu coasowego T, doield kbdremu meosenny drireslic prawd opodobist st
straty nie mniefkzej nic jalms (dowcolnie) ustalona przez nas dopussczalna wielloss
progown —NA
i
PAX € M) =P (-A) = J,{ P (AXdAX, (6.204)
—hdoman
gdzie prawdopodobisnsteo P (—A) (vraane najeoescie] w procentach ) nesi nazwe
oceny ryzyka lub pozicmu ufnoscl, wartesd A nacywana jest pocicmem strat,
potiomem ryvzyvlm lub po prostu ryzylkiem, wartose A4, jest malsymalng stratag
jaln mozemy poniest, proyv oovm calkdadanme, 2e A @ Ay, 0w Twigolu o bvm mocna
prvigs, e M. 72 00 co upraszoma cbliccenia nie wphywajse na (proyvblizang)
postad cetateccnych woordw. W dalsmym ciggu wprowadzmy w rdwnaniu (6.204)
jalms lonkretng warkose " posiomu strat” (po angielslu level of loss’) i oznaczoy
ja pr=es Ay.g (skrdt VaR® jest alonimem nazwy Walue af Risk’): niech bedzie to

tald potiom strat, lddr: odpowinda adane) coenie [p:-:.i-:-m:.t'l rvzvlm

Pror 2 Po(—Avar), (6.295)

¥ mérrienit mebod detrenderrania szeregder czamomrych pogwiscono ceoboy rozd=ial.
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rawne] np. 1%. Oznacza to, Ze wartoss staby wiglszej lub rdwnej stracie proge-
wa] Mg wystapl I:s'redniu roecs bia'q.c"l raz na ¥ = 100 [td]. Zatem, = dobrym
przvblizeniem, dla IV % 1, mocna proviac, ze

1

e (6,206

Byoog e

Ogalnie roecs hiorge, im wiglszy jest potiom ufnoscl tym mniejszy jest pociom strat.
Maszym celem jest wyznaczenie poziomu ryzyka A,z przy zadane] wiel-
kosci poziomu ufnosc Py g, tzn. odwricenis rowncscl (5.205)

.II||.1; aR — —P_._1|:P1; aR 1. EEEQT'

W ogolnosoi jest bo cagadnienie roowigywalne tyllo na drodze numen‘c'_.nEJ J=d-
nalze dla lallu charalkbenstyreznych provpadlecs meocna usvskas roowigzanie ana-
litvezne o ooy mowinmy ponize] Zouwaimy, e nownanise I:IE.EEI. I zalezy w sposch
globalny (sumaryezny) od niecnanego bazowege rockladu proawdopodobienstea - Je-
go postac jest wynikiem proyigtego modelu 1 musi, roecs jasna podlegac wernhilnc i

ampirvezne].

6.14.1 Zasadnicze pytania

Mozemy teraz postawic pytanie charalternstycone dla Teorii Ddarzen Elstremnl-
nych (po angielsku "Extreme Value Theon”) (patrs rocd=z.IV) miancwicie, jakie
jest prawdopodobietistwo wystapienia najwisksze] pojedyncze] straty o
zadanej wartosci A w czasie rownym NV dnr fmansabcymych? Odpowiedz na to
prfanie uzyskujeny (analogicznie jak w rozd=. IV ) w oparciu o malodenie mowigee o
statystycone] niecaleznosci strat. Zatem,

Pl:.‘l.: Ny = N [P l:_l.l].-.-_]__ P_I:—_"L'l
=2 B A F'I: "Ll-e-"..pl: P I: Al I:E.EEIE'I

gdzie prov wyprowadzeniu proyblizonej rémnoecl w (6. 268) proy elismy, 22 prawdopodo-

biensteo . I:—."L i jest co najwyze] roedu 10% t=n. , =& manm do coynienia e sbosun-

kemoduzym rymyldem ezyli stbosunloowo niskim posiomem ufnosci. Wyrazenie (6.293)

mona opisad w alternatywne] postact, ktdm wvlorostamy w dalszej coesal

F.(—MA) Po(=A)
) Pl

aR ) Piar

P, Ve (6.299)

Postowmy zasadnicze pytanie: dla jakie] wartosci A prawdopodobien-
stwo P(A; V) osiagga maxdmum? Covli poszukujenyy najbardzie] prawdopodcbne]
wielliogel strak. T réwnegel w (6.208) oty emy kenieczny warunelk, récniczlujge
ja stronami po A1 proyrownujge otrcvmane wyrnoenie do era
dln{Fi—A))

d.‘l. |"r-“-—1-':|

ltbory wylkorzystany do analizy wielee uzyteconych proylcdad o,

e B e ] s S (6.300)
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6.14.2 Charakterystyczne przvklady

Oméwimy teraz troy charaltervstezne, niecwylkle umyteccne proyvldady dotyecg-
oe, rocnigoveh sig w sposob istotny, bazowoch rockladow prawdopodobienste. Za-
Eadamy proy tym dla prostoty, Ze ograniczanmy sie tvllo do statvstyld strat ooyl
przvijmujenty, e A jest nieujemna. Diwa pierwsze plerwsze providady dostarczn nam
rocwizeail analityeznych rdwnania (6.297).

Przyklad 1.

Proypuscnmy, ze bacowy rochklad prawdopod obienstwa

_F'__I:—.'"Lfl = % -Expl:—%]: A =0 I:E.El:llfl

gdzie proecietna wislloss strat {A) (= 0) jest meocliva do bezposred niej estymacii na
drodze empirvezne). Stod,

Pe(-A) =E'-"‘F":—%‘ (6.302)

Podstariajae wyrazenia (6.301) 1 (6.302) do warunku (8.300) cbrmymujemy, ze

1
Pl ) = 2 Prag = Pal—Mvar), (@.303)
covli, Za
Mz = Myar = —{A) - 1n(Pyog) = (A) - In{ V], (6.304)

oo stancwi possuldwane roowigzanie réwnania (6.297 ). Jak widas, proy zadane] oce-
nie ryoylen odpowindajgey 2] potiom ryzvle jest w tvm proypadlu nojbard zie) proee-
d-:-p-:d-:-an stratg sposrad wszellich mozlivaech strﬂt _]ﬂ.lue mogg miad misjsoe W
proeciagun N dnr fransakcymych 1 wolno Iilug,ﬂ.r}‘l:mlc"_.nle] rosnie we worostem V.

Jalz juz wspomnielismy, prog A pelni role cdarzenin elstremalnegs dlategs jest
celowym pytanie o jego rocklad. Podstawriajac warazenia (8.301)1 (6.302) do woaru
(6.299) ctrmymujenty, e

A= Avar A= Avas
{:, exp(— N ) excpl — el — —m (.305)

covli cstatecznie, po dokonaniu camiany tmisnnych |:.'1L — Myl {.'"L:I = u, obrovimm-

P{A:Nyes ——

Jemy, e
PN = Pilu) =2 expl—u) - expl —exp(—u), (6.306)

czvli rocldad Gumbela zdarcen elstremalnyeh, kbdry omardalisnne w rocd=z IV, Ooze-
wiscie tald rocllad jest wynildem wyvldadniczego dhamlteru rozlkdadu bazowego.
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Frzyklad Z.

Zalézmy teraz, ze prawdcpodobiefistwo Po(—A) jest cadane (dla duzych wartceci
A w postact potegowego roclkladu Pareto-Léwmrago

347 -
P i-A)= s (6.307)
Stad
. A7
PE_:E_;"L] = _.'IL_J’ EEEGE"
a wigc potiom novln
Mvern=4 P =4 wYe (6.309)

jest potegowg funlicjg poctiomu ufnesa o wvkladmilu -1/ 5.
Podstawiajae witaienia (6.307) 1 (6.308) do réwnosal (6.300) craz lormstajge =
(6.309), ctrmymujemy, dla 3. WV 5 1, 2o

= 6.310)
ll\l 3/ |: '

-

W proeciwienstwie do poproedniego providadu, tyvllo dla 5 5 1 wielloss progomma
Mvog st najbardzie] prowdopodobng wiellosoia straty, Widae wige ok wainy jest
wyvbor modelu ooyli bazowego rockladu prawdopod ohienstea.

Od powieny teraz na prtanie dotyesgee cambknigte] postaci rocldadu P{A; V).
Podsbam o w fym celu (6.307) 1 (6.308) do wyracenia (6.200)

1 &

Myor 1'-.." Ay .:H

oo po proste] camianie tmiennyveh A = uw = A \ver, tak jak to mialo miepoe w
rocdz IV, otroymujenty dyslutorrany tam roclidad Fracheta

-

1
PN Ny~ Plu) = 25 i, (6.312)

dla zdarzen elstremalnych. Zatem nowet w proy pﬂdl':u gdyv mamy do coynienia =
reckladem (6.307) posiadajgoym " pogrubiony ogon” pojecia "oceny rymyla” i " po-
Tiomu ryoylm” s5 dobrze clreslone 1 pocwalajg na prowadzenie Elmte.:"_.nEJ ﬂ.nﬂ.h'-_'g.
danmych rvnleowrrch. Jest to wilnsnie sasadnicza korsysd plyngeon = taldego podejscia
do problemu ryzvle ornloowego.



Al dokladnie] rozwaiyé cbrmymane woynild wprowadZ oy bazowy rocklad prawdopodo-
bienstwa w postact, ktore] transtormata Fouriera jest funlecjy Welerstrossa, covli

L1 1. =1 i .
BlAx)=3(1- EJ-EEEH AX | —b ), M, b =1, (6.313)

dyvskutowang proes nos w roodz.6.5 w kontelscie proeloton Welerstrassa Stgd po
podstawieniu do definicji (6.294) etrzvmm jemy natvchmiast, e

(Bo ¥ aw. In( M)
=

Pe(-M=" In(b) ’

(6.514)

gdzie milezaoo proy glismy, i rovwazamy tyllo takie wartossl A, dla kboryeh cachod =i
réwrnogs A7) = bpp . W dalszym ciggu proy jmiemy, e 1—; — ”TI_H < 1 coodpowiada
duzym watosciom indelsu j porwalajpe, o doborm proyblizeniem, ucigglic cmienng
A w woraZeniu (6.311) i wykonad rédnicclowanie po —miennej — A W recultacie
otroymujemy bazowy roclkdad prowd opodobienstea dla duzych warkoso A

S{bo ¥

P-Ay= =0

(6.515)

Jalz widac, oty malismy wymzenia rownowazne od powiadnio IIE.EEITH [5.333 I, pr=y
czym stala 4 = by Zauwazmy, Ze opercwanie bazowym rockladem prawdopodc-
biefistwa w postaci (6.313) umedliwia wprowadzenie wariancji —miennej AX dla
homzontu coasowego T

- & - 1.2 (Y
a(r) = PiAXEAX = (ki1 — = —
o = [ A wro-3p% (5
21—k R
= ) (BT T, ey g0 (6.318)
o0, gdy 5= 2

w proeciwienstwie do rocklndu I:E.SIZIT], ktcry talde] mozliwesci nie daje. Dostanie
ona wvlorostana w dalsze] coesol do porcwnania waleznossl potiomu proyvla od po-
ziomu ufnosci dla réznych postact bazowego rockindu prawd opodobienstea.

Przyklad 3.

Roowazymy terac bazowy rocklad prowdopodobiefistea cadany w postaci funlecj

Gossn

1 fAX - {_xxj\]ﬂ) €.317)
I R

B 1 1
F (AN = ﬁ$ﬂp (_E ' |1\ a7

gd=ie (AX) jest proacietng wisllkegein straty (proy eoym teraz AX meoda bnd zardwno
wiellosoin ujemng jak tez dodatnig oovli moze o cardwno stratg jak tes cysldemd,
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natomiast wariancja o7(7) = o3 - 7 czyli Jest (na mocy CTG) liniows funlcly czasu
(g jest dyspersjg scyvbliozmienns], elementarne] np. jod nominutowe]j, straty). Pod-
stowiajge (6.317) do réwnania (6.207) cbroyvmujemy, Ze possuldwany pociom ryzyla

Aver = V200 VT oer fe{2Pvar) — (AX) (6.313)

1 wolno worosta e worostem wislloéol horrzontu coasowegn. Jal widas, w proyhli-
zeniu gaussowslim pociom bten, jak nalezalo sig spodciewas, jest proporcionalny do
dyvspersii (7 ) oraz maleje w sposdh monctonicznyny e worostem pociomu ufnessd
FPrag - zaleznose b w sposob jawny mofna umyslad tylke na drodze numeryeznej™,
w proeciwienstwie do omowianydh porvze] provlcladow. Co wisce], cardwno prow-
deopedobieistee P(A; V) dane ogilnym wyradeniem (8.209) jak tez wyrazenie na
Mper 7vnilmjgee becposrednic = rdwnania (6.300) proybierajs skomplikowane po-
stocle; mianowicie, P(A; V) nie daj sie wyracié -a pomoes funleji elementarnych
natomiast uzyskanie Mpee W Jowne] postact jest moclive tyllo na drod e numeryvez-
nego rocwigtania rownania prosstepnego. Ivamplikuje to w tyrm proypadlou analize
potiomu ryoyvla o punldu widzenia cdarzen elsstremalnydh.

6.14.3 Poziom ryzylka a zmiennosc

[Malezv podlareslic, ze w ogolncec nie istnieje liniowa taleznoss pomisd oy potiomem
rvzvlea Ay g o cmienncécig o) nawet jefeli ta cetatnia wielloéé jest skotficzona i
to pomimo, 28 spelniona jest mercwnocee Coebvszewa

azl:.— 1

':-1'“: ar 2 !

Prar & I:E.E]EI'I

gdzie wymatenie (A .z © - Py .g Jest na ogdl nieliniows funlciy A g

Abv to dlustrowns wréenn: do provlkladéw roocwazanvch w roodz 8. 142 Mo ry-
sunlku X porownalismy ce sobg zaletnest pociomu ooyl Avemg od NV dang woe-
razeniami (6.304), (6.309 7 dla 3 = 51 (6.313) proy zaloeniu, e wsmystkie troy
recklady bazowe P (AX ) majs ednakows dyvspesk ot

P ypomnijmy, funkda er felz) = '_:\'; -_I-:ae:-:pl_—gp_hiy.

Dckladnie] ez biorac, recwalaliimy wyraleme PL{AX) = 2o -:-I'.-'|1._

VAX <0,
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Rysunek 6.11: Empirvezny rocldad prawdopod chienstwa logarvtmu dziennych cmian
ceny akeji Sit) = n¥ it + At) — In¥7(t), gd=ie ¥t + At) oms T (1) 53 cenami aleiji
frmy Chevron notowans] na gield=ie nowojorslde) w ceresie od 19588 do 1885 rolo,
przv covm tuta] At = 1 [td]. Gladla linia jest lamywa Gaussa o odehyleniu stan-
dardowym wyznacsonym = danych empirveznyeh (peolgezanyeh linig sygzalkowats ).
Jest to roclkdad frpowy dla te] firnn zarcwno dla cnaconie mniejszych jalt 1 znaccnie
wiglsmych horyoontéw coasowarch.
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Rysunek 6.12: Pordwnanie rockladéw prowdopodobiensty otrmvmonyvdh dla s=vb-
kezmiennych danych empirveznyech dotyemgoych indelmu S8P 500 dla hory—on-
tu czmsowege Af = 1,3,10,32,100,316,1000 [min, proy ez Z(8) = Zalt) =
Yt 4 At) =T (t), glzie ¥t + At) omaz 1() 55 warkosciami indelsu S&P 500, od-
powiednio, w chwilach ¢ 4 At i ¢ Zauwazny, 22 w masadzie nadmiarcwa kurtoca
reckladu worasta covli malsimum obniza sie i troche splaszeza (oo niestety nie jest
dostatectnie widoocone w proviete] skali rysunlu ) o rmamiona rozkladu roochylaja e
w miarg wortcstu horvoontu consowegs Af
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Rysunek 6.13: Provkldowe pordwnanie roclkdadow prawdopodobienste: otroyma-
nych dla ssybkecmiennych danyeh empiryeznyeh dotyezgeveh indelmu SE&P 500 dla
homrzontu coasowego At = 1 [mirz.], pr=v coym :I:f'l = :_x__,,l:f'l :]'Iii‘ + At — ]'Iii‘ [
gdzie ¥t + At) oraz ¥(t) sa wartcsciami indelsu S8:P 500, odpovwiednic, w chwi-
lach t 4+ At natominst o jest estymaty dvpersji obliccong na podstawie wemystlzich
przedstawionydh na nrsunlo danych empirveznydh. Linia ciggla proedstawia rocklad
Lévviago owylkladnilu o = 1.40 1 coynnilu slalowania 4 = 0.00375, natominst linia
lroplowana jest roclkladem Gaussa centrowanym w Z /e =0 1 sparametrycovanym

wEpomniang powiyze] estyvmaty dyspersii o.
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Ryzsunek 6.14: Pordwnanie rockladéw prawdopod obienstw otroymanych dla szyvbloo
zmiennych danych empiryeznych dobyezgoych indelsu SLP 500 dla horyzontu cza-
sowego At = 1,3,10,32,100,316,1000 [min.], proy covm Z(t) jest standan—owana

zmienng loscws.
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Fosunek 8.15: Prawdopodohieistwe powrety do pocmatku Poy (2 =0) (biale kéllm)
w funlecii horyzonbu coasowego At Machylenie proste] (w slali log — log) uboisamia-
my = wykladnildem 1ja = 0.712 4+ 0.025 co daje o = 1.40 F 0.05. Dla porder nania
zamisszezono wynild dla analogicznege prawdopodobienstea Fz(Z = () (ccarne
lorad raty ) cbroymanego © rockladu Gaussa: wariancke takiego procesu waronaczono

= dostepnych danych empirveznich dla lazde] wartogol At = cschna,
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czas [miesiacl

Rysunel 6.16: Zaleznoss coasowa wyldadnila e wycnaczona na podstowie calez-
nosci prawdopod chienstwa powrotu do pocsgtlu od wielloss horyoontu coasowego
(liczonege w missigeadh ). Pocioma ciggla linia sostaln poprowadzona dla proecietne]
wartoso a = 1. 40,
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Fosunek 6.17: Zaleznose coasowa coynniln skalujacego < witnaczona na podstawie
maleznogol prawd opodobienstea powrotu do pocmgtlu od wielloscl honroontu cza-
sowegs (licconege w missigeach ). Pocioma ciggla linia —ostala poprowadzona dla
proecigtne] wartcsol - = 0.00375.
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S&P 500 INDEX
§

E

=0.002¢
lm i i L L i -l i hb k !mlmlmlli
18E4 TIES 1985 19ET 1E83 1989 19B0 1991 1982 1993 1994 1988

time [ year]

FRosunek 6.13: Dienne warbcéci indelmu 58P 500 w labach 1984-1996, prov coym w
prawe] dolne] coescl camiescozono powiglscony wancgram proedzialu O, w kborym
znajduje sig coarny poniedsialek widoozny w postac najdlussege odeoinla lecgoego
po stronie ujemne]: stary pasels znajdujgoyv 5@ w centrum wariogramm clagnnoy
5ig poprzet calg jego wysolwosd oonacta po prostu pelny doien transaluoviny czarny
poniedzialel: 18 pazdziernilen 18987 rolu.
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Fosunek 6.19: Stabstyvla F(A,ZD) =detrendowanych zmian A Z w caletncecl od
wielliogcl tych cmian po standan=aci A Z/a, dla réonyeh horyoonbée coasowych
(idac od gory s =8,16,32,64,123 256,512, 1024, 3043, L09E rmin. ).
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Fosunek 6.20: Stabstyvla F(A.C) =detrendowanych zmian A, Z w caletncécl od
wielliogel tyeh cmian po standan—=acii A2/, dla réonych horrzonbée coasowych
(idac od gory s = 8,16,32, 64, 128 256,512 1024, 2048 rnin.) dla lewartalu poprze-
dzajacego coarny poniedsialek (msunek po lewe] stronie) i dla lowarkalu —owrierajg-
oego ozarny poniedtialels [r}'su.nell: po prawe] stronia ).
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Fosunek 6.21: Kdaps danych covli stabystyla P(A,Z) zdetrendowanych zmian
ALZ w zaleznesci od wielloecl tyeh cmian po prosslalowaniu —mienns] ALZ /o,
i tagez reckladu dla kelejnyeh horvzontéw coasowch (idge od gly 5 =
8,16, 32,64, 125, 256,512, 1024, 2048 min.) dla lwartalu cowierajgoego coamy po-
nied zialal.
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Czesc¢ VI

Fraktalne rownanie dyfuzji oraz
fraktalne rownanie

Fokkera-Plancka (w

przygotowaniu)
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Czesé VII

Dyfuzja anomalna a dynamika
chaotyczna (w przygotowaniu)
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Dvnamila nisliniowa prowadzgen do zachowan chackyeznych potrah talze dopro-
wadzid do statvstyl posindajaovech algebraicznie canilajace "ogony™ . I tego punldu
widzenia, badano owlaszeza ruch w tow. potencjale typu "lartonu na jajla” orac
ruch ckresowo uderzanego rotora.

6.15 Potencjal typu “kartonu na jajka”
Pericdyezny potencial typu "leartonu na jajlka” dany jest woorem

Viz,y) =4 + Bloos(z) + oosly)] + Coos(xoos(y ) (6.320)
Ma rvs.1(6.15) proedstawionc potencial fypu "karkonu na jajla” w funkeji z, y. Jak
widne, chamltervyzuje sie on duzg liccha punlddw sicdlowrdh. Ruch pojedvnezegs
punltu materialnege (o masie jednostloowe] ) opisany jest nastepujacymi réwnaniami
dyvnamild Mewtona

dx

FTER
diy
dt ¥
Eﬂ: - 1 - 1
b = sinf)[B + Cessly ],
du .
; zsml:y'l[E+li:'v.'.'-:va'.l:..":'l]:I I:E.Bfl'l
d

gdzie, jak zwvlde (1, v) jest weldorem poloZenia punktu materialnego a (vz, v, ) jego
weltorem predlosc.
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Rozdzialt 7

Dyfyzja anomalna w chaotycznej
adwekcji

Iduczown role w sachserwowaniu zjawisln ancmalne] sub- oz superdytuzji odgry-
wajp wiry, Innymi slowy, dyfuz)a anomalna moce pojawic sie tylko whedy gdy ma
miejsoe turbulencia.

7.1 Deoswiadczenie Swinney’a 1 inn.

2ol
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Rozdziat 8

Channeling a ujemny efekt Halla
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Rozdziat 9

Bilard Sinai’a oraz bilard
Cassiniego - demon Maxwella w
akcji
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Rozdziat 10

Hierarchiczne wysepki na
powierzchni Poincaré - zlamanie
ergodycznosci

a7
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Czeéé VIII

Ewoluujace sieci (w
przygotowaniu)

28






Czesc¢ IX
Dodatki






Dodatek A

Pochodna fraktalna dowolnego
stopnia - definicja Riemanna
Liouville’a

W niniejpzyrm dodatlu proedstavwimy definicje Rieman na-Licuville’a pochodne] frale-
talnej (covli wlamlowe]). Podejscie sklada sie = troach krolodw,

Iirol plerwszy: definicja ujemne] pochod nej calloowribe] stopnin —n.

Jalz juz wspomnielismy w roodz.2.4 wjemna pochodna stopnia —1 to po prostu po-
jedvneza calla Riemanna (patrs woor (2.25)). MNaturmlnie, pochodna stopnia ealle-
witego —n I:gd:.ie n jest liccha naturalng) to callm n-lirotna; catem,

& £
-‘||::I df.ll:f—fl:TJ I:_-fk..l 1

rdn—1

a7 fit) _ J{: dtoa [ dtua J,f: dba fltg) =

di—n i

frr — 1}
oo stanowi punld wyEcia ogolniejszej definicji.

Tirolk drugi: definicia ujemne] pochodne] fraltalne] stopnia —a.

Becpoaradnim uogdnieniem podhiodne] stopnia —n na podiodng dowolnege ujemne-
gostopnia —a (gdzie a jest dodatnis licchg rmecmywista ) jest —astapienie w cstabnis]
calee po prawe] stronie wyraenia (A1) =najdujgesj sia tam silni (n — 1) proes
Trueela) orme wykladnila n przes a. Wimezns motenry wprowadzic definicik

d™=f(t) 1 i ']

,f': of- —fl a’f’L_l: (4.2)
dt— Tegeelal o  (t—tr™

warbs wiedzied, e w proyvpadlu ogolniejsmym, gdv dolna granica callowrania moze

ke rozna od zern, stosuje sie oznoaczenie

; ) HLF. 1 rd o fl:fl Y o
=D* Jrl:fl - rEuh-'h:l:CL.l .'lil= af |:f -_ 't" .Il_"" ' |:—':!|--"-' I
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slgd dla a =0 mamy ocoywisce

oD f(#) = 1 (A1)

dt—=
Teraz mozZemy juz cdpowiedzied na pyvtanie: jalk zdefiniownc pochodng fralktalng
stopniaa¥

Iirolk troeci: definicja podhodne] fraltalne) stopnia a = d.

Odpowiedz no postowione powyze] prtanie jest jus bardzo prosta. Wistaremy bo-
wiem n razy zrécnicchowad pochodng fraldalng stopnia a — ni< )
TN T A S .
D; f() S (D), (4.5)
oo stancwi definicl Riemanna-Liouville’a pochodnej fraldalne] (dedatniege stop-
nin roecsywistego). Wodalsoym ciggu uywas bedziemy te] pochodne) jedvnie dla
a = 0. Inny wykorzystywany soowegolny proypadek o pdv a = o0 - whady namwa
sig ona pochodng fralktalng Weyla Ocmyrwiscie, ¢ tego punktu widzenia cardewno row-
nanie relalsaci fralitalne] (2.28) jak i dyfuzji fmaltalnej (2.50) 55 niejednocnaczne
ze wigledu na dowolnoss wyboru dolnej granicy calloowania,

A1 Podstawowe wlasnosci pochodne] fraktalne]
Podamy teraz scereg wlasnceci pochodne] fraltalne], ktore umeclivia nam operc-
wanie tym narcedziem wielce uZvtectnym w analizie procescw niegnussowskich.

Po pierwsze, cauwssny, = dowad na pochodna fraltalnn funle)i pote gowe) wynosl

| . 1)
Eular |:.|'J + f'u—.:.

Do = A8)
aT Triedp+1—a) .
slmd
Dn.‘l.e_'l: (f' —_ D._-L ';_ﬂ' -F" _ ‘-;_ﬂ| ‘E"'n—-.'l.
oy e = o f e Traem+1) = Tru.(m4+1—a)
1!_—..1. ) —
= Toll—a) Bb1-at (AT)

Przyv clmzji warto caznacsyd, e pochodna fralztalna Weyla daje I:l:u:d ohnie jal www-
kla pochodna)

ealD explt) = expit), (A8

dla dowolnego roeccywistego a.
Podrugie, pokazenty ccemu rowna jest transformata Laplace’s pochod ne] frals-
talnej.



Dodatek B

Wilasnosci sredniej po zespole

Wrprowadzinn dwie niechedne wlasnosc srednie] po zespole stobvstvoznrm diotye-
cogoe pojedynezyvah proemiescozen bladzgoe) czastld - &g to addyyumosc i mulinpl-
katyunoss.
Wlasnoss addyvtywnosct wynila becposrad nio ¢ addybywnoscl granicy w definic
(3.68) co dotyemy zardwno skoiczonych jak i nieskonczonych wartosci srednich.
Wlnsnesd multiplilkatrenessi dotvezy proyvpadlu niesaleznyeh (nisskoralowanm-ch)

pojedynotych proemieszozen te] same] cogstectld., Mowi ona, 28 srednma o rloczynu
nrezaleznych zmrennyoh losowych jest mowna tloczynowr srednich fych zmrennypch.
Abv wylmzac te wlasnost rocwazmy sespod statystycony clozony © L dogwiadezen
podobnyeh, = lborwch lmzde skilada sie = n pojedynesych proemies-ezen cogstectla
(Pod pojciem ‘deswiadczen podobnych’ rocumie sig talde, lkbore sa proeprowad zane
w identypeznych warmnlkach termodynamicznych. ) Roowazmy proyvkladows srednin
po zespole statystyesnym = ilocynu dwdch plerwszydh proemiessezen (T - ). Ma
mocy defimicj (3.5 i
1.2
(T Ta) =2 =3 1) T (B.1)
=1

Wrhbiarzmy terac = calgo cespolu statystyveznego tyllo talde deewindezenin w ldbc-
rvch welttor pierwszego proemiestosenin copstectld jest told sam jak w plerwszmrm
deewiadezeniu (! =1). Mamy wdwezas,

(B.2)
gdzie wslnznilk [y numeruje wspomniane powyze] doswindcozenia. Licoebnoss zespolu
L proyvimujenty tak duzg, aby liccha tych deswiadezen L' byla wystarczajaca do
chudowania nostepu jace] sred nie)
1 —
ﬂ-Ezﬂﬁﬁ?ml (B.3)
iy

Oeozywisole, potostala lictha deswiadezen w tym zespole stabstreznem jest woe-

starcoajaca dla slonstrucwania analogicznych srednich shojarsonych —e wasystlami
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pozostalymi, récnymi weldborami plerwsmego proemisssozenia. A matem sume w (B.1)
mozemy, © dobrym proyhlizeniem, wyrazic nastepujgoo,

i ) ) 1 r . . . .
SIS Y At (&) ={5) (3 (B4)
- ¥ uml

| =

=

gdzie, = dobrym proyblizeniem, proyvilismy, ze L = (L'F: wynila to = faltu, 2o
wealtbory T3] 1 T s3 od siebie niesaleine, wige naleZy cczekiwad, Ze liczha réinych
weltbordw plerwszego proemieszcenia skladajagevh sie na srednin (T;) jest talde,
= dobrym proyblizeniem, réwna LY. Postuldwann winsnce? wyniln © pordernania
wyrazenie (B.1) = (B



Dodatek C

Asymptotyka funkcji rozkladu
czasOw oczekiwania

Po pierwsze, reowocamy sytuack dla lactlich coasow tzn gdy ot < 1; wiomomns
tunlecye wvldadniczg w funlkejl podealkowe] mozna rocwings w stereg pobagowy,
ograniczajac sig tyllo do troedh plerwszyrch wrrazce,

) fa 1 1
Gt) = [F..;.'MEJ{-: ¥+ EE- dy
1 1 1
= wali g T yarttag g et (c.1)

Widasd, Zeg(t =01 = 07y Jest nieznilmjgeg, skoficzong wartcéeig. Ponadts, = (C.1)
wyvnila, Ze troecl wiyras roTwinigola jest cnactnie mnlepTy od drugiego oo oTnacta, o8
funlecin @it ) maleje (= dobrym proyblizeniem) liniowo = czasem dla kedtldch czasdw,

Po deE' couweemy, e dlad £ a € 1 omz y = 1 funkeja podealliowa podlaga
prosbemu ceTacowaniu

=pi—y) = ¢ ep(—y) = yecpl-y), (C.2)

przv eovm dla a £ 0,1, chie réwneéel zachad=a jednoczesnie tvlke dla skrajnyech
wartceol y = lalbo y = oo, Weogdlneéci dla m € a < m4+1, m=0,1,2,..., ma

migjsoe oETacowanie
Y™ enp(—y) =y expl—y) =y exp(—y); (C.3)

dalsze rachunld prowadzimyw tyllo dla provpadluy m = 0, pomostawiajpae sytuacis
dowolnego naturalnego m cainteresowanenu Coytelniloowi. [Malezy aznaczye, proy-
padld marginalne a =m, m =10,1,2,. .., mezna obliezyé wprost (patrz ponize, na
zalonczenie pr..:-'l:]:n.dm‘:- rachunel dlaa = 1),

Z relacji (C.2) etroymujemy dla 54t = 1 cszacowanie callowe,
r O = a]
expl—ydy = = enpl —y )dy = 4 e Iy (N
| =Py € |y e J" pl—y)dy, (

b L



prz=v covm dla a £0,1, obie réwnosci zachod =g jednoczesnie tyllko w granicy -t —
eo; = (C.4) wynilsa posculdwane cecacowanie

e

expl—ot) = f y* exp(—y dy = 2exp(—at). (C.5)
H

-

Co wigce], sgodnie = definicjg funkeji T manm,
= fata]
f Y expi—ydy =TIl +ﬂ-‘—j Y™ expl —y)dy. (C.6)
0 ok

Dialej, kor-ystajge = oszacowania (C.5) aras rdwneeci (C.6), cbroymu jemy

e
T(l1+a) —2exp(—pt) = f y epl—ydy
a
= Til4a)—exp(—t). (C.7)

Stod , dla asymptotreznie dlugiego coosu I:c':l}']i Aot Z 1) manmy = dobrvm proyvblize
ni=im
el
y" exp(—y)dy =2 T(14+a). (C.8)

i}

Zotem, prov tydh warinlkach uoskujeny: = doborm proyblizeniem, e

] j—
St e pal (14 a) (gt i+

(C.8)
Zauwacmy, e zalezness | C.9) jest spelnicna dladowolnego, nisujemne go wykladnila
a prov eoym w dalssym ciggu glow ny nurt nassyveh mainterescwan dotyezy proypadlo
a = 1

Provpadek marginalny a = 1. Callujae proes cogscl calke stojoon I:';'.' troacia)

rérnoscl) W wyvtazaniu IIE.E-I_-] chr v jemy, Te

=k
f g ep(—ydy =1 — exp( —at). (C.10)
a

Tatem dla gt 3 1, &(t) proybiera nabychmiast asympbotyvezng postad

o
Gt ot P (211
ktdra wyniln fale = wyrazenia (C.9) (uzyvslkanego na cnaccnie dluzs=ej dradza).
Do frzecie, omawiany proypadel posredni gdyv aZ4pts] (w dalsmym ciggu rec-
wazamy svtuacje dla ktérrch a < 1) Ze woom (6.66) widac, Ze funlcj & jest
iloczynem funlc)i malejace) I:p-:rl:qgm'-: W oTasle | 1 rosngoe] IZ';'.' coasie, dans] w posta-
ol callowe] ). Mozna zatem poszuldwad taldego coasu, dla kborego funlicja roclkladu
1 posiada lolalne malsimum.



Dodatek D

Scista funkcja rozktadu czasow
oczekiwania

Punlktem wrjscia jest proed stavienie ponizsze] funkeji wylklad nicze] za pomees trans-
formaty Mellina (patrz, Harry Bateman, Arthur Erdéley, " Tables of Integral Trans-
torms" , Vid I, MeGrae-Hill Bock Comp., Inc., Mew Yorl 18545,

) ) £ ., _ 1 fewica et v E
encpl — g expl— ka’.Trh il dsi=at) Tl:slﬂpl:k_s 51,
0<c=%Hs = 1. (D.1)

Mastepnie, podstowinjge I:D.l'l i IIIE.IEE | otroymujeny,

1 foicn foa £ £
St = E’.Ua .'II.'.-—JN ds(at)~*T (s} JI:J d T [ E-:'.:[:-I:—Klil +a—=s))
1 rotica T(=}
—_ 3 - o— - — - R
= o Iﬂﬂ.l'.l:—.jm ds(-at) T 0<ec=Fs< 1. (D.2)

Wprowadzajao powiglEzajacy sie kontur i proadstowiony na ryvs...., kborego gora
(), prawy bel (K, oms podstawa () edsuwaijy sie do nieskoficzoncéel, medna
calle w (D.2) zamieni¢ na callse konturows
oo Ts) 1 i N
j dsiat) ™ (=) = -g ds[’.gf'l_’i (D.3)
P e

14+a—=s T A e l14a—=

gd=ie K™ jest lonturem JU, ktdry uleg] nieskoficconemu powiglszeniu (orientacja
calla konturcwe] jest ujemna stgd cnak " — " stojacy po prawe] stronie rownosd ).
Shkorzystalismy tuta] = faltu, 2e gdy 7 — o0 (gdzie s =1 +iy) woweomas,
[ T(=)

Is( gt~ "——— —

J'{;L.asl: W Tya—: 7
gdvi (gt ™% — 0 (gdv x — co) dla 4gt = 1 copli powyisza calka na prawym
brzegu (bolu) konturu | prostolata) K, znila gdy broeg ten oddala sie do nieslkon-

(D.L)

cooncecl. Ponadto shormvstalisnm = wlasnoscl mawigoe], ze gdv | 1y |— &0 WOWOTaS,
. 1-' K
f ds(r.c.f-.-*L _q. (D.5)
Hoyg ld+a-—=

27g



Diowrcd pownrzsze] wlasnoso wonila becposrednio - asyrmptotyoznego proedstavienia
funleji T(s{=x + iy)idla | y |— oo (patrz, LM, Ryiyki 15 Gradsstajn, " Tablice

calelt, sum, szeregow 1 dlocsynow™ | PWTT, Warszawa 18641,
o 50103 =1/ . LI ,
| (= 4+ i) |= (271 |y =22 op(~T |y ], (D6)

w lkborym emynnik wykladniczy decyduje o zanikaniu ze worostem | y | proy ustale-
nymzT.

Zatem, nastym todaniem jest ternc obliczenie cadki konturowe] po prawe] stro-
nie réwnoscl (D.3); moina bo prosprowadszic korsyvstajge = metody residudw (pabrz,
Iirmysztof Maunn, " Analiza, Cz I Wstep do analizy globalney” , PWIT, Warszawa
1971). Zauwazmy w tvm celu, Ze jedvny bisgun funkeji pedealkowes] (conaczooy ja
przes £ ) jald cnajduje sie na dodatnie] cal roectywiste] to zero miancwnila 14+a —=5
tzn. biegun funle-j F jest w punlicie 55 = 14 a. Ponadto, jalk widad bisgun tan jest
roedu plarwszego.

IMetodn residudw maowi, Ze wspomniana powyze] calla konturowa

r I' 5
ﬁtmdslzﬂﬂf 'l_’% = —27i Res Fisg), (D.7)

gdzie Fes Fi =) to residuum funleji podeallkowe] F w punkecie s5. Metoda residudmr
podaje proepis poowalajacy wyznoactye residuum w punlcie bedaovym np. biegunem
roedu plarwszego miancwicie, jest to nasbepujaoa granica
FRes Fisg) = lim ({5 — 541 F(s)). (D.3)
B3
Obliczenie powyzsze] granicy jest nafychminstowe 1 daje
lim(s — 5q) F(s) = —(gt /77 =Tl + a). (D9
Tt 20

Wreszcie, podstawinjae kolejno IZID.EI I do IZD.E I, nastepnie I:D.E'l do IZD.T'I a to do
I: ) mozemy Ta pomocs taldego proeksstaloonego wymnzenia capisad cetobecznie

(D.2) w postaci (C.9)

) alll +al )
Ell:flmrlﬂéﬁ] |::D1I:|I

wyprowad zone] na alteratywne] drodze w Dodatlu C.
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Dodatek E

Nieporzadek gaussowski oraz
poissonowski

Omémimy role dwach zasadniczo réznych typdwr nieporzgdlon na funlacje reclkladu
coasoy coseldwania,

Dodatek C: Wylkladnicza oraz potegowa asymptotylka fu.ulccji rozliladn
Omémimy dwa casadnicoo rocne rodzaje wanilku funlej rocldadu coasoer oczeld-
wania. Pierwsty dotyesy saniltu wykladniczego tvpu Poissona drugl zanilku wovldad-

niccego tvpu Lévv'ego - te cetatnie nazywane s talce rockladami poszerconymi
Oba proypadld analizujemy dla ¢t — o0 oraz s — 0.
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Dodatek F

Scista funkcja rozktadu czasow
oczekiwania

1. Metoda bezpogradnia. Wiy prowadziny scisln postac funleji rockladu coasdnr ooze-
lavwania Welerstrnsaa-IMand elbrota, lorzystajge © transtor maty Mellina oraz metody
calliowranin proes residua. Talkie podejscie poowoli na bezposred nie uzyskania l:u:trihgn:.b-
wego zanilu funkeji rockladu &) w zalezncsci od czasu ¢ bez p-:-{'.r_.ebx wvlony wania
dwulaotne] transtarmaty Laplace’a, roc wypciowe] proste] do proestroeni odwrob-
nej i drugi ras (na zakofezenie procedury) powrdt do prosstrzeni proste] za pomoen
odwrotne] transfor maty Laplace’a Jest to podejscie oryginalne, alter nafywne w sto-
sunku do istniejacego juz w literaturze.
IMasz wywidd rocpoccnienty od funleji reckladu dane] wyrazeniem (6.958)

1 [=a]

ﬁ.w

it =1 — +7 axpl —g ). iF.1}
Lormystajpe o transfamaty Mellina funleji wvlladniczej (patrs, Harry Bateman,
Arthur Erdeley, "Tables of Inbegral Transtorms", Vil I, MeGraw-Hill Book Comp.,
Ine., Mew Yorle 1854},

axp( —g77t) = __l—j s(t) T T(sin ™ 0= Rs = = 1, iF.2)
me = I
mozna funleje rockladu dang wyrrazenism I:F.l i p::.el:s:.t:n]c'ic" do postact

1 1
St ="all — —

=g as[’.ufl Tl:EI

iF.3)
_;l—l:l
ltborg dalej proelsztaleamy koromstajpe - fldu, iz dla 4 < 1 oz M = 1 cawsze
mona dobrac licche 0 < ¢ = 1 tak aby wartcee ilorazu lolejnych skladnilooer szeregu
geometnretnege (wystepujacego w (F.30), ool |41/ M | =1/ M, bvla mniejs=a
od jednsci. Zatem, wyrazenie (F.3) p::.‘ublem postac

1.1 jet= Tis)

ﬂl:fl =FI|:||:1 _ ﬂ E i d‘El:Flufﬂ—?'FJ I:F+|
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ktérg w dalszym ciagu proelestaleamy lorsvstajge = mebody resid udw (pats, lros=-
tof Maurn, " Analiza. C=.II. Wstgp do analizy globalnef”, PWIT, Warszawa 1971),
Zotem, wprowadzmy lontur prostologtny .i"ﬂ:: M4+ KW, + X, + K, na plaszemyznie
zespolone] schematyeznie proedstorriony na ovs.... Wylnzemy, ze

w400 Ti=h Ti st
[T s = f_asthen o (F 5)
o= 00 1 — -lT i 1— T

gdzie calllowanie po prowe] stronie powyzsze] rownoscl proeprowad zono wodiuz kon-
turu i, kborego pravwy bok omz podstawa i gorna krawedz oddalaja sig do nieskon-
czonoesi (stgd conaczenie W™ ponadbo, orientacja ealld lonturows] jest ujemna
(stad cnak ™ — " proed nig). Po plerwsze cauwacmy, Ze gdy  — 00 wowcsas,

Tisi
f ds(q,ufr'l':% —q, (F &)
For T

T

gdzie s = x + iy, gdvs gt = 11 [t % — 0 gdv x — oo ooyli powyisza calla
na prawym broagu (baou) kontur (prostolmta) K, cnila gdy broeg ten oddala sig
do nieskohos chioso.

Po drugie wylnzemy, 2o gdy | y |— 00 wiwezas,

Tisi
f ds(rpti—=—L g (F.7)
Il.u|d: 1 <

ar

Diowrcd powryzszego twierdzenia wynila becpodrednio © agrmpbotycznego proedsta-
wienia funleji T dla | v | — oo (patrs, T FyZvk i 1.5, Gradsztajn, " Tablice calel,
sum, szeregow 1 ilocgyrnow™, PWIT, Warszara 18640,

: ] T ."E _ ™
| Tiz +iy) [= (2077 |y 77 epi—5 [y ] (F.8)

Zotem, nastym tadaniem Jest teras obliczenie calld konturowe] po prawe] strone
remy noEol I:FE-'I motna o prosprowadzic loroystajge © metody residucew. Zauvwaznme
w tvm celu, ze jJedvne bieguny funlc)i podeoalliowe] jalae _.nﬂ._]du_]q sl po du:d:d:mEJ

stronie cal r':E:"T‘n'JEhEJ to zera mianownila 1 — ‘:T coyli

l—x :I.
l—jH =0=s5,=14a - lnE-

n,n=0,41,+£2,. .. iFo)

gddie przez s, n =0, £1,42,. .., ocnaccono postuldwane bisguny. Ponadbo, jak wi-
das bieguny te 55 rmedu pierwszege. MMetoda resid ucw mowi, Ze wespomniana powyze)
callea lonburcea

_. Tis) o
—% dsl“t) ’IT = Mri Z Fes Fis,), iF.10}
Fea —_

o T——
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gdzie Fes F(s,) to residuum funleji podeallowe], kbdra oocnacylismy tuta] proes
F,w punkecie s,. Metoda residudw podaje min. prospis jal worcnacoyd residuum w
punlocie bed govm biegunem roedu pierwszego miancwicie, jest to nastepujaca granica

Res Fis.) = im[(s — 5.1 F(s)]. iF.11}
BBy

W nassym proypadu, obliczenie te] granicy sprowadza sig w casadzie do obliczenia
granicy ponitstego wyralenia,

E — En . E— En

lim
== 1— grexp((1 - =) Infy ) ep((s, —s)ln(7))

) 5 — 5, 1
= lim = ) 2%
A T awpl(en — 9l lnfy) (F.12)

Stad oz == (F.11), (F.10), (F.5) i (F4) ctrovmujeny: wieszoie,

1 Tist
66 = —ull- 2§ deaet o
M e 1-"5
g 1 1 oo axi
= —— 1 — — gt 777" = Tis, gt )=
lm:ﬂ( 7 (g H_E_m (5 )70
T 1
= ————i1— — it = = [Tisg)
lmhj': T ':’.'-:l { ':5-:

+ YT (s (gt ™ 4+ T ) (it 450 ]} (F.13)
T
Meozna wyvlanzac na drodze numerveznej, ze Izdlﬂ. ot = 1)
m —
T{sa) = 3 [Tlsa){7at) =0 ™ 4 Ts_){7at) 07): (F.14)
=]

dowdd analibyezny, jak dotychezas, nie jest cnany. Rys.... proedstawin .. Zatem, o

dobrym proyblizeniem meocna zapisac

o

@it e —
|: loi~)

1
(1= T + et =, (F.15)
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Dodatek G

Uzyteczne transformaty Laplace’a

Wiprowadzimy woor na transformate Laplace’s r.'.-:-lis i = Lala(th)) funlecji reckladu
coasow oozeldwania, W tvm celu slorcystamy © pomocnicze] relacii,
4
dt
spelnione] dla dowolnej, récniczlowalne] funkeji T posindajgee] transformats Lapla-
ca'a I(s) (patrs, IM. Ryzvk 1135, Gradsztajn, "Tablice, sum, szeregdw i ilocyndw™
PWIT, Warszcowa 1864,

Z (6.66) widad, Za dla t — eo

L= Tt = B(0) — sT(s), (G.1)

1

) ksTTil4a) 1 keTT(l14a)d ., )
ot) w2 E el -y ﬂ—fl:f + const)
= —i‘l"ﬁ*", (G.2)
gdzie asymptotyoona postac funlacji
k=TTl |
-:I:-|:i-'| ) %[f““ + const), I:G.E i
Cl"lﬂ [y

posinda transtormate Laplace’s dang woorem I:p:d:::., IM. Ryzyvk 1 15, Gradsctajn,
"Tablice, sum, szeregow 1 iloctynow™ , W, Warszowa 1864 ),

I:E[:IEE]QJ kﬂﬂl:j‘:-l-ﬂl |:I'|:11— axl + CC‘i‘!Ef '|:I (G__L|
aTgs sl-= 5
Z relacii (G.1), (G.2) oraz ( G.4) wynila, Ze
. { keTT(1 '
{.‘:-|:5 § =.|f.:-,|:—%':1:'|:f V= tI:-l:I:I P — %Iﬁr(] —als” + comst ). |:GEI|
d aT5E

Stalg const nalezy wyvhbrac talk aby funlkcja roclkdadu ¢ spelniala warunel: nor-
malizaci (6.61), kbdry mocna wyrazié w postaci

-E:-{s:ﬂ'n: 1. (G8)
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Stgd cmz = (G.5) wyniln, ze
ksTT(14a) 1

ag s

const = ($(0) - 1)( - (G.7)
L powvisTego oras oe I:G A otroymujenyy cstatacznie, ze
= mel &

dlsh=1-— [— (G.8)

sinfma) g

gdzie milemoo shorsvstalisny: = pomocniczvch woorder

ksT
a=—z,
I'I:l 4al :aI'I:.:'L],
Talil-a)= ——. (3.9)
sin(ma )
Wprowadzajas beowymiarowy wspdlesynnik
il e
¥, = dlma) (G.10)
: Ta
meozemy (G .3) mapisad nastepujgeoo,
- 1
Gls)=1— —(—F. (G.11)
Ty o
Przv clmzji zauwazmy, e ze I:G. 2 otrvymujene
¢
I(t) = B(0) — j at oit". (G.12)
a

Wirbierajac stalg (0} = 1 (oo na mocy (G.7) daje const = 0) oz kormystajac =
warunlu normalizacji (6.61), cbrmymujemy, ze

[=a]
B(t) = Jf arelt), (G.13)
t

stajoo 518 fym samym gestoscig prawdopodchisistwa proetrwania coastectld w ja-
kel ddinie potencinlu proynnajmnie] proes coos 0 jest to funkejn, ktora odgrrwsa
wspomagajacg, waing role w modelu blgd zenia czgstectld w coasie cigglrm. Z(G.12)
oraz (G.11) wynila bezposradnio (patrz, L. Ryzvk i 1.5, Gradsztajn, " Tablice, sum,
szeregow 1 ilocoynow™, PWI, Wamszara 1864 ), ze transtormaka Laplace™

1-g(=) _ 1

T 704 1m
sy = = —1 . 3.14)
(=) ; ’.Iu’.l’;( z) (G.14)

T powyismego oras = (6.38) widad, Ze sredni coas ocseldwania
) =3(= =0 (G.15)

jest, dla o < 1, nissloficzony
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Dodatek H

E:‘;cisly czynnik strukturalny dla
bladzenia Weierstrassa

Wrprowadziny, lorsystajae © tmansformaty: Mellina oraz callkowanin proes residua,
soislg postad coynnila strulduralnegs dla blgdzenia Welerstrassa,
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Dodatek 1

Sferyczne bladzenie Weierstrassa

Dla blgdzenia stervecnegs coesd proestroannn p[f'l gestogol prawd opodobisistea
proemiessozenia 518 coastectld w wornilu pojedynezego proelotu o welthor T posiada
winsnced stervezne] symetrii,

1

piz) = Wﬁn(l z ), (1.1}

spelniajac warunel normalizacy
r rizall
J;'a‘fp(f-. =jl d|Z|ml| T 1=1 (1.2}
a

gdzie 51 = Ay Ejl"l:a'l,n'f'l Jest powiercchnin hiperstery o promieniu jednostlommm:
TOUWIEOTY, 28 Sgey = 4m, Siep = 2w, Simp = 20 W dalstym ciggu proyimujemy,
analogicznie jak dla jednowymiarcwych proelotdm Weierstrossa, ze
N-121 .
mllFh=—F—3 7l =¥ (13)
N SN

widas, Za w szozegilnym proyvpadu gdv d =1, plz:..r'l = F.;.l:..".’ 2, gdzie podobnie jak
w rozdz.1.1.1 opusclisnoy dla uproscozenia conaczenia " M.

Wiznacoymy coyvnnil strulturalny sfervoznych proalotcr: Welerstrassa, Z defini-
<,

plk) = jrdfe:\:pl:—éif'lp[f'l
Iy fea _ogmo , -l =T ' -3
=z d|Z| | adsin(d)exp(—i| || k| eos(®)pl] £)
Pl T

= Tl —y S I A T
_fu I Hflfllkl w2t | T ]k [pal] £

e T -
e S I T L N EI A E)
N=1_d = 1 |k|¥ . . .
= TG s L e e, (1)



przv covm poerednie krold obliczen (linia drugn i troecia) wylkonane proykladowe
dla d = 3; proez J.(z) ccnactono, jak —wvkle, waloowg funkeck Bessela plerws—egs
redzaju. Wiynik lofoowy umyskalisny: wvlkeorsystujae definicje (1.3}

W trm miepcu, podobnie jak dla proypadlu jednowymiarcwego, rodzi sig pyv-
tanie o warunld w jaldch usvskana powie) postad coynnila strulturalnege da sie
proedstawic w postoct cambnigte]? Aby cdpowiedsied na to pytanie cauwazmy, po-
dobnie jak w rozds.1.1.3, 28 k) spelnia niejednorodne réwnanie skalowania postac,

|:.'.'-'J|.I__-"I-F|:J|.I—|:_-"|. _]|]"|:_||:

1 = um .
S E DL ] B (15)

Roowigzanie tego rdwnania ( podchnie jak to robilisny dlardwnania (8.125 2 ro=d=.1.1.3)

poszulijenn w postac summy p(k) =5, (k) + p.(k) proy covm roswissanie normalne
(ogdlne) o, IZJTI spelnia rdwnanie niejednorodne (15) a rocwigzanie singularne ﬁ_._I:E'I
jednorodng czesd tego rownanin. Jak cwyvkle, postac rocwinzanin ogolnego jest na-
roucona proes niejed norod noes. Ivorsystajge © roowiniecia funlc) Bessela plerwazego
rodzaju

S LR E L R .
Jar_1(|k|'=ﬁ£(—llm (16)

moZemy proyvins gEI[II w _pu:sl'.:n.c'i sTeregy potegowego tawiern jacego talze tyvlko pa-
roysbe pobegi zmienne]| k |. Podstawiajge (1.6) do (15) otrmymu jenty (po prosleztal-

ceninch analogiconych do tydh jakie proeprowadzilismoy w rocdz.1.1.3 ) wymazenia,
All k|ie21 - D' | k|7, (1.7

stanowigoe uogélnienie (6.127) na dowolng licche wymiarde proy eoym nadal DY
dane jest woorem (6.123). Rocwiscanie singularne mozna od razu mapisad w postaci
analogiczne] do (6.200) = wykladnildem danym wzorem (6.132) (gdyvz spelnia ono
réwrnanie analegiczne do (6.126)),

??EE]E _D:Fl Elj:l EIE'

gdzie fraldalny wspolemnnil dytuzg D:r dla procesu zachodzgoego w proestroent o
dowolne] licohie wymiarsw costanie wyznacoony w dalsze] cosscl.
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Dodatek J

Twierdzenie Abeliana i
twierdzenie Tauberina

Trierd cenie Abel;
[ Proypadeka = -1
Proypusény, e dla t — o0 funkejn ma przebisg potegowy, ton.

fltie=t"Fit), (1.1}
gd=ie Fi#) est funkejg asymptotyeznie ednorednsg tz=n.

Fiet)

A E)

dla leedego e = 0 I:nl:u. FE%'I = lnIIi‘ 11 oraz nie malejacg sTvbeie) niz t=4a) Wownooas,
tmansformata Laplace’™a (=) funleji £it) dla s — 0 proyjmuje postad

= Til4a)_ 1. _
fla= TOF gl (33)

Diowrod bago trierdzenia slklada sie o dwoch cogsci. Po Eie:ws:.e, Tapisujemy trans-
tormate Laplace’™ f[s I w postaci

fls) = f;mf(f'lexpi—ﬁf'ﬁ*
= Jll:m=[f|:1l"—t“Flzf'l]E':'cF'(—Ef"ldf‘l‘ JIIIZNPFE*.'EEP(—#E‘*:
(J4)

gd=ie tnee Jest czmsem pownviej kbdrege funleja f(2) provimuje, = debrym preyhbli-
zeniem, swojg postac asymptctyemng Po drugle, uZywanyy cmienns] s spelniajaoe)
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warunek Rt . < 1 (coyli posiadajaee] znilome malg coesd roecywisky) wowesas,
powrisTe wyrocenie mocna proelsctalic do postoct,

- frax gz
fl:s]r:s.[J [f(ﬂ-ﬂ-‘(ﬂ]df—sj: [F(£) — t= F(#)]tdt

1 E1 - il
+ 514,,_[: H“FIIE-E&PII y)dy
1 1+ ]ll F 11 id J.5)
o _ v N — ~ ) —
CONIETO ] CERIET] lta EEL y""'lE':'upI: waw, |: ot |

gdzie stale consty (pierwszy wyraz w pierwstym rzedzie) craz consty (wyralenie
calliowe stojace w drugim wirscie falcde w plerwsmym rogdszie) sg shoficzane (oo
jest dodatlowrm warunkiem narcuconym na funleg F)izalesg od parametru ¢,
ponadto, podstowilisnyy ¥ = st orac skorystalismy po drodze © asymptotyozne)
postact IIJ.] Hunlocy fl:ﬂ 1z wlmsnosol I:.]Efl I:ﬂ.i:ﬂ.l':'.E: definicyi funlecyi ') Ocoyrwriscie,
dla s — 0 w wyrazeniu (J.5) dominuje trzeci skladnik zatem,

- T(l+a)_ 1
fl:ﬁﬁﬂ Ell—-l-nFl:;]' I:.].E]

[l Proypadeka=-1-5,0<35<1
Proypusenmy, ze dla t — oo funkcja f zanils w sposch pobagowy, fzn.

Flty et~ E(4) (1.7
gd=ie Fi#) est funkejg asymptotyeznie ednorednsg tz=n.

. Fict)
lim o (18)

dla lmzdego ¢ = 0 I:n p- FIIH = lnl:ﬂfl oraz malejaog wolnie] od 1‘_[1_:]; pn:nﬂ.d{:-:,_dlﬂ.
t — 0 funlcja Fit) maleje nie wolnie] niz ¢ Wiwezas, transformata Laplace’™s fis)
funleji f(#)dla s — 0 provijmuje postad
- 1
fl::E]FHCD?!EI!'-I—EJTE—._;]Fl:—]. I:.].Elfl
5
Piarvwsy krolk dowodu jest analogiczny jak w poproednim proypadlu zatem,
[aa)
fls) = f F(t) expl —stidt
a

trmax [ma)
£ f [f(ﬂ—t-m’u-'(ﬂ]exp(_stw+f t I () ap (— st )t
a a
(1.10)
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gdzie 1. Jest cocmmem powyZej kbdrego funlcja f(#) provimuje, = dobrym proybli-
Zeniem, swojg postac asymptctyezng Po drugie, uzywanyy —mienns] s spelniajqee]
warunel Fst, . < 1 I:c":_'g.']i posiadajace] tnilomo malg coesc roecoywistyg ) wowozas,
powisse wyaZenie mocna proelestaleic do postact (wykorzystujac calliowanie proez

CTEsClL],

flor = [TTIR Ol — s TR — 0 F

a

+ EJ_L y I E(L) mp(— gy

1
£2 const — 5 X consty + 531"[—._:-"3!'_[—]
5

1
£ EE?!EI!‘-I—EJI'l:—._'::I.FI:—]; (111}
&

gdzie stale const I:pier';'.'s':_'g.' WVIAT W plerwsovm redtie ) oras const, I:';'.'_'g.'rﬂ.:'.erlie cal-
lcrre stojace w drugim wyrazie w frm sanmym roedzie) sg skoficzone (oo jest, anale-
gicznie jak w poprzedni proyvpadloy, dedatlessrm warunkiem narcuconym na funleje
F )i malezg od parametru ther ponadto, podstawilismy y = st omas shorgystalisom:
po drodze © asyvmptotyemne] postaci (1.1) funkeji fit) i = wlasnosei (1.2) (a talse =
definicji funlcji T'). Oeczywiscie, dla s — 0 w wyrazeniu (J1.11) dominuje wyraz redu

zercwego W 5 arat wyracs subliniowy wos.
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Skorowidz

babel gieldowy, 11, 12 zmienna losowa, 11
chlodzenie laserowe, 12
alkonchzvlea, 11

fotoprgd, 12
tralsbalne rownanie relaksacyi, 23

tunloon Foom, 23

kondensat Bosego-Einsteina, 12
lerach gieddowry, 11, 12
lmztalt linii widmowe], 13

lorentzian, 13
materal amorhezny, 12
niedebre’owsla relalsac, 12

proces gaussowslki, 11
proces multiplilatw no-add ywny, 11

relalsacin potegowa, 13

rozldad typu roccipgnigtego eksponensa,
11

rocldad Cauchy’ego-Lorentza, 13

rozlklad Gaussa, 11

rocklad logarvtmiczno-normalny, 11

rocldad Pareto-Lévlago, 13

rozlklad potegowy, 11

rzadkie zdarzenia, 12

socjohzyln, 11

spowolniona relalsacya, 172

stodhastyezny proces niegonussowski, 11

stum addyvtrwny, 11

szum mulbiplilatrerny, 11

wartose asymptotyozna, 11
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