
Zadania domowe z Teorii Grup, seria 1
Zad.1 W zbiorze Z liczb ca lkowitych definiujemy dzia lanie ♥ nastepujaco: x♥y = x + (−1)xy. Sprawdzić,
czy (Z,♥, 0) jest grup ↪a nieabelow ↪a.

Zad.2 Niech (G, ·, 1) jest dowoln ↪a grup ↪a i g jest ustalonym elementem G. Określić na zbiorze G nowe dzia lanie
♠ tak, by spe lnione by ly nast ↪epuj ↪ace dwa warunki: i) (G,♠, g) jest grup ↪a (z elementem neutralnym g),
ii) odwzorowanie f : G→ G, f(x) = xg−1 jest izomorfizmem (G,♠, g) na (G, ·, 1).

Zad.3 W zbiorze A = {a ∈ R : a > 1} określamy dzia lanie ∗ jak nast ↪epuje: a ∗ b = ab− a− b+ 2. Czy zbiór
A z tak określonym dzia laniem ∗ jest grup ↪a? Jeśli tak to znaleźć element neutralny oraz element odwrotny
do dowolnego elementu g ∈ A, a także izomorfizm h : R+ → A, gdzie R+ = {a ∈ R : a > 0} jest grup ↪a ze
zwyk lym mnożeniem.

Zad.4 Niech H1 i H2 b ↪ed ↪a podgrupami grupy G. Pokazać, iż relacja

a ≡ a′ ⇔ ”istniej ↪a elementy b1 ∈ H1 i b2 ∈ H2 takie, że a′ = b1ab2”

jest relacj ↪a równoważności w G; klasy równoważności ze wzgl ↪edu na t ↪e relacj ↪e nazywaj ↪a si ↪e podwójnymi
warstwami.

Zad.5 Ile elementów posiada grupa G generowana przez 2 elementy a i b, które spe lniaj ↪a nast ↪epuj ↪ace relacje:
a−1ba = b2, b−1ab = a2 ?

Zad.6 Niech G = {x ∈ Q : 0 ≤ x < 1} z dzia laniem

x1 ⊕ x2 =
{
x1 + x2 dla x1 + x2 < 1
x1 + x2 − 1 dla x1 + x2 ≥ 1

Udowodnić, że (G,⊕) jest grup ↪a (znaleźć element neutralny i odwrotny do dowolnego elementu). Pokazać,
że każdy element ma skończony rz ↪ad.

Zad.7 Pokazać, że jeśli k jest liczb ↪a nieparzyst ↪a, to kwadrat k-cyklu jest cyklem. Znaleźć kwadrat cyklów:
(12345678) i (123456789).

Zad.8 Niech G b ↪edzie grup ↪a, o jedności oznaczonej przez 1, generowana przez 3 elementy ε, e1, e2, spe lniaj ↪ace
nast ↪epuj ↪ace relacje

ε2 = 1 , e2i = 1 , εei = eiε dla i = 1, 2
oraz eiej = εejei dla i 6= j = 1, 2 .

Jaki jest rz ↪ad grupy G? Zapisać wszystkie elementy G przy użyciu generatorów. Znaleźć klasy elementów
sprz ↪eżonych w G.

Zad.9 Znaleźć orbity dzia lania (naturalnego) grupy SU(2) na C2 oraz SO(2) na R2. Dzia lanie zdefiniowane
jest nast ↪epuj ↪aco: SU(2)×C2 → C2, (a, x)→ ax, gdzie a ∈ SU(2), x ∈ C2 oraz analogicznie dla grupy SO(2).

Zad.10 Pokazać, że zbiór Gx = {a ∈ G : γa(x) = x}, gdzie γ zadaje dzia lanie grupy G na zbiorze X, jest
podgrup ↪a w G.

Zad.11 Niech (g, x) 7→ gx ∈ X zadaje dzia lanie grupy G na zbiorze X. Pokazć, że stabilizatory Gx = {g ∈
G : gx = x} wszystkich punktów zbioru jednorodnego X s ↪a do siebie sprz ↪eżone, tzn. Ggx = gGxg

−1.

Zad.12 Niech xG określa klas ↪e sprz ↪eżoności elementu x ∈ G. Pokazać, że #G = #Z(G)+
∑n

i=q+1 #(G/C(xG
i )),

gdzie C(xG
i ) jest zbiorem elementów G, które s ↪a przemienne z xG

i . Grupa G posiada n klas sprz ↪eżoności, w
tym q klas jednoelementowych.

Zad.13 Pokazać, że jeżeli H jest podgrup ↪a Z(G) i G/H jest grup ↪a cykliczn ↪a to grupa G jest abelowa.
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