
Zadania domowe z Teorii Grup, seria 2

Zad.1 Niech ρµν b ↪ed ↪a elementami macierzowymi nieprzywiedlnej reprezentacji ρ skończonej grupy G. Obli-
czyć

∑
a∈G ρµν(a).

Zad.2 Pokazać, że dla nieprzywiedlnych charakterów χi skończonej grupy G zachodzi relacja
p∑
i=1

χr(gi)χs(gi)
|C(gi)|

= δrs r, s = 1, 2, 3, . . . , p ,

gdzie elementy g1, g2, . . . , gp s ↪a reprezentantami klas sprz ↪eżoności grupy G, a C(gi) zbiorem elementów G
przemiennych z gi.

Zad.3 Niech χ b ↪edzie charakterem reprezentacji skończonej grupy G, a g elementem rz ↪edu 2. Pokazać, że
χ(g) jest liczb ↪a ca lkowit ↪a oraz

χ(g) ≡ χ(e) mod 2 .

Zad.4 Niech χ b ↪edzie nieprzywiedlnym charakterem skończonej grupy G, a z ∈ Z(G) b ↪edzie elementem rz ↪edu
m. Udowodnić, że istnieje m-ty pierwiastek z jedynki λ ∈ C taki, że zachodzi relacja

χ(zg) = λχ(g) , ∀g ∈ G .

Zad.5 Niech χ b ↪edzie charakterem reprezentacji grupy G. Pokazać, że (χreg, χ) = χ(e).

Zad.6 Niech χ b ↪edzie charakterem reprezentacji ρ grupy G. Co możemy powiedzieć o rozk ladzie ρ na sum ↪e
prost ↪a reprezentacji nieprzywiedlnych, jeśli (χ, χ) = 1, 2, 3, 4?

Zad.7 Znaleźć tablice charakterów wszystkich zespolonych, nieprzywidelnych reprezentacji grup: Z4, D4, A4.
Roz lożyć iloczyny tensorowe tych reprezentacji na sumy proste.

Zad.8 Niech G b ↪edzie grup ↪a, o jedności oznaczonej przez 1, generowana przez 4 elementy ε, e1, e2, e3,
spe lniaj ↪ace nast ↪epuj ↪ace relacje

ε2 = 1 , e2i = 1 , εei = eiε dla i = 1, 2, 3
oraz eiej = εejei dla i 6= j = 1, 2, 3 .

Skonstruować tablic ↪e charakterów wszystkich zespolonych, nieprzywiedlnych reprezentacji grupy G.

Zad.9 Niech G b ↪edzie grup ↪a generowan ↪a przez dwa elementy x, y:

G = 〈x, y : x5 = y2 = e, y−1xy = x−1〉.

a) Znaleźć rz ↪ad grupy G.

↪a) Zapisać wszystkie elementy G za pomoc ↪a generatorów.

b) Znaleźć klasy elementów sprz ↪eżonych.

c) Napisać tablic ↪e charakterów wszystkich zespolonych , nieprzywiedlnych reprezentacji grupy G.

ć) Niech τi b ↪edzie zespolon ↪a, nieprzywiedln ↪a reprezentacj ↪a G. Roz lożyć τi⊗τi na sum ↪e prost ↪a reprezentacji
τi.

d) Dana jest 5-wymiarowa reprezentacja ρ grupy G:

ρ(x) =


γ 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 γ−1 0 0
0 0 0 γ−2 0
0 0 0 0 γ2

 , ρ(y) =


0 0 1 0 0
0 −1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0

 , gdzie γ = e
2πi
5 .

Roz lożyć reprezentacj ↪e ρ na sum ↪e prost ↪a reprezentacji nieprzywiedlnych.
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