
Rozwi¡zanie zadania 3 z drugiego kolokwium
Zadanie 3.

a) Znale¹¢ prawo pot¦gowe, wedªug którego dla T → 0 zanika ciepªo wªa±ciwe doskonaªego
gazu N fermionów o g¦sto±ci stanów jednocz¡stkowych γ(ε) = D, gdzie D jest staªe, a ε
jest energi¡ stanu jednocz¡stkowego.

b) Znale¹¢ potencjaª chemiczny tego gazu w T=0.

Uwagi:

1) G¦sto±¢ stanów jednocz¡stkowych γ(ε) oznacza, »e dla dowolnej funkcji f

1
V

∑

i

f(εi) =
∫
dεγ(ε)f(ε),

gdzie sumujemy po wszystkich stanach jednocz¡stkowych.

2) W naszym przypadku ciepªo wªa±ciwe cv = 1
N

(
∂U
∂T

)
V
.

Rozwi¡zanie zadania 3. Korzystaj¡c z uwagi 1) mo»na zapisa¢ równania na obj¦to-
±ciow¡ g¦sto±¢ energii i liczby cz¡stek:
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∫
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eβ(ε−µ) + 1

, (1)

< N >

V
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∑
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∫
dεD
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eβ(ε−µ) + 1

, (2)

gdzie wykorzystano wzór na ±redni¡ liczb¦ obsadze« < ni >= 1
eβ(εi−µ)+1

�i�- tego stanu
dla fermionów. W ogólnym przypadku z równania (1) otrzymuje si¦ w granicy niskich
temperatur zale»no±¢ U

V
(T, µ), z (2) za± otrzymuje si¦ n(T, µ) = <N>

V
(T, µ). Po wyrugo-

waniu z tych równa« potencjaªu chemicznego otrzymuje si¦ zale»no±¢ U
V

(T, n) która po
zró»niczkowaniu daje ciepªo wªa±ciwe. Dlatego zacznijmy od drugiego z równa«:
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St¡d znajdujemy:

µ(T, n) = kBT log(e
n

DkBT − 1) = kBT log[e
n

DkBT (1− e− n
DkBT )].

Dla T → 0
µ ≈ n

D
− kBTe−

n
DkBT = .

n

D
(1− DkBT

n
e
− n
DkBT )



Czyli mamy poprawki do µ(T = 0, n) = n
D
, co jednocze±nie jest odpowiedzi¡ na punkt b),

zanikaj¡ce jak DkBT
n

e
− n
DkBT . Naturalnie mo»na otrzyma¢ µ(T = 0), st¡d »e:

n = D
∫ εF

0
dε = DεF = Dµ(T = 0),

ale to nie wystarcza, by wykona¢ punkt a). Znalezione poprawki normalnie pojawiaj¡
si¦ w rozwini¦ciu Sommerfelda co oznacza, »e tutaj karykaturalnie proste rozwini¦cie dla
potencjalu chemicznego równe jest n

D
.

Zajmijmy si¦ teraz wyra»eniem (1):
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po jednokrotnym przecaªkowaniu przez cz¦±ci otrzymujemy:
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poniewa» funkcja eβx

(eβx+1)2 jest silnie zlokalizowana wokóª 0, to rozci¡gamy doln¡ granic¦
caªkowania do −∞ zaniedbuj¡c przy tym wyrazy O(e−

µ
kBT ). Ma to sens dla temperatur

maªych w porównaniu z TF = εF/kB.
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Caªki mo»na wykona¢ (wyniki podano) - daj¡ staªe czynniki, nie maj¡ce wpªywu na
odpowied¹ na pytanie o prawo pot¦gowe:
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Wykorzystuj¡c teraz uwag¦ 2) i wiedz¦ o potencjale chemicznym z poprzedniego rachunku
otrzymujemy:

cv =
1
n

Dk2
BTπ

2

3
∝ T

Czyli odpowiedzi¡ na pytanie zawarte w punkcie a) jest: ciepªo wªa±ciwe dla T → 0 zanika
liniowo z temperatur¡.

przygotowaª Adam Wójtowicz


