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1 Warunki zaliczenia éwiczen
1 ocena koncowa

Cwiczenia:
Zaliczenie ¢wiczen odbywa sie na podstawie nastepu-
jacych sktadowych:

1. Obecnosé na ¢wiczeniach,
2. Aktywno$¢ na ¢wiczeniach,
3. Dwie kartkowki w czasie éwiczen.

O szczegodtowej formie zaliczenia decyduje prowadzacy
¢wiczenia. Osoby, ktore nie zalicza ¢wiczen, moga to
zrobi¢ w pierwszym terminie egzaminu. Drugi termin
egzaminu bedzie wtedy dla nich jedynym terminem.

Egzamin:
Egzamin sklada sie z egzaminu pisemnego w terminie
I lub II i odpowiednio egzaminéw ustnych. Wynik
egzaminu pisemnego unormowany do 100 punktéw
bedzie stanowil podstawe oceny koricowej z przed-
miotu. Ocena jest pozytywna (lub ¢wiczenia zostaja
zaliczone egzaminem), jesli student otrzyma wiecej niz
49 punktow.

Wypadkowa ocena:

5+ za 99 — 100 p.,
5 za 90 -98 p.,
4+ za 81 -89 p.,
4 za 72 -80 p.,
3+ za 62 - 71 p.,
3 za 50 -61 p.,
2 za 0-49 p.

2 Tydzien I, 27.02-05.03.2017
2.1 Wyktad

I. Historia mechaniki kwantowej

81. Trzy dekady powstawania mowej teorii, wazne
daty — wzmianka o: promieniowaniu ciata doskonale
czarnego, zjawisku fotoelektrycznym, cieple wtasciwym
cial stalych, zjawisku Comptona, twierdzeniu Earn-
shawa i stabilnosci atomoéw i molekul, widmie atoméw.
(Doswiadczenie Sterna—Gerlacha, rozpad alfa, interfe-
rencja $wiatla — beda pozniej).

I1. Podstawowe koncepcje mechaniki kwanto-
wej

§81. Rownanie Schridingera — stan ukladu, funkcja
falowa, rownanie Schrédingera z czasemwd = 1id = 3
(dalej d = 1), stala Plancka, interpretacja probabili-
styczna funkcji falowej, zasada superpozycji rozwiazan;

§2. Rozwigzywanie rownania Schrédingera — separa-
cja zmiennych,

2.2 Zadania na ¢éwiczenia

1. Efekt fotoelektryczny: Przypomnieé¢ fakty do-
Swiadczalne zwigzane z efektem fotoelektrycznym, po-
stulaty Einsteina i wyjasnienie teoretyczne tego zja-
wiska. Dwie wiazki §wiatta o dlugosciach A\; = 80
nm i A = 110 nm, padajac na powierzchnie otowiu,
wybijaja elektrony o maksymalnych energiach — odpo-
wiednio 11,390 eV i 7,154 eV. Oszacowaé na podstawie
tych danych stala Plancka h. Oszacowaé prace wyjscia
i czestosé odciecia. Wykonaé obliczenia numeryczne
i zwroci¢ uwage na jednostki oraz typowe wyktadniki.

2. Efekt Comptona: Przypomnie¢ doswiadcze-
nie i wynik otrzymany przez Comptona. Korzystajac
z hipotezy Einsteina, znalez¢ przesuniecie dtugosci fali
w funkcji kata rozproszenia. Zdefiniowaé¢ dtugosé fali
Comptona i obliczy¢ jej wartos¢ dla elektronow. Wpro-
wadzi¢ h = h/27. Wysokoenergetyczne fotony (twarde
promieniowanie gamma) sg rozpraszane na spoczywa-
jacych elektronach. Zaktadajac, ze energia fotonow
E > m.c?, znalezé¢ przesuniecie dtugosci fali dla fo-
tonéw rozproszonych do tytu (f = w). Pokazac, ze
w granicy duzych energii E (padajacych fotonow) ener-
gia rozproszonych fotonéw jest zawsze réwna polowie
energi spoczynkowej elektronéw. Obliczy¢ energie elek-
tronu po rozproszeniu (recoil energy), jesli padajace fo-
tony miaty energie 15 MeV. Wykonaé obliczenia nume-
ryczne i zwrocié uwage na jednostki oraz typowe wy-
ktadniki.

3. Hipoteza de Broglie’a: Przypomnie¢ hipo-
teze de Broglie’a i wynik doswiadczenia Davissona—
Germera. Wprowadzi¢ dtugosé¢ fali de Broglie’a. Obli-
czy¢ dhugosé de Broglie’a dla protonu o energii 70 MeV
i dla kuli karabinowej o masie 100 g, poruszajacej sie
z predkoscia 900 m/s. Wykona¢ obliczenia numeryczne
i zwrdci¢ uwage na jednostki oraz typowe wykladniki.

4. Atom wodoru wedlug Bohra: Przypomnieé
zalozenia i rezultaty teorii Bohra dla atomu wodoru.
Wprowadzi¢ stala Rydberga i stata struktury subtel-
nej. Obliczyé¢ ich numeryczne wartosci. Dla pozy-
tonium (stan zwiazany elektronu i pozytonu) znalezé



E,, i r,. Ile wynosi stata Rydberga i promienn Bohra?
Poréwna¢ z wynikiem dla atomu wodoru (uwzgled-
ni¢ mase zredukowana). Oszacowaé czestosé i dtugosé
fali potrzebnej do zjonizowania pozytonium, ktore jest
w pierwszym stanie wzbudzonym. Wykonaé obliczenia
numeryczne i zwrécié uwage na jednostki oraz typowe
wyktadniki.

2.3 Zadania domowe

1. Oszacowaé energie elektronéw w mikroskopie
elektronowym potrzebna do obserwacji struktur na
skali 0,27 nm. W rozpraszaniu na krysztale proto-
néw o energii 2 eV piate maksimum w intensywnosci
(widocznej na ekranie) obserwuje sie pod katem 30°.
Oszacowaé odleglo$é pomiedzy plaszczyznami w tym
krysztale.

2. Rozwazy¢ foton rozpraszajacy sie na elektronie
w spoczynku. Jesli dlugosé¢ fali przesuniecia Comp-
tona jest réowna trzem dlugosciom fali i te fotony sa
rozproszone pod katem 60°, obliczy¢ dhugosé fali pa-
dajacego fotonu, energie odbicia elektronu i kat, pod
ktorym elektron jest rozproszony.

3. Jaki jest strumieri fotonéw (fotony/m?s) la-
sera 0 mocy 60 W emitujacego swiatto o dtugosci fali
6000 A? Przyjac srednice wigzki rowna 3 mm.

4. 7 pomiaréow widma energii fotonéw kosmicznych
wynika, ze temperatura promieniowania reliktowego
wynosi 3 K. Dla jakiej czestosci obserwuje sie mak-
symalna energie?

3 Tydzien II, 06-12.03.2017

3.1 Wyktad

stany stacjonarne, wymiar funkcji falowej;

83. Interpretacja probabilistyczna i normalizacja —
normalizacja funkcji falowej, znajdowanie prawdopo-
dobieristwa lokalizacji czastki;

84. Rozwijanie funkcji falowej i znajdowanie wspot-
czynnikow rozwiniecia — baza ze wzgledu na energie,
baza zupelna, rozwiniecie w szereg, kolaps (redukcja)
funkcji falowej przy pomiarze energii, iloczyn skalarny
(ozn. (¢,1)), baza ortonormalna, interpretacja wspol-
czynnikéw rozwiniecia;

85. Fuaza funkcji falowej — faza globalna, réwno-
waznos¢ rozwiazan, faza wzgledna, (przyklad: czastka
w nieskoniczonej studni potencjatu, interpretacja roz-
wiazan, rozklad stanu sin®(27x/a), mozliwe wyniki
i prawdopodobienistwa otrzymania warto$ci energii
przy jej pomiarze, analiza wynikow w Mathematice);

86. Operatory w mechanice kwantowej — nieformalna
definicja A, operatory liniowe, rownanie wtasne, funk-
cje wlasne, wartosci wlasne, operator potozenia i ope-
rator pedu, warto$¢ oczekiwana ($rednia) operatora
<A> na stanie i interpretacja, gdy znane sa warto-
$ci wlasne, dyspersja, wariancja, operator hermitowski
i jego wartosci wtasne, operator energii, hamiltonian,
pojecie komutatora i nieprzemienno$é¢ operatorow;

3.2 Zadania na ¢éwiczenia

1. Promieniowanie ciala doskonale czarnego:
Pokazaé, ze maksimum rozkladu Plancka wypada dla
Amaz = b/T, znalez¢ b. Oszacowaé temperature po-
wierzchni gwiazdy, jeSli z pomiaru wynika, ze Az =
446 nm. Oszacowaé \;,q. dla promieniowania pocho-
dzacego od drutu wolframowego rozgrzanego do tempe-
ratury 3300 K. Wykonaé¢ obliczenia numeryczne i zwro-
ci¢ uwage na jednostki oraz typowe wyktadniki.

2. Rachunek prawdopodobienstwa: Przypo-
mnieé¢ definicje czesto$ciows i aksjomatyczna prawdo-
podobienstwa, definicje zmiennej losowej (dyskretnej
i ciaglej), rozktadu prawdopodobienistwa, sredniej, mo-
mentoéw, wariancji, etc.

3. Zmienna losowa X ma rozklad p(x) = aexp(z)
dla z € [0,In3] i zero w pozostalych przypadkach.
Znalezé parametr «, $rednig, drugi moment, warian-
cje 1 rozklad prawdopodobienistwa zmiennej losowej
Y = exp(X) oraz prawdopodobienstwo, ze: a) X < 0,
b) X <1,¢)05<X<07,d) Y <1.5.

4. Metoda Frobeniusa: Metoda Frobeniusa roz-
wigza¢ roéwnanie oscylatora w mechanice klasycznej:
d*f(x)/dz® + w?f(x) = 0.

5. Transformata Fouriera: Znalez¢ transformaty
Fouriera funkcji: a) F(x) = e—2’/a’, b) F(z) = e~®/¢
(do domu), ¢) F(z) = 1dlaz € [-a/2,a/2] (do domu).

6. (Mozna przenies¢ do domowych). Pokazac, ze
zasada nieoznaczonosci pomiedzy polozeniem i pedem
jest wlasnoscia wynikajaca z transformaty Fouriera.

3.3 Zadania domowe

1. Okresli¢ wszystkie momenty dla rozkladow:
a) normalnego, b) Lorentza.

2. Prawdopodobienstwo zdania egzaminu z pewnego
przedmiotu przez studenta z pewnej uczelni wynosi
0,98. Zaktadajac, ze studenci zdaja egzaminy nieza-
leznie od siebie, obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze z 80
studentéw zapisanych w USOS egzamin zda co naj-
mniej 75 z nich.

3. Niech X oznacza ,czas oczekiwania” na wyrzuce-
nie szostki przy rzucie kostka. Znalezé rozktad praw-
dopodobienistwa zmiennej X. Obliczy¢ prawdopodo-
bienistwo, ze széstka wypadnie po raz pierwszy: a) do-
ktadnie w 10 rzucie, b) najpozniej w 10 rzucie, ¢) nie
wczedniej niz w 11 rzucie.

4. Zmienna losowa X ma rozktad prawdopodobien-
stwa p(z) = Az dlaz € [0, 7] i zero w pozostalych przy-
padkach. Znalezé A. Dla zmiennej losowej Y = cos X
obliczy¢ érednia z Y bez wyznaczania rozkladu praw-
dopodobienistwa tej zmienne;.

5. Rozwiazaé: a) zz* + (2 — 2*) = 3+ 2i, b) 22 —
6z +10 = 0, ¢) Re(iz) > 1, |(z — 3)/(2 = 3i)| > 1,
d) [(z+1)/(z*+1)| <L

6. (Wzor de Moivre’a) Wyrazi¢ cos3¢, sindg,
i cos6¢ przez cos ¢ i sin ¢.

7. (Posta¢ biegunowa) Rozwiaza¢ i narysowac:
a) 22 = 2%, b) |24 =z, ¢) 22 = (2%)3,d) 23(2*)? = —1.

8. Rozwiazaé: a) 2% —4i\/322 —16 = 0, b) 22+ (2i —
1)z4+145i = 0.



4 Tydzien III, 13-19.03.2017
41 Wryktad

§7. Ped a transformata Fouriera, zasada nieozna-
czonosci — transformaty Fouriera (1/4/27 w obu trans-
formatach), tw. Parsevala i interpretacja probabili-
styczna funkcji falowej ¢(p), dowod zasady nieoznaczo-
nosci AzAp (bez komutatora);

§8. Prawo zachowania prawdopodobieristwa — gestosé
pradu prawdopodobienistwa, rownanie cigglosci, inter-
pretacja.

ITI. Réwnanie Schrédingera bez czasu

81. Czgstka swobodna — fale ptaskie, energia kine-
tyczna i ped, degeneracja, problem z unormowaniem,
idea konstrukcji paczki falowej, predkosci grupowa i fa-
ZOowWa;

4.2 Zadania na éwiczenia

1. Znajdowanie potencjalu: Niech funkcje
falowe dla pewnych stanéw maja posta¢ (z) =
Ay exp(—(mw/2h)z?) oraz P(z) = Ay 2(mw/h) z
exp(f(mw/Qh)xZ), a odpowiadajace im energie sg
rowne odpowiednio fiw/2 oraz 3fuww/2. Dla jakich po-
tencjalow V' (z) sa to rozwiazania réwnania Schrodin-
gera?

2. Prawdopodobienistwo znalezienia czastki:
Czastka w nieskoniczonej studni potencjalu od 0 do a
jest w stanie podstawowym opisanym funkcja falowa
Y(x) = Asin(ra/a). Znalezé¢ unormowanie A. Obli-
czy¢ prawdopodobienistwo znalezienia czastki w prze-
dziale [a/2,3a/4].

3. Przydatne calki: Poda¢ wyrazenia na calki:

a) [7 exp(—2?)dz = /T,

b) [% 2% exp(—2?) dz = /7 (1-3-5...- (2n—1)) /2",
) [T 2 exp(—22) dz = 0

oraz wprowadzié¢ funkcje btedu:

d) erf(z) =2/y/7 [ exp(—u?) du.

Pierwsza i druga dla n = 2 obliczy¢ jawnie dla z rzeczy-
wistego i biorac kwadrat wyrazenia w pierwszej oraz
rozniczkujac po parametrze w drugiej calce (sposoby
Feynmana).

4. Normalizacja stanu superponowanego:
Stan czastki opisany jest funkcja falowa U(z,t) =
(Ayexp(—ax?/a®) + Aswexp(—x?/b?))exp(—ict) dla
—00 < & < 0. a) Wyznaczy¢ warunek na wspolezyn-
niki normalizacji A; i As. b) (do domu) Unormowaé
U(z,t) dla A; = Ag oraz a® = 32 nm? i b2 = 8 nm?.
¢) (do domu) Znalezé prawdopodobieristwo, ze czastka
znajduje si¢ w przedziale 0 < z < 32 nm. Zauwazy¢,
ze erf(32) = 1 dla rozwiazania z b).

5. Nieskorniczona studnia potencjalu: Czastka
znajduje sie w nieskoriczonej studni potencjatu od 0
do a. Znalez¢ stany wlasne i funkcje wlasne w repre-
zentacji energii (hamiltonianu). Wyznaczy¢ unormo-
wanie. Znalezé ewolucje w czasie stanow a) U(z,0) =
Az(a—=z), b) (do domu) ¥(x,0) = Asin®(rz/a). W a)
znalezé wspoétezynniki rozwiniecia, obliczajac iloczyn
skalarny, a w b) — bezposrednio korzystajac z rozwi-
niecia Newtona. Jakie wartosci energii mozna otrzy-
maé przy pomiarach i z jakimi prawdopodobieristwami

o

dla a) i b)? Jaka jest $rednia energia i jej odchylenie
standardowe dla a) i b)? Dla przypadku b) obliczy¢ na
dwa sposoby — raz ze $redniej z hamiltonianu i raz su-
mujac energie ze znalezionymi prawdopodobieristwami.
Omowié, co bedzie zaraz po pomiarze energii. Wsk.:

[ da (@) (H*¢(2)) = [ dz (Hi(x))* (H(z)).

4.3 Zadania domowe

1. Znalez¢ unormowanie stanu opisanego funkcja fa-
lowa, 1(x) = A exp(—|z|/2a) exp(iko(z — z0)).

2. Czastka o masie m znajduje sie w jednowymiaro-
wej, nieskonczonej studni potencjatu od 0 do a. Wia-
domo, ze jest ona w stanie wzbudzonym n = 3 w chwili
t = 0. Nagle szeroko$¢ studni zostala podwojona
(a — 2a) tak, ze stan ukladu nie zostal zaburzony.
Jesli mierzy sie energie chwile po6zniej, jakie jest praw-
dopodobienistwo znalezienia czastki w stanie podsta-
wowym, a jakie jest prawdopodobienistwo, ze jest ona
w pierwszym stanie wzbudzonym? (Sg to stany dla no-
wej studni). Obliczy¢ $rednig energie czastki przed i po
podwojeniu szerokosci studni. Zinterpretowaé¢ wynik.

3. Rozwiaza¢ problem ruchu czastki kwantowej
o masie m w nieskoriczonej studni potencjatu: V(z) =
0 dla |z| < a/2 oraz V(z) = oo dla |z| > a/2. Po-
klasyfikowaé¢ rozwiazania na parzyste i nieparzyste ze
wzgledu na transformacje funkcji falowych. Poréwnaé
otrzymane energie wtasne i stany wlasne z problemem
studni od 0 do a.

5 Tydzien IV, 20-26.03.2017
5.1 Wyktad

§2.  Stany zwigzane i rozproszeniowe w d = 1
— stany zwiazane (zlokalizowane, unormowane z dys-
kretna energia), stany rozproszeniowe (rozciagle, nie-
normowalne w zwyklym sensie, z ciagla energia z kon-
tinuum), rozwiazywanie problemu z potencjalem od-
cinkami ptaskim, reguly zszywania rozwiazan, definicja
wspolczynnika przejécia i odbicia, przyktad rozprasza-
nia na schodku dla fali o energii ¥ < V; przyktad:
rozpraszanie na schodku potencjahu.

83. Parzysto$é¢ rozwigzarn — operator parzystosci,
stany i energie wlasne operatora parzystosci, klasyfi-
kacja stanéw wlasnych ze wzgledu na parzystosé¢ dla
hamiltonianu komutujacego z operatorem parzystosci;

84. Twierdzenie Ehrenfesta — wyprowadzenie row-
nan ruchu na érednie potozenia i dredni ped, zwiazek
mechaniki kwantowej z mechanika klasyczna.

IV. Notacja Diraca

§1. Przestrzenie wektorowe (liniowe) — notacja Di-
raca w definicjach nieskonczenie wymiarowych prze-
strzeni wektorowych i iloczynu skalarnego, baza w prze-
strzeni wektorowej, rozktad wektora w bazie, rozktad
operatora jednostkowego, zupelnosé bazy;

5.2 Zadania na ¢éwiczenia

Prositbym sprawdzié, czy studenci wiedza, jak rozwia-
zaé zadanie domowe 2 z poprzedniego tygodnia. Jesli
nie, to omowié, ale bez obliczen — tylko o co tam chodzi.



1. Wyznaczanie S$rednich z operatoréw: Dla
stanu podstawowego w nieskoniczonej studni poten-
cjatu znalezé (&), (p), Az, Ap i omoéwi¢ zasade nie-
oznaczonosci oraz pojecie drgan zerowych.

2.  Obliczanie pradu gestosci prawdopodo-
bienstwa: Czastka w jednowymiarowej, nieskonczo-
nej studni jest w stanie ¥(z,t) = y/1/asin(rz/a)
exp(—iE1t/h) + \/1/asin(2rx/a) exp(—iFEst/h), gdzie
FE; to energie wlasne. Znalezé gestosé pradu prawdopo-
dobienistwa dla tej funkcji falowej. Sprawdzi¢, ze jest
spelnione rownanie cigglosci.

3. Ewolucja paczki gaussowskiej: Omoéwi¢ ewo-
lucje w czasie gaussowskiej paczki falowej. Rozmy-
cie w czasie. Zmiana wspoétczynnika normalizacyjnego
w czasie. Zasada nieoznaczonosci. Podaé¢ przyktady
liczbowe dla elektronu, atoméw srebra (to wyjasnia,
dlaczego eksperyment Sterna—Gerlacha nie wychodzi
na elektronach) i komara o masie 1 g. Podkresli¢, ze
rozmywa sie gestos§é prawdopodobienistwa, a elektron
nadal jest punktowy i mierzony w jednym miejscu. In-
terpretacja Borna.

4. Rozplywanie sie paczki falowej — ogolnie:
Wyprowadzi¢ wynik, ze rozmycie paczki falowej (do-
wolnej) zmienia sie w czasie jak Ax?(t) = A2(t —
to)? + Az?(t = ty). Obliczenia i komentarze sa do-
stepne w ksiazce Bialynickiego-Biruli, Cieplaka i Ka-
minskiego. Szkic rachunku byl na wykladzie, ale pro-
sitbym o obliczenie w szczegotach jako trening.

5.3 Zadania domowe

1. Obliczy¢ (&") na stanie ¥(z) = (2a/m)%/4
exp(—az?) dla dowolnego n naturalnego.

2. Pokazaé¢, ze relacja nieoznaczonosci jest wysy-
cana (nieréwnos$¢ zastapiona rownoscia), gdy funkcja
falowa spelnia rownanie —ifiidy(x)/dz = ((p) +i&(z —
(x)))(x). Znalez¢ rozwiazanie.

3. Biorac harmoniczna fale de Broglie'a U(x,t) =
exp(—iwt)(A exp(ikz) + B exp(—ikx), E = hw, p = hk,
i obliczajac pierwsze i drugie pochodne po t i x, odgad-
naé¢, jakie réownanie rézniczkowe odtwarza poprawng
relacje dyspersji iw = h%k?/2m+V. Schrédinger zato-
zyl, ze takie samo réwnanie musi by¢ dla ogblnego przy-
padku V' (z). Sprawdzi¢ tez, jakie rownanie odpowiada
relatywistycznej relacji dyspersji h?w? = h2c?k? +
(mc?)?, gdzie c jest predkoscia $wiatla w prozni.

6 Tydzien V, 27.03-02.04.2017
6.1 Wyklad

82. Operatory w przestrzeni wektorowej — reprezen-
tacja macierzowa operatora, zmiana bazy, sprzezenie
hermitowskie, operator unitarny, operator hermitow-
ski, operatory rzutowe na podprzestrzenie wtasne, roz-
ktad spektralny operatora, notacja dla widma dyskret-
nego i ciagtego.

V. Przestrzen Hilberta stanéw — postulaty
mechaniki kwantowej

81. Przestrzen stancw kwantowych uktadu — wektor
stanu, przestrzen Hilberta, postulat I (o stanie uktadu),

obserwable fizyczne i odpowiadajace im operatory her-
mitowskie, postulat II (o wynikach pomiaru obserwa-
bli), ilustracja z czastka swobodna, operator polozenia
i jego widmo, wektor stanu a funkcja falowa;

82.  Funkcja falowa, postulaty pomiaru — rozklad
wektora stanu w danej reprezentacji stanéw wlasnych
operatora, wspotczynniki rozkladu jako sktadowe wek-
tora stanu i jako funkcje falowe, postulat III (o praw-
dopodobieristwie otrzymania danego wyniku pomiaru),
zespol statystyczny w mechanice kwantowej i interpre-
tacja probabilistyczna, postulat IV (o stanie ukladu
zaraz po pomiarze);

83. FEwolucja w czasie stanu kwantowego — postu-
lat V (o unitarnej ewolucji wektora stanu ukladu),
operator unitarnej ewolucji, réwnanie Schrodingera dla
wektora stanu, réwnanie Schrédingera dla operatora
ewolucji i jego rozwiazanie dla hamiltonianu niezalez-
nego od czasu, rozklad spektralny funkcji od operatora

(f(A) = X f(a)la)(al);

6.2 Zadania na ¢éwiczenia

1. Studnia potencjalu: Czastka o masie m poru-
sza sie w jednowymiarowym potencjale: V(z) = 0 dla
|z] < a/21V(x) = Vp dla pozostatych z. Jest to tak
zwana skoriczona studnia potencjatu. Znalezé wszyst-
kie stany wlasne (dyskretne i ciagle, rozproszeniowe)
dla tego problemu. Skorzystaé¢ z symetrii problemu,
aby poklasyfikowaé rozwiazania. Dla stanéw zwiaza-
nych omowi¢ metode graficznego znajdowania rozwia-
zan oraz wyznaczy¢ unormowanie. Zwréocié uwage na
zwiazek pomiedzy liczba weztow funkcji falowej a liczba
kwantowa. Dla stanéw rozproszeniowych oméwié pro-
blem degeneracji rozwigzan. Zwrocié uwage na pro-
blem z unormowaniem w tym przypadku. Dla obu
przypadkoéw znalezé rozwiazanie, gdy studnia redukuje
sie do potencjatu typu delta Diraca. Przypomnieé¢ ope-
racyjne znaczenie symbolu delta Diraca.

2. Nieskoriczona studnia z przegroda: W nie-
skoriczonej, jednowymiarowej studni potencjalu, roz-
ciagajacej sie na (—a,a), znajduje sie czesciowo prze-
puszczalna przegroda: U(x) = (h?/m)Vyé(z). Prze-
dyskutowaé¢ wymiar parametru Vy. Zbadaé wplyw
przegrody na energie i funkcje wlasne czastki w funkcji
parametru V. Dla czastki w stanie ¢(z) = (Az dla
|z] < aiy(xz) =0 dla pozostalych ) wyznaczyé roz-
ktad prawdopodobienistwa pomiaru energii. Jakie sa
stany zaraz po pomiarze? W tym problemie warunki
zszycia wydedukowaé z caltkowania réwnania Schrodin-
gera wokol osobliwosci delta.

3. Transmisja przez prostokatna bariere: Dla
ruchu czastki o masie m w potencjale V(z) = V; dla
0 < x < a wyznaczy¢ wspotczynniki przejscia i odbicia
dla F > 0. Przeanalizowa¢ dwa przypadki. Omoéwié
rozpraszanie rezonansowe. Z tych rozwiazan znalezé
granice dla potencjatu typu delta Diraca.

6.3 Zadania domowe

1. Jaka wartos¢ musi przyjmowaé parametr Voa < 0
w rozpraszaniu na skonczonej studni potencjatu, aby



elektron o energii 1 eV zawrocil z prawdopodobien-
stwem 0,27 Oszacowaé to samo dla samolotu Boeing
474, gdy leci z predkoscia 900 km/h. Potrzebne dane
znalez¢ samodzielnie.

2. Rozwigza¢ problem kwantowy ruchu czastki
w jednym wymiarze w potencjale V(z) = 0 dla z < 0,
Viz)=-Vy<0dla0 <z <a,oraz V(z) =V, >0
dla z > a.

3. Cuzastka o masie m, poruszajaca sie w jednym
wymiarze, znajduje sie w potencjale V(z) = V;1d(x) +
V20(xz — a). Znalezé wszystkie stany wlasne i przedys-
kutowaé rozwiazania w zaleznosci od zmiany V;.

7 Tydzien VI, 03-09.04.2017
7.1 Wyklad

§4. Obrazy w mechanice kwantowej — transforma-
cja obrazow, obraz Schrodingera, obraz Heisenberga,
rownanie ruchu Heisenberga dla operatoréow; przyktad:
uktad dwustanowy.

VI. Reprezentacje polozen i pedow

§81. Reprezentacja potozenia i reprezentacja pedu —
definicja reprezentacji potozeniowej i pedowej przez od-
powiednie réwnania wtasne dla operatoréw potozenia
i pedu, elementy macierzowe przejscia do reprezentacji
pedowej, dygresja o dystrybucji delta Diraca, unormo-
wanie standéw wlasnych operatora potozenia i pedu do
delty Diraca;

§2. Operator pedu w reprezentacji potozeniowej — re-
prezentacja operatora pedu w reprezentacji potozenio-
wej, elementy macierzowe, dziatanie operatora pedu na
stan i na funkcje falows;

83. Operator potozenia i potencjatu w reprezentacyi
potozZeniowej — reprezentacja operatora polozenia i ope-
ratora energii potencjalnej i kinetycznej, reprezentacja
hamiltonianu w reprezentacji potozeniowej;

§4. Operatory w reprezentacji peddw — operator pedu
i polozenia w reprezentacji pedowej, operator energii
kinetycznej i potencjalnej oraz hamiltonian w repre-
zentacji pedowe;j.

Jesli jest mozliwosé, to stosowaé notacje Di-
raca na dalszych éwiczeniach.

7.2 Zadania na ¢éwiczenia

1. Wtlasnosci L.

[/Al,é = [A,B]C’—I—B[/l,é], [z, p] =

a,p"] = ihnp" =, [f(x),p] = ihdf(z)/ dz.
2.

Pokazaé, ze

ihna™ 1,

operatoréow

8
Wtlasnosci operatoréw: Pokazaé, ze zf = z,
(d/dz)t = —d/dx, (id/dz)l = id/dz. Zbadaé, czy

operatory polozenia, pedu oraz e®, ed/ 9% P s3 hermi-
towskie.
3. Wtlasnosci operatorow: Pokazaé, ze

(rd/dx)t = —z(d/dz) — 1, L = L,, gdzie L, jest
z-owa skltadowa operatora momentu pedu.

4. Uktad dwupoziomowy: Na przyktadzie uktadu
z dwuwymiarowa przestrzenia Hilberta (model spinu

1Symbol na oznaczanie operatora jest dalej pomijany, poza
szczegblnymi sytuacjami.

1/2 lub fotonu z polaryzacja) pokaza¢ dziatanie po-
stulatéow mechaniki kwantowej. Stany ukladu, wyboér
i zmiana bazy, operatory, diagonalizacja, nieprzemien-
no$¢, ewolucja w czasie operatoréw i stanoéw. (No-
tatki sa w skrzynce. Chodzi mi o to, aby studenci
samodzielnie poéwiczyli macierzowa mechanike kwan-
towa na tym najprostszym a jednocze$nie nietrywial-
nym przykladzie).

7.3 Zadania domowe

1. Pokaza¢, ze [A,B"] = Y.~ B/[A, B]B"~I1,
[A", B] = =) A"I~1[A, B]AJ.

2. Pokazaé, ze jesli [A, B] = 0, to [F(A),G(B)] = 0,
gdzie F'i G sa dowolnymi funkcjami operatorow.

3. Udowodni¢ wzoér Bakera—Campbella—Hausdorffa.

4. Sprawdzi¢ nastepujace reguty komutacyjne z ope-
ratorem energii H = p?/2m + V(x): a) [H,p] =
ihdV/dz, b) [H,p?] = 2ih(dV/ dz)p + h2d?V/ da?.

5. Uktad w dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta ma
hamiltonian H = iFy(]0)(1| — |1)(0]). Znalez¢ wartosci
i stany wtasne. W chwili poczatkowej uktad jest w sta-
nie |0). Znalez¢ ewolucje stanu. Jakie sa prawdopodo-
bienistwa otrzymania poszczegdlnych energii? Obliczy¢
$rednia energie i dyspersje w czasie.

8 Tydzien VII, 10-23.04.2017

obejmuje przerwe $wiateczna. W srode 19.04 nie ma
wyktadu, bo jest piatkowy plan zajec.

8.1 Wyktad

VII. Operatory komutujace i niekomutujace:

81. Zasada nieoznaczono$ci — dowod zasady nie-
oznaczono$ci na dowolnym stanie dla dowolnych dwéch
niekomutujacych operatoréw, ilustracja dla operatorow
potozenia i pedu;

§2.  Operatory komutujgce, zupetny zbidr komu-
tujgcych obserwabli — dowdd twierdzenia o istnieniu
wspoélnych stanéw wlasnych dla komutujacych opera-
toréw, omoéwienie zagadnienia jednoczesnego wyzna-
czania 1 mierzenia komutujacych obserwabli w fizyce
kwantowej.

VIII. Oscylator harmoniczny

81. Model klasycznego oscylatora harmonicznego —
prawo Hooke’a, czestos$é oscylatora, energia oscylatora;

§82. Model kwantowego oscylatora harmonicznego —
hamiltonian ukladu, zmienne bezwymiarowe, asymp-
totyczne zachowanie funkcji falowej;

§3. Operatory kreacji i anihilacji — algebraiczne roz-
wiazanie, operatory kreacji i anihilacji, reguty komu-
tacyjne, hamiltonian w nowych operatorach, operator
liczby czastek;

84. Algebraiczne wyznaczenie wartosci wtasnych —
stany wtasne operatora liczby czastek, dziatanie ope-
ratorow kreacji i anihilacji, zmiana n, operatory dra-
binkowe, konstrukcja stanu podstawowego, widmo ope-
ratora liczby czastek i hamiltonianu;

85. Funkcje falowe oscylatora — reprezentacja po-
tozeniowa operatoréw kreacji i anihilacji, wyznaczenie



funkcji falowej stanu podstawowego w reprezentacji po-
lozeniowej, wyznaczenie funkcji falowych stanéw wzbu-
dzonych, wielomiany Hermite’a;

8.2 Zadania na éwiczenia

1. Obraz Heisenberga: W obrazie Heisenberga
znalezé operatory x(t) i p(t) dla ruchu: a) swobod-
nego, b) pod wplywem stalej silty: V(z) = —Fu,
¢) w polu oscylatora harmonicznego: V(z) = %mw%xz,
d) w polu oscylatora harmonicznego z polem elektrycz-
nym: V(z) = imwia? + qEow cos(t). (Mozna cos
z tego do domu).

2. Korzystajac z wynikow poprzedniego zadania,
znalezé zaleznosé dyspersji ((z — (z))?) od czasu dla
ruchu a) swobodnego, b) w polu oscylatora harmonicz-
nego. (Mozna co$ z tego do domu).

3. Udowodnié, ze jesli w obrazie Heisenberga row-
nosé [A(t), B(t)] = C(t) zachodzi dla pewnego t = to,
to zachodzi dla dowolnego ¢.

4. Unormowanie w pudle: Jednym ze sposo-
boéw obejscia problemu normalizacji standéw swobod-
nych jest zamkniecie ukladu w skoriczonym obszarze
przestrzeni. Rozwazmy czastke o masie m, porusza-
jaca sie po okregu o dtugosci L. Znalezé poziomy ener-
getyczne i funkcje falowe tej czastki. Znalezé widmo
operatora pedu dla tej czastki. Obliczy¢ wartosci sred-
nie polozenia i pedu oraz dyspersje polozenia i pedu na
n-tym stanie wlasnym. (Uwaga: zasada nieoznaczono-
$ci nie jest spelniona, gdyz operator potozenia nie ma
tej samej dziedziny co operator pedu. Nie jest to wiec
operator samosprzezony i nie sa spelnione zalozenia
twierdzenia Heisenberga).

5. Zasada nieoznaczonosci: Znalez¢ zasade nie-
oznaczonosci dla z i f(p), w szczegdlnodei dla x i p2.

8.3 Zadania domowe

1. Obliczy¢ wartos¢ srednia pedu na stanie wlasnym
|E) operatora energii H = p?/2m + V(z). Obliczyé
wartosé srednia wielkosci xp + pz na tym stanie.

2. Udowodnié¢, ze na stanie wlasnym |E) operatora
energii H = p?/2m + V(x) dyspersja pedu dana jest
wzorem A2 = 2m(T), gdzie T jest operatorem energii
kinetycznej.

3. Czy istniejg skoriczenie wymiarowe macierze A i B
spelniajace kanoniczna relacje komutacyjna [A, B] =
ih?

4. Wykazaé, ze [A, B~'] = B7![A, B]B~!. Sformu-
towaé zasade nieoznaczonogci dla A i B™!, w szczegol-
nosci dlapil/x.

5. Znalez¢ réwnanie ruchu d(A(¢)B(t))/ dt.

9 Tydzien VIII, 24-30.04.2017

9.1 Wyktad

§6. FElementy macierzowe operatoréw — wyznaczenie,
jak dziala operator kreacji i anihilacji wraz ze stala,
wyznaczenie elementéw macierzowych operatora liczby
czastek, hamiltonianu, operatoréw kreacji i anihilacji,

wektoréow stanu w reprezentacji liczb obsadzeni, zwia-
zek réwnania Schrédingera z algebra liniows;

IX. Separowalne problemy w dwoéch wymia-
rach

§1. Czgstka w dwuwymiarowej, nieskoriczonej studni
potencjatu—hamiltonian separowalny wzgledem zmien-
nych przestrzennych, ogélna metoda rozwiazywania,
redukcja problemu do probleméw jednowymiarowych,
rozwigzania dla nieskoriczonej studni, degeneracja roz-
wigzan, degeneracja wynikajaca z symetrii i przypad-
kowa;

§2.  Oscylator harmoniczny w dwdéch wymiarach —
separacja problemu, analiza degeneracji rozwiazan.

X. Moment pedu w mechanice kwantowej

§1. Podstawowe wiadomosci — definicja operatora
momentu pedu, reprezentacja potozeniowa poszczegdl-
nych sktadowych, badanie relacji komutacyjnych dla
sktadowych, operator L? i jego komutator z L;, jedno-
czesne stany wlasne operatora L, i L? i ich skwanto-
wane wartosci wlasne (bez wyprowadzenia), kwantyza-
cja i zasada nieoznaczono$ci, uogdélniony moment pedu
Ji=L; + S;;

9.2 Zadania na éwiczenia

1. Oscylator harmoniczny: Znalezé rozwigzanie
dla wszystkich stanéw wlasnych kwantowego oscyla-
tora harmonicznego w reprezentacji potozen, badajac
asymptotyczne wlasnosci rozwiazan i stosujac metode
Frobeniusa, rozwijania w szereg i obcinania go dla uzy-
skania rozwiazai unormowanych (fizycznych). Omowié
podstawowe wtasnosci wielomianéw Hermite’a, funkcje
tworzaca, formuty rekurencyjne i na pochodne, unor-
mowanie i jakie$ przyktady na obliczenie wartosci $red-
niej, np. (z?).

2. Energie Srednie w oscylatorze: Pokazaé, ze
w stanie |n) zachodzi (Eyin) = (Epot). Sprawdzi¢ za-
sade nieoznaczonosci na stanie |n).

3. Stany koherentne: Stan koherentny jest zdefi-
niowany jako stan wlasny operatora anihilacji a|z) =
z|z). Znalez¢ funkcje falowe tego stanu w reprezen-
tacji polozeniowej (notacja z Liboffa), unormowac,
obliczy¢ (z|Z|z), (z|p|z), rozlozyé stan |z) w bazie
|n). Pokazaé, ze stan koherentny mozna przedstawi¢
jako |z) = D(2)|0), gdzie D(z) = exp(zal — z*a).
Pokaza¢ unitarnosé D(z), obliczyé caltke przekry-
cia (z|z'), sprawdzi¢ zupelnosé |z). Wsk.: uzy¢
tw. Bakera—Campbella-Hausdorffa — exp (X + Y) =

exp (X') exp (Y) exp(f[X', }7]/2) dla [X,Y] = const.
(Dowdd jest w zadaniach domowych).

9.3 Zadania domowe

1. Niech czastka, ktéra porusza sie w poten-
cjale harmonicznym, znajduje sie¢ w stanie ¥(z,0) =
%(\I’l (x,0) 4+ ¥o(x,0)), gdzie U;(x,t) sa stanami wla-
snymi oscylatora harmonicznego. Znalezé stan w do-
wolnej pozniejszej chwili ¢ oraz pokazaé, ze () oscyluje
w czasie. Podaé interpretacje tego wyniku.



2. Istnieje kilka (kilkanascie) przyktadow potencja-
tow oddzialywania, dla ktorych rownanie Schrodingera
ma §cisle rozwiagzanie w jednym wymiarze. Mozna te
zagadnienia rozwigzac¢, badajac asymptotyki i stosujac
metode Frobeniusa tak jak dla oscylatora harmonicz-
nego. Dla kazdego problemu znajduje sie jednak inne
wielomiany ortogonalne. Proponuje wybraé¢ i rozwia-
zaé jeden z przyktadow:

a) V(z) = Voctg?(rx/a) dla 0 < z < a,

b) V(z) = Vy/ cos?(x/a) dla —arm/2 < z < am/2,

¢) V(x) = Vo(exp(~2/a) — 2exp(—a/a)),

d) V(z) = Vi/ cosh®(z/a).

Podane problemy sa trudne i warto siegna¢ do zaawan-
sowanych podrecznikéw i zbioréw zadan z mechaniki
kwantowej, np. S. Fligge, Practical Quantum Mecha-
nics — Volume 1 and Volume 2 (Springer 1971) lub
w polskim tlumaczeniu.

10 Tydzien IX, 01-07.05.2016

10.1 Wyklad

nie odbyt sie z powodu przerw.

3. Ewolucja w czasie stanu koherent-
nego: Stanem poczatkowym oscylatora jest |W(0)) =
exp(—g2/2) S o g™ /V/ln), g € R. Znalerc [U(1)),
(Z(t)), (p(t)). Warto pokazaé ten sam wynik w roz-
nych obrazach.

10.2 Zadania domowe

1. Pokazaé, ze stan koherentny wysyca zasade nie-
oznaczonosci Heisenberga.

2. Rozwiazaé¢ algebraicznie problem oscylatora
w polu elektrycznym (przesuniety oscylator) z hamil-
tonianem H = p?/2m+ Kx?/2+eFx. Znalezé energie,
stany wlasne, érednie z z, 2, p i p?. Wskazaé¢ zwigzek
ze stanami koherentnymi. Wsk.: zastosowaé transfor-
macje b=a+c.

3. Oscylator jest w stanie |¥(0)) = (|n)+|n+1))/v/2.
Po jakim czasie bedzie on w stanie ortogonalnym do
[W(0))? Obliczyc (&(t)), (p(t)), (°(t)), (H*(t)). Spraw-
dzié¢ zasade nieoznaczonosci Heisenberga.

4." Pokaza¢ na dowolnym stanie unormowanym,
ze Ay = (BA) + AAlwL), gdze A = AT,
(Y1) =0, AA jest dyspersja.

5.* Pokazaé¢, ze operator a' nie ma unormowanych
stanow (wektorow) wlasnych. Wsk.: dowod nie wprost,
tac. ad absurdum (a.a.).

11 Tydzien X, 08-14.05.2017

11.1 Wyklad

§2. Wartosci wlasne operatora J — wyprowadzenie
— operatory drabinkowe, relacje komutacyjne, algebra-
iczne wyznaczenie m i j, elementy macierzowe opera-
torow J;

83. Sztywny rotator kwantowy — model izotropowego
rotatora w mechanice klasycznej i kwantowej, omo-

wienie energii wlasnych i stanéw wlasnych rotatora,
widmo energetyczne i notacja spektroskopowa;

§4. Funkcje wtasne operatodw L? i L, — wspol-
rzedne sferyczne, zmiana bazy, posta¢ operatora mo-
mentu pedu we wspolrzednych sferycznych, harmoniki
sferyczne (funkcje kuliste), normalizacja, rozwiazanie
réwnania na L., rozwiazanie réwnania na L?, stowa-
rzyszone wielomiany Legendre’a;

§5. Wykresy biegunowe dla Y™ — jawna postaé¢ har-
monik sferycznych dla | = 0,1,2 i ich wykresy biegu-
nowe, przyklady stanéw dla rotatora;

§6. Algebraiczny sposéb otrzymywania harmonik sfe-
rycznych — zastosowanie operatoréw ﬁi do otrzymywa-
nia funkcji ©7*(0).

XI. Zagadnienia ruchu w trzech wymiarach

§1. Czgstka swobodna we wspotrzednych kartezjar-
skich — separacja rownania Schrodingera w d = 3, roz-
wiazanie w postaci fali ptaskiej, dyspersja, predkosé
fazowa, paczka falowa, predkosé¢ grupowa;

§82. Czgstka swobodna we wspdtrzednych sferycznych
— ped radialny, zwiazek pomiedzy operatorem kwa-
dratu momentu pedu, pedem radialnym i iloczynem
skalarnym t - p, zwiazek = r2p% —r2p2, hamiltonian
swobodny we wspolrzednych sferycznych;

§83. Radialna funkcja falowa — separacja zmiennych
we wspotrzednych sferycznych, rownanie sferyczne Bes-
sela, funkcje sferyczne Bessela i Neumanna,

§4 Algebraiczne rozwigzanie réwnania Bessela— pod-
stawienie R(x) = u(x)/z, operatory drabinkowe A =
d/dz+ (14 1)/z, rozwiazanie rekurencyjne dla funkeji
uy(x), rozwiazanie dla funkeji R;(x), funkcje sferyczne
Bessela i Neumanna przez wielokrotne rézniczkowanie;

§5. Pomiar L? i L, na fali ptaskiej — prawdopodo-
bienistwo wyznaczenia m oraz [, rozklad fali ptaskiej na
harmoniki sferyczne, zastosowanie twierdzenia suma-
cyjnego dla harmonik sferycznych (bez dowodu), dys-
kusja otrzymanego rozwiniecia i mozliwych wynikéw
pomiaru momentu pedu.

11.2 Zadania na ¢wiczenia

1. Degeneracja rozwigzan dla oscylatora i jej
znoszenie w d = 2: Rozwiazaé problem i zbadaé, jak
zmienia sie degeneracja rozwigzan dla dwuwymiaro-
wego, anizotropowego oscylatora harmonicznego. Po-
tencjal ma posta¢ V(z,y) = K,2?/2 + K,y*/2. Wy-
prowadzi¢ ogblny wynik na stopieri degeneracji w przy-
padku izotropowym.

2. Degeneracja rozwigzan dla oscylatora i jej
znoszenie w d = 3: Rozwiazaé¢ problem i zbadac,
jak zmienia sie degeneracja rozwigzan dla tréjwymia-
rowego, anizotropowego oscylatora harmonicznego.
Wyprowadzi¢ ogoélny wynik na stopienn degeneracji
w przypadku izotropowym: w, = w, = w, = wo.
Przedyskutowa¢ zmiane stopnia degeneracji, gdy
Wy = Wy = W] 0raz w, = wy|.



Moment pedu

1. Zasada nieoznaczonosci dla momentu pedu: Dla
stanu |lm) wyznaczyé (L), (L.), (L), (L?), (L?),
(L2), (L2). Sprawdzi¢ zasade nieoznaczonosci dla
0L,0L, oraz zobaczy¢, jakie musi by¢ m, aby byla ona
minimalizowana.

2. Pokazaé¢ bezposrednim rachunkiem, ze
Y10, ¢) = \/3/87 sin fe? jest unormowana funkcja
wiasng L2 i L..

3. Rozktad prawdopodobieristwa P(l,m): Dla funkeji
falowej ¥(r, 8, ¢) = f(r)G(0, ¢), gdzie osobno czesé ra-
dialna i katowa sg unormowane, wyprowadzi¢ wzor na
obliczanie prawdopodobienistwa znalezienia [ i m.

4. Czastka jest w stanie opisanym funkcja falowa
¥ = f(r)sind@. Obliczy¢ (L,), (Ls), (Ly), oraz P(l =
2,m =0), P(I =2,m = —1). Wsk.: pamieta¢ o unor-
mowaniu.

5. Czastka jest w stanie oyisanym funkcja falowa:
a) b = A(iz + 2y — 2)e" /20 b) o = f(r)e?®. Wy-
znaczy¢ P(l,m).

6. Uklad jest w stanie |lm). Dokonano pomiaru
skladowej L., wektora L wzdluz osi 2’ tworzacej kat «
7 osia z. Jaka jest wartosé srednia L,/ i L2,?

7. Asymetryczny rotator o momentach bezwtadno-
§ci I, = I, i I, ma hamiltonian H = (L2 + L%)/Z[w +
L?/21I,. Znalez¢ funkcje wlasne i energie wlasne. Jaka
jest érednia L przy pomiarze na dowolnym stanie wta-
snym tego uktadu? W chwili ¢ = 0 uklad jest w stanie
[l =3,m=0).

Uwaga: ten material z momentu pedu jest na
dwa tygodnie (4 éwiczenia).

11.3 Zadania domowe

1. Obliczy¢ $rednie L, na stanie [¢) = [1,1)/v/2 —
[1,0)/2+|1, —1)/2, gdzie stany oznacza si¢ przez |, m).

2. Dana jest funkcja falowa: a) ¢» = Nsin6 cos ¢,
b) ¢ = N(xy + yz)/r?. Zapisa¢ to za pomoca har-
monik. Znalezé normalizacje. Obliczyé¢ érednie L2
i L,. Jakie wartosci i z jakimi prawdopodobieristwami
mozna znalezé przy pomiarze L,7

3. Pokazaé¢, ze jesli uklad jest w stanie wlasnym
operatora L, to: (L) = (Ly) =0, (LyLy+LyL,) =0,
(12) = (L2).

4.* Pokaza¢, ze dla dowolnego potencjalu V(r)
spelnione jest réwnanie ruchu dla momentu pedu
d(L)/dt = —(r x VV). Co bedzie dla potencjatu sfe-
rycznie symetryczngo V(r)?

12 Tydzien XI, 15-21.05.2017

12.1 Wyktad

XII. Atom wodoru

§1. Zagadnienie dwdch czgstek — wspotrzedne
wzgledne i $rodka masy, masa catkowita i masa zre-
dukowana, separacja problemu dla oddzialywan cen-
tralnych;

§2. Rdwnanie radialne dla V(r) — przejscie dla
zmiennej wzglednej do wspotrzednych sferycznych, se-
paracja rownania na czes¢ katowa i radialng, rownanie

radialne, efektywny potencjal, bariera centryfugalna,
normalizacja funkcji radialnej, warunki brzegowe dla
funkcji radialnej;

12.2 Zadania na ¢wiczenia

1. (Dodatkowe z momentu pedu, jesli dysponuje sie
czasem). Znalezé reprezentacje funkcji kulistych we
wspolrzednych kartezjariskich i znalezé reprezentacje
rzeczywista tych funkcji. Przedyskutowaé¢ wyniki dla
[l =0,1,2, pokazujac na ekranie wyglad odpowiednich
orbitali.

Prosze dokonczyé zadania z momentu pedu.
Mozna wykorzystaé tez zadania domowe poni-
z€j.

1.  Znalezé poziomy energetyczne i unormowane
funkcje falowe czastki o masie p, poruszajacej sie w nie-
skoniczenie gtebokiej, sferycznie symetrycznej studni
potencjalu: V(r) =0dlar < RiV(r) = oo dlar > R.
Dla czastki w stanie s (I = 0) znalezé (r), (r?), dysper-
sje, najbardziej prawdopodobne r oraz prawdopodo-
bieristwo znalezienia czastki w odleglosci od centrum
mniejszej od wartosci najbardziej prawdopodobne;j.

2. Znalezé poziomy energetyczne i unormowane
funkcje falowe czastki o masie p i o zerowym momen-
cie pedu oraz poruszajacej sie w sferycznie symetrycz-
nej jamce potencjalu: V(r) = =5 < 0dlar < R
iV(r) =0dlar > R. Znalez¢ warunki, kiedy moze nie
istnie¢ stan zwiazany.

12.3 Zadania domowe

1. Sztywny rotator kwantowy znajduje si¢ w sta-
nie opisanym funkcja falowa (6, ¢) = Asin? 6 cos 2¢.
Jakie wartogci otrzyma sie przy pomiarze L? i L,?

2. Sztywny rotator kwantowy znajduje sie
w stanie opisanym funkcja falowa ¢(0,¢) =
S Y™ (0,¢).  Jakie jest prawdopodo-
biefistwo, Ze przy pomiarze L? otrzyma sie h2l(l + 1)?
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze przy pomiarze L,
otrzyma si¢ hm?

3. Sztywny rotator kwantowy znajduje sie w stanie
zl=11im = 1. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze
w wyniku pomiaru L, dostanie sie m = 0,£17 Wsk.:
stan wlasny Y{' roztozyé na stany wlasne L, — zauwa-
zajac, ze L? komutuje z L,, wiec [ sie nie zmienia.
X =aV! +bY? + Yyt

13 Tydzien XII, 22-28.05.2017

13.1 Wyktad

83.  Rozwigzanie dla atomu wodoropodobnego —
atomy wodoropodobne, bezwymiarowe réwnanie ra-
dialne, zmienne bezwymiarowe i state, promieri Bohra,
stala Rydberga, asymptotyka réwnania radialnego,
rozwiniecie Frobeniusa, urywanie szeregu, wielomiany
Laguerre’a, liczby kwantowe (n,l,m) i ich zakresy
zmiennosci, energia stanéw wlasnych atomu wodoropo-
dobnego, degeneracja, unormowanie, n = 1,2,3 funk-



cje falowe, gestosci prawdopodobienistwa znalezienia
elektronu.

XIII. Rachunek zaburzen

81. Rachunek zaburzer dla standw niezdegenerowa-
nych, zaburzenie niezalezne od czasu — istota rachunku
zaburzen, rozwijanie rozwigzania wzgledem parametru
kontrolnego, warunek jednoznacznosci rozwigzan, or-
togonalno$é wszystkich poprawek do danego stanu nie-
zaburzonego, szczegbdtowe wyprowadzenie wzoré6w na
1. i 2. rzad rachunku zaburzen dla energii wtasnych
i stanow wlasnych;

13.2 Zadania na ¢wiczenia

(Potrzebne funkcje specjalne beda na wykltadzie 23.05!)
1. Atom wodoru: Dla stanu 1s atomu wodoru obli-
czy¢ érednie (r), (r?), dyspersje rozkladu oraz najbar-
dziej prawdopodobng wartosé dla radialnego rozktadu
prawdopodobienistwa P(r) = [|?r2.

2. Funkcja falowa elektronu jest ¢ (r, 0, ¢) = 1/81
V2/mad Z3/% (6 — Zr/ag)(Zr/a) exp(—Zr/3ag) cos .
Zmalezé n,l,m dla tego stanu. Zbudowaé¢ inne funkcje
falowe z m £ 1. Znalez¢ najbardziej prawdopodobna
wartosé r znalezienia elektronu.

3. Twierdzenie Hellmanna—Feynmana (np. w Wiki-
pedii) — podaé tres¢ twierdzenia i je udowodnic.

4. Dla atomu wodoru obliczyé grednie (1/r2), (1/r),
$rednia z energii kinetycznej i Srednig z energii poten-
cjalnej na dowolnym stanie |nim). Pokazaé¢ spelnianie
twierdzenia o wiriale.

Zasada wariacyjna

1. Zasada wariacyjna: Wyprowadzi¢ (nie bedzie
na wyktadzie) twierdzenie Ritza i sformutowaé zasade
wariacyjna dla stanu podstawowego.

2. Scista energia stanu podstawowego: Dla
problemu oscylatora uzy¢ nastepujacych funkeji prob-
nych dla oszacowania energii stanu podstawowego:
a) exp(—aa:Q), b) xexp(—6x2), c) 1/(2? ++2).

3. Przyblizona energia stanu podstawowego:
Czastka o masie m porusza sie w polu sily o poten-
cjale V(x) = F|x|. Wyznaczy¢ gorng granice na ener-
gie stanu podstawowego przy uzyciu funkcji probnej
exp(—alz|). Wsk.: dO(z)/dz = d(z).

13.3 Zadania domowe

1. Rozwiaza¢ zagadnienie sferycznie symetrycz-
nego oscylatora harmonicznego z potencjatem V(r) =
uw?r? /2. Wyznaczy¢ energie wlasne i degeneracje. Po-
réwnaé rozwiazania z rozwiazaniami z przypadku oscy-
latora we wspotrzednych kartezjanskich.

2. 7 twierdzenia HF pokazaé twierdzenie o wiriale:
2(T) = —(rF), gdzie T i F sa operatorami energii ki-
netycznej i sity, F = —VV. Zastosowaé¢ wynik, gdy
V(Ar) = XV (r).

3. Znalez¢ zwiazek rekurencyjny Kramersa dla $red-
niej (r®) na stanie |nim) atomu wodoru. Obliczy¢ rézne
$rednie dla s = 0, +1, +2 i stad dyspersje 7.

(na zasade wariacyjna)

1.* Rozwazyé¢ potencjal V(z) o ciagtej pochodnej
taki, ze V(z) < 0 dla kazdego x. Pokazac, ze w takim

potencjale istnieje przynajmniej jeden stan zwiazany.
(Wsk.: uzy¢ zasady wariacyjnej i gaussowskiej funkcji
probnej).

2. Znalezé najlepsze oszacowanie dla oscylatora har-
monicznego z dodatkowym potencjatem U(x) = ra?.
Funkcje probna z jednym parametrem wariacyjnym na-
lezy znalezé samodzielnie.

3.* Na podstawie wyniku z zadania 5* z poprzed-
niego tygodnia pokazaé, ze minimalny czas, jaki jest
potrzebny, aby uktad kwantowy ewoluowal z zadanego
stanu |¥) do stanu | ¥ ) (ktory jest ortogonalny do |¥))
wynosi T = h/4AFE — gdzie AE jest nieoznaczonoscia
energii. Wsk.: AJP 60, 182 (1992).

14 Tydzien XIII,
29.05-04.06.2017

14.1 Wyklad

§2. Rachunek zaburzen dla stanow zdegenerowanych,
zaburzenie niezalezne od czasu — omoéwienie problemu
i ilustracja dla stanu dwukrotnie zdegenerowanego, za-
gadnienie sekularne, wektory wtasne i znoszenie dege-
neracji (temat omowiony jakosciowo i bedzie analizo-
wany na przykladach na éwiczeniach);

83. Rachunek zaburzen dla zaburzenia zaleznego od
czasu — rozwiniecie rozwiazania w bazie stanéw sta-
cjonarnych ze wspoétczynnikami zaleznymi od czasu,
uktad réwnan rézniczkowych na wspoétczynniki, rozwi-
niecie rozwigzan na wspotczynniki w szereg perturba-
cyjny, rozwiazanie w pierwszym rzedzie, prawdopodo-
bieristwo przejécia ze stanu [ do stanu k w jednostce
czasu;

§4. Zaburzenie harmoniczne — analiza zaburzenia
harmonicznego, absorpcja i emisja rezonansowa, gra-
nice dtugich i krotkich czaséw, ztota reguta Fermiego.

14.2 Zadania na ¢wiczenia

1. Rachunek zaburzen: Czastka o masie M porusza
sie w polu sity Mw?2?/2. Uklad umieszczono w polu
grawitacyjnym blisko powierzchni Ziemi. Traktujac
pole grawitacyjne jako mate zaburzenie, znalezé po-
prawki do energii w pierwszym i drugim rzedzie ra-
chunku zaburzen. Poréwnaé to rozwiazanie z rozwiaza-
niem $cistym, otrzymanym przez liniowa transformacje
kanoniczna.

2. W atomach wieloelektronowych wewnetrzne elek-
trony ekranuja potencjal jadra atomowego. Opisu-
jac ten efekt za pomoca potencjalu Yukawy U(r) =
—(Ze?/r) exp(—r/d), obliczy¢ w pierwszym rzedzie ra-
chunku zaburzeri wzgledem h?/mZd < 1 poprawki do
n-tego stanu energetycznego atomu wodoropodobnego.
Wsk.: rozwinaé potencjal w szereg, biorac 3 pierwsze
wyrazy rozwiniecia. Kiedy to przyblizenie ma sens?

3. Zmalez¢ poprawki relatywistyczne (od energii ki-
netycznej) w atomie wodoru w 1. rzedzie rachunku
zaburzen. Wsk.: T = /c2p? +m2c* — mc? rozwi-

na¢ dla duzych c. (Vnim [P Vnim) = ©*nim |[P*Vnim),
p?lb) = 2m(E, — V(r))|y) oraz tw. HF.



4. Rachunek zaburzen z degeneracjg: Wyznaczyé
w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen poprawki do
2-wymiarowego oscylatora harmonicznego, zaburzo-
nego potencjatem V(z,y) = k xy. Rozwiazac¢ rowna-
nia dla N = 1,2,3. Poréwnaé z rozwigzaniem $cistym
otrzymanym przez obrét uktadu wspoétrzednych o 7 /4.

5. Efekt Starka: Obliczy¢ w pierwszym rzedzie ra-
chunku zaburzen z degeneracja poprawki do energii
atomu wodoru w stanie n = 2, umieszczonego w sta-
bym polu elektrycznym skierowanym wzdtuz osi z.
Wypisa¢ odpowiadajace tym energiom funkcje falowe.
(Byto na wyktadzie).

6. Oddziatywanie van der Waalsa: Na przykladzie
molekuty Hs oméwié powstawanie oddzialywan dale-
kiego zasiegu typu van der Waalsa. Skorzystaé¢ z ra-
chunku zaburzenn w 2. rzedzie. Pominaé¢ spin elektro-
noéw i zasade Pauliego. Zadanie jest dlugie, wiec chodzi
jedynie o podanie zasadniczych krokéw i pokazanie, ze
obniza sie energia na skutek oddzialtywan elektrosta-
tycznych i tworzy sie stan zwigzany dwoch atomow.

14.3 Zadania domowe

1. Znalez¢ do 2. rzedu rachunku zaburzen poprawki
do oscylatora harmonicznego zaburzanego potencjatem
k' x?.

2. Zmalezé poprawki do energii w pierwszym i dru-
gim rzedzie rachunku zaburzen do stanu podstawowego
atomu wodoru, umieszczonego w stabym jednorodnym
polu elektrycznym £ = &z Wyznaczyé polaryzowal-
nosé atomu, tj. a = —d*AE/d&E2.

3. Czastka o masie m znajduje sie w trojwymiaro-
wej, nieskoriczonej studni potencjatu: V(z,y,z) = 0
dald<z< L, 0<y<L 0<z< LorazV =
w pozostalych przypadkach. Na czastke dziata zabu-
rzenie U(z,y,2) = UgL3§(z — 20)d(y — y0)d(z — 20).
Znalez¢ poprawki do energii w pierwszym rzedzie ra-
chunku zaburzeri. Oméwi¢ sposob znoszenia degenera-
¢ji w zalezno$ci od zmian (xg, Yo, 20)-

15 Tydzien XIV, 05-11.06.2017

15.1 Wyklad

XIV. Spin

§1. Spin w mechanice kwantowej, operator spinu
— przypomnienie rozwigzan z j = n/2 dla zagadnie-
nia momentu pedu, spinowe stopnie swobody, fermiony
i bozony, operator spinu, algebra operatora spinu, re-
prezentacja macierzowa operatora spinu dla czastek ze
spinem 1/2; macierze Pauliego;

82. Funkcja falowa czgstki swobodnej ze spinem —
przestrzen stanéw dla czastek ze spinem, iloczyn ten-
sorowy przestrzeni konfiguracyjnej i spinowej, spinory
Pauliego, degeneracja stanéw czastki swobodnej;

83. Moment magnetyczny elektronu — zwiazek mo-
mentu magnetycznego ze spinem, magneton Bohra, ha-
miltonian Zeemana, oméwienie do§wiadczenia Sterna—

Gerlacha.

XYV. Struktura subtelna atomu wodoru

§1. Catkowity moment pedu — reprezentacja momen-
téw niesprzezonych i reprezentacja momentéw sprze-
zonych, wartodci wlasne j i m; w reprezentacji L-
-S (momentéw sprzezonych), wspotezynniki Clebscha—
Gordona (wzmianka), termy widmowe i notacja spek-
troskopowa;

§2. Oddziatywanie spin—orbita — wprowadzenie od-
dziatywania spin—orbita i jego hamiltonianu;

§3. Struktura subtelna atomu wodoru — perturba-
cyjne uwzglednienie oddzialywania spin-orbita i po-
prawek relatywistycznych, poziomy energetyczne i ich
degeneracja.

15.2 Zadania na ¢wiczenia

Rachunek zaburzen z czasem
(Wystarczy wybra¢ jedno lub dwa zadania na éwicze-
nia, a ostatnie prosze przenie$¢ do zadaii domowych).

1. Atom wodoru w stanie podstawowym jest umiesz-
czony w polu elektrycznym E(t) = Eo7k/(72 + t?),
skierowanym wzdtuz osi z. 7 jest stala o wymiarze
czasu. Znalez¢ prawdopodobieristwo, ze po nieskon-
czenie dlugim czasie atom znajdzie sie¢ w stanie wzbu-
dzonym 2p.

2. Atom wodoru w stanie podstawowym jest umiesz-
czony w oscylujacym polu elektrycznym E(t) =
Egsin(wt), gdzie czestosé w > meet/2h?.  Znalezé
prawdopodobienstwo na jednostke czasu, ze atom ule-
gnie jonizacji. Dla jakiej wartosci w prawdopodobiei-
stwo to bedzie maksymalne?

Spin

1. Czastka o spinie 1/2 jest w stanie 1)) = (1/v/5)

2 . . . .
; ) Jakie jest prawdopodobienistwo zmierzenia, ze

czastka jest ze spinem w gére lub w dét wzgledem osi 27
Jakie jest prawdopodobienistwo zmierzenia, ze czastka
jest ze spinem w gore lub w dol wzgledem osi y7

2. Crastka o spinie 1/2 znajduje sie w polu magne-
tycznym (0,0, B,) i jej energia opisywana jest hamil-
tonianem H = —upB,S,. W chwili ¢t = 0 czastka
jest w stanie wlasnym |+), wzgledem osi z. Znajdz
stan ukladu w dowolnej chwili ¢. Jakie wyniki i z ja-
kimi prawdopodobienstwami mozna dostac, mierzac S,
lub S, w chwili ¢?

3. Crzastka o spinie 1/2 znajduje sie w polu ma-
gnetycznym B = Bysin(wt)2. Wypisa¢ hamiltonian
ukladu. Jesli w ¢t = 0 uklad jest w stanie |+),, znalez¢
prawdopodobienstwo, ze mierzac S, w chwili ¢, dosta-
nie sie fi/2.

4. Rozwiazaé¢ problem czastki o spinie 1/2 w stalym
polu magnetycznym B, wzdluz osi z oraz oscylujacym
w czasie polu magnetycznym B, sin(wt) wzdtuz osi .
Omowi¢ w jakosciowy sposob (czyli krotko) idee NMR-
-u oraz zastosowania w fizyce i medycynie.

15.3 Zadania domowe

1. (Trudne) Udowodnié, ze swobodny elektron nie
moze ani wyemitowaé, ani pochtonaé¢ fotonu.

2. Zadania 1-2 z rachunku zaburzen z czasem roz-
winaé na przypadek 3-wymiarowego oscylatora harmo-
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nicznego o tadunku q. Rozwazyé¢ przejécia pomiedzy
réznymi stanami i zastanowié sie, kiedy elementy ma-
cierzowe nie sa zerowe. (Wsk.: symetrie funkeji falo-

wych).

Spin

1. Stanem czastki o spinie 1/2 jest |[¢) = (|+) +
|-))/v/2. Pokazaé, ze (S;S,) = 0.

2. Stanem czastki o spinie 1/2 jest |¢) = (|+) +
2|-))/+/5. Obliczyé¢ AS,.

3. Czastka o spinie 1/2 jest w stanie |¢)) =

. Jakie jest prawdopodobieristwo zmie-

v (

rzenia, ze czastka jest ze spinem w gore lub w dot wzgle-
dem osi z7 Jakie jest prawdopodobieristwo zmierzenia,
ze czastka jest ze spinem w gére lub w doét wzgledem
osi 7

4. Czastka o spinie 1/2 znajduje sie w polu magne-
tycznym (0,0, B,) i jej energia opisywana jest hamil-
tonianem H = —upB.S,. W chwili ¢ = 0 czastka
jest w stanie wlasnym |+), wzgledem osi z. Obliczyé
(S.(t)) 1 (S.(t)) w chwili ¢.

5. Cuzastka o spinie 1/2 znajduje sie w polu ma-
gnetycznym B = By cos(wt)# + By sin(wt)j. W chwili

t Wypisaé¢ hamiltonian

1
0
uktadu. Znalez¢ transformacje pozwalajaca zapisaé ha-
miltonian w postaci niezaleznej od czasu. Jakie jest

prawdopodobienistwo, ze w chwili ¢ uktad znajduje sie

0 jest w stanie

(1) ? Kiedy to prawdopodobienistwo jest
doktadnie réwne jeden?

w stanie

16 Tydzien XV, 11-14.06.2017
16.1 Wyklad

XVI. Analiza stanéw rozproszeniowych

§1. Stany niezwigzane — przypomnienie definicji sta-
néw zwiazanych i niezwiazanych, unormowanie do ge-
stosci czastek, rownanie cigglo$ci w trzech wymiarach
ijego calkowa interpretacja, przypomnienie wspolczyn-
nikéw przejécia i odbicia;

82.  Rozpraszanie w trzech wymiarach, przekroje
czynne — geometria typowego eksperymentu rozpro-
szeniowego, gesto$¢ pradu czastek padajacych i prze-
chodzacych, definicja rozniczkowego przekroju czyn-
nego, calkowity przekrdj czynny, amplituda rozpra-
szania, zwiazek amplitudy rozpraszania z przekrojami
czynnymi;

83. Przekrdj czynny na rozpraszanie w przyblizeniu
Borna — zastosowanie ztotej reguty Fermiego w pro-
blemie rozpraszania, gesto$¢ stanéw czastek w pudle
z periodycznymi warunkami brzegowymi, wyprowadze-
nie wzoru na przekrdj czynny, specyfikacja wzoru dla
rozpraszan elastycznych na potencjalach centralnych,
omoéwienie zakresu zastosowar;
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XVII. Czastka naladowana w polu magne-
tycznym

§1. Hamiltonian — pole magnetyczne w hamiltonia-
nie klasycznym i kwantowym, wybor cechowania;

§2. Czastka swobodna w stalym, jednorodnym polu
— cechowanie Landaua i symetryczne rozwigzanie w ce-
chowaniu Landaua, poziomy Landaua i degeneracja;

83. Zmiana funkcji falowej pod wptywem transfor-
macji cechowania — niezmienniczo$¢ cechowania w me-
chanice kwantowej;

84. Efekt Aharonova—Bohma— postawienie problemu
ruchu czastki w obszarze niejednospéjnym zawieraja-
cym nieskoriczony solenoid, wpltyw potencjatu wekto-
rowego na strukture interferencyjna, wynik do$wiad-
czenia i wnioski.

XVIII. Stany mieszane, operator statystyczny

§1. Stany czyste i mieszane w mechanice kwantowej
— definicja i przyktady;

§82. Operator statystyczny — operator statystyczny,
macierz gestosci, definicja, wlasnosci, zwiazek ze sred-
nimi, przyktad dla wiazki czastek o spinie 1/2;

8§3. Mieszaniny koherentne i niekoherentne — rola
diagonalnych i pozadiagonalnych elementéw macierzy
gestodci;

84. Fwolucja w czasie operatora statystycznego —
réwnanie von Neumanna;

85. Pomiar idealny w stanie mieszanym — prawdopo-
dobienstwo otrzymania wyniku, stan uktadu zaraz po
pomiarze, wzoér Krausa, przyktad: pomiary potozenia
zespolu czastek w nieskoniczonej studni d = 1.

16.2 Zadania na ¢wiczenia

Prosze o dokoriczenie zalegltych zadari lub zrobienie do-
datkowych zadan z serii domowych, wedlug uznania
i zapotrzebowania w grupach. Mozna po$wiecié czas na
konsultacje i przygotowanie do egzaminu pisemnego.
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18 Skrécona lista tematow

I. Historia mechaniki kwantowej
II. Podstawowe koncepcje mechaniki kwantowej
III. Réwnanie Schrodingera bez czasu
IV. Notacja Diraca
V. Przestrzen Hilberta stanéw — postulaty
mechaniki kwantowej
VI. Reprezentacje polozen i pedéw
VII. Operatory komutujace i niekomutujace
VIII. Oscylator harmoniczny
IX. Separowalne problemy w dwoch wymiarach
X. Moment pedu w mechanice kwantowej
XI. Zagadnienia ruchu w trzech wymiarach
XII. Atom wodoru
XIII. Rachunek zaburzen
XIV. Spin
XV. Struktura subtelna atomu wodoru
XVI. Analiza stanéw rozproszeniowych
XVII. Czastka naladowana w polu magnetycznym
XVIII. Stany mieszane, operator statystyczny
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19 Dluzsza lista tematow

I. Historia mechaniki kwantowej

§1. Trzy dekady powstawania nowej teorii,
wazne daty

II. Podstawowe koncepcje mechaniki kwantowej

§1.
§2.
§3.
§4.

Roéwnanie Schrodingera

Rozwiazywanie réwnania Schrodingera
Interpretacja probabilistyczna i normalizacja
Rozwijanie funkcji falowej i znajdowanie
wspotczynnikow rozwiniecia

Faza funkcji falowej

Operatory w mechanice kwantowej

§5.
§86.
§7.

czono$ci

§8. Prawo zachowania prawdopodobieristwa
Roéwnanie Schrodingera bez czasu

§1. Czastka swobodna
§2. Stany zwiazane i rozproszeniowe w d = 1

ITT.

Ped a transformata Fouriera, zasada nieozna- xJ1

XIII

§3.
§4.
§5.
§6.

Sztywny rotator kwantowy

Funkcje wtasne operatoow L2 i L,

Wykresy biegunowe dla Y;™

Algebraiczny sposéb otrzymywania harmo-
nik sferycznych

XI. Zagadnienia ruchu w trzech wymiarach

§1. Czastka swobodna we wspoélrzednych karte-

zjanskich

§2. Czastka swobodna we wspotrzednych sferycz-
nych

§3. Radialna funkcja falowa

§4. Algebraiczne rozwigzanie rownania Bessela

§5. Pomiar L? i L, na fali ptaskiej
. Atom wodoru

§1. Zagadnienie dwoch czastek
§2. Rownanie radialne dla V (r)
§3. Rozwiazanie dla atomu wodoropodobnego

. Rachunek zaburzen

§3. Parzystosé roswiazati §1. Rachunek zaburze.r’l dl.a star}ow niezdegenero-
§4. Twierdzenie Ehrenfesta wanych, zaburzenie niezalezne od czasu

' o §2. Rachunek zaburzen dla stanéw zdegenerowa-

IV. Notacja Diraca nych, zaburzenie niezalezne od czasu
§1. Przestrzenie wektorowe (liniowe) 83. Rachunek zaburzen dla zaburzenia zaleznego
§2. Operatory w przestrzeni wektorowej od czasu
V. Przestrzeni Hilberta stanéw — postulaty §4. Zaburzenie harmoniczne
mechaniki kwantowej XIV. Spin
§1. Przestrzen stanéow kwantowych uktadu §1. Spin w mechanice kwantowej, operator spinu
§2. Funkcja falowa, postulaty pomiaru §2. Funkcja falowa czastki swobodnej ze spinem
§3. Ewolucja w czasie stanu kwantowego §3. Moment magnetyczny elektronu
§4. Obrazy w mechanice kwantowej XV. Struktura subtelna atomu wodoru
VI. Reprezentacje polozen i pedow §1. Catkowity moment pedu
§1. Reprezentacja polozenia i reprezentacja pedu §2. Oddzialywanie spin—orbita
§2. Operator pedu w reprezentacji potozeniowej §3. Struktura subtelna atomu wodoru
§3. Op?rator .pol.ozenlla I potencjalu w reprezen- yyi1 Analiza stanow rozproszeniowych
tacji potozeniowej o
§4. Operatory w reprezentacji pedow §1. Stany niezwigzane
. Lo . §2. Rozpraszanie w trzech wymiarach, przekroje
VII. Operatory komutujace i niekomutujace czynne

§1. Zasada nieoznaczonosci §3. Przekrdj czynny na rozpraszanie w przybli-

§2. Operatory komutujace, zupelny zbiér komu-
tujacych obserwabli

VIII. Oscylator harmoniczny

§1.
§2.

Model klasycznego oscylatora harmonicznego
Model kwantowego oscylatora harmonicz-
nego

Operatory kreacji i anihilacji

Algebraiczne wyznaczenie wartosci wlasnych
Funkcje falowe oscylatora
Elementy macierzowe operatoréw

§3.
§4.
§5.
§6.

IX. Separowalne problemy w dwoch wymiarach

§1. Czastka w dwuwymiarowej, nieskonczonej
studni potencjatu
§2. Oscylator harmoniczny w dwoch wymiarach

X. Moment pedu w mechanice kwantowej

§1. Podstawowe wiadomosci
§2. Wartosci wlasne operatora J —
wyprowadzenie
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XVIL

XVIIL

zeniu Borna
Czastka natadowana w polu magnetycznym

§1.
§2.

Hamiltonian

Czastka swobodna w stalym, jednorodnym

polu

§3. Zmiana funkcji falowej pod wplywem trans-
formacji cechowania

84. Efekt Aharonova—Bohma

Stany mieszane, operator statystyczny

§1.

§2.
§3.
§4.

§5.

Stany czyste i mieszane w mechanice kwan-
towej

Operator statystyczny

Mieszaniny koherentne i niekoherentne
Ewolucja w czasie operatora statystycznego
Pomiar idealny w stanie mieszanym

(Lacznie 69 zagadnien).



20 Pelna lista tematow

I. Historia mechaniki kwantowej

§1. Trzy dekady powstawania nowej teorii, wazne
daty — wzmianka o: promieniowaniu ciala doskonale
czarnego, zjawisku fotoelektrycznym, cieple wlasciwym
cial stalych, zjawisku Comptona, twierdzeniu Earn-
shawa i stabilnosci atomoéw i molekul, widmie atoméw.
(Doswiadczenie Sterna—Gerlacha, rozpad alfa, interfe-
rencja $wiatla — beda pozniej).

I1. Podstawowe koncepcje mechaniki kwanto-
wej

§1. Rownanie Schridingera — stan uktadu, funkcja
falowa, rownanie Schrodingera z czasemwd =1id = 3
(dalej d = 1), stala Plancka, interpretacja probabili-
styczna funkcji falowej, zasada superpozycji rozwiazan;

82. Rozwigzywanie réwnania Schridingera — separa-
cja zmiennych, stany stacjonarne, wymiar funkcji falo-
wej;

83. Interpretacja probabilistyczna i normalizacja —
normalizacja funkcji falowej, znajdowanie prawdopo-
dobieristwa lokalizacji czastki;

84. Rozwijanie funkcji falowej i znajdowanie wspot-
czynnikow rozwiniecia — baza ze wzgledu na energie,
baza zupelna, rozwiniecie w szereg, kolaps (redukcja)
funkcji falowej przy pomiarze energii, iloczyn skalarny
(ozn. (¢, 1)), baza ortonormalna, interpretacja wspol-
czynnikow rozwiniecia;

85. Fuaza funkcji falowej — faza globalna, réwno-
wazno$é rozwigzan, faza wzgledna, (przyktad: czastka
w nieskoniczonej studni potencjalu, interpretacja roz-
wigzaii, rozktad stanu sin®(27z/a), mozliwe wyniki
i prawdopodobienistwa otrzymania wartosci energii
przy jej pomiarze, analiza wynikow w Mathematice);

86. Operatory w mechanice kwantowej— nieformalna
definicja A, operatory liniowe, rownanie wtasne, funk-
cje wlasne, wartosci wlasne, operator potozenia i ope-
rator pedu, warto$¢ oczekiwana (Srednia) operatora
<A> na stanie i interpretacja, gdy znane sa warto-
$ci wlasne, dyspersja, wariancja, operator hermitowski
i jego wartosci wlasne, operator energii, hamiltonian,
pojecie komutatora i nieprzemienno$é¢ operatorow;

87. Ped a transformata Fouriera, zasada mieozna-
czonoéci — transformaty Fouriera (1/+v/27 w obu trans-
formatach), tw. Parsevala i interpretacja probabili-
styczna funkcji falowej ¢(p), dowod zasady nieoznaczo-
nosci AzAp (bez komutatora);

§8. Prawo zachowania prawdopodobieristwa — gestosé
pradu prawdopodobieristwa, réwnanie ciagtosci, inter-
pretacja.

III. Réwnanie Schrédingera bez czasu

81. Czgstka swobodna — fale ptaskie, energia kine-
tyczna i ped, degeneracja, problem z unormowaniem,
idea konstrukcji paczki falowej, predkosci grupowa i fa-
zZowa;

§82.  Stany zwigzane i rozproszeniowe w d 1
— stany zwiazane (zlokalizowane, unormowane z dys-
kretna energia), stany rozproszeniowe (rozciagle, nie-
normowalne w zwyklym sensie, z ciagla energia z kon-
tinuum), rozwiazywanie problemu z odcinkami pla-
skim potencjatem, reguly zszywania rozwiazan, defini-

14

cja wspotezynnika przejscia i odbicia, przyktad rozpra-
szania na schodku dla fali o energii £ < V; przyktad:
rozpraszanie na schodku potencjatu.

83. Parzysto$é rozwigzarn — operator parzystosci,
stany i energie wlasne operatora parzystosci, klasyfi-
kacja stanéw wiasnych ze wzgledu na parzystosé dla
hamiltonianu komutujacego z operatorem parzystosci;

84. Twierdzenie FEhrenfesta — wyprowadzenie row-
nar ruchu na érednie potozenia i dredni ped, zwigzek
mechaniki kwantowej z mechanika klasyczna.

IV. Notacja Diraca

§1. Przestrzenie wektorowe (liniowe) — notacja Di-
raca w definicjach nieskoiiczenie wymiarowych prze-
strzeni wektorowych i iloczynu skalarnego, baza w prze-
strzeni wektorowej, rozktad wektora w bazie, rozktad
operatora jednostkowego, zupetlnosé bazy;

§82. Operatory w przestrzeni wektorowej — reprezen-
tacja macierzowa operatora, zmiana bazy, sprzezenie
hermitowskie, operator unitarny, operator hermitow-
ski, operatory rzutowe na podprzestrzenie wlasne, roz-
ktad spektralny operatora, notacja dla widma dyskret-
nego i cigglego.

V. Przestrzeni Hilberta stanéw — postulaty
mechaniki kwantowej

81. Przestrzen stanow kwantowych uktadu — wektor
stanu, przestrzen Hilberta, postulat I (o stanie uktadu),
obserwable fizyczne i odpowiadajace im operatory her-
mitowskie, postulat II (o wynikach pomiaru obserwa-
bli), ilustracja z czastka swobodna, operator polozenia
i jego widmo, wektor stanu a funkcja falowa;

§82.  Funkcja falowa, postulaty pomiaru — rozklad
wektora stanu w danej reprezentacji stanéw wlasnych
operatora, wspotczynniki rozkladu jako sktadowe wek-
tora stanu i jako funkcje falowe, postulat III (o praw-
dopodobieristwie otrzymania danego wyniku pomiaru),
zespoOl statystyczny w mechanice kwantowej i interpre-
tacja probabilistyczna, postulat IV (o stanie uktadu
zaraz po pomiarze);

§3. Fwolucja w czasie stanu kwantowego — postu-
lat V (o unitarnej ewolucji wektora stanu ukladu),
operator unitarnej ewolucji, rownanie Schréodingera dla
wektora stanu, rownanie Schrédingera dla operatora
ewolucji i jego rozwiazanie dla hamiltonianu niezalez-
nego od czasu, rozklad spektralny funkcji od operatora
(f(A) = 5 f(a)la)al);

§4. Obrazy w mechanice kwantowej — transforma-
cja obrazow, obraz Schrodingera, obraz Heisenberga,
rownanie ruchu Heisenberga dla operatorow; przyktad:
uktad dwustanowy.

VI. Reprezentacje potlozen i pedéow

§1. Reprezentacja potozenia i reprezentacja pedu —
definicja reprezentacji potozeniowej i pedowej przez od-
powiednie réwnania wtasne dla operatoréw potozenia
i pedu, elementy macierzowe przejscia do reprezentacji
pedowej, dygresja o dystrybucji delta Diraca, unormo-
wanie stanéw wilasnych operatora polozenia i pedu do
delty Diraca;

§2. Operator pedu w reprezentacji potozeniowej — re-
prezentacja operatora pedu w reprezentacji potozenio-
wej, elementy macierzowe, dzialanie operatora pedu na
stan i na funkcje falowa;



§3. Operator potozenia i potencjalu w reprezentacyi
potozeniowej — reprezentacja operatora potozenia i ope-
ratora energii potencjalnej i kinetycznej, reprezentacja
hamiltonianu w reprezentacji polozeniowej;

§4. Operatory w reprezentacji peddw — operator pedu
i polozenia w reprezentacji pedowej, operator energii
kinetycznej i potencjalnej oraz hamiltonian w repre-
zentacji pedowej.

VII. Operatory komutujagce i niekomutujace

81. Zasada mnieoznaczonosci — dowod zasady nie-
oznaczono$ci na dowolnym stanie dla dowolnych dwoch
niekomutujacych operatoréw, ilustracja dla operatoréw
polozenia i pedu;

82.  Operatory komutujgce, zupetny zbidr komu-
tujgcych obserwabli — dowdd twierdzenia o istnieniu
wspoélnych stanéow wlasnych dla komutujacych opera-
toré6w, omoéwienie zagadnienia jednoczesnego wyzna-
czania i mierzenia komutujacych obserwabli w fizyce
kwantowej.

VIII. Oscylator harmoniczny

81. Model klasycznego oscylatora harmonicznego —
prawo Hooke’a, czesto$é oscylatora, energia oscylatora;

82. Model kwantowego oscylatora harmonicznego —
hamiltonian uktadu, zmienne bezwymiarowe, asymp-
totyczne zachowanie funkcji falowej;

83. Operatory kreacji i anihilacji — algebraiczne roz-
wigzanie, operatory kreacji i anihilacji, reguty komu-
tacyjne, hamiltonian w nowych operatorach, operator
liczby czastek;

84. Algebraiczne wyznaczenie wartosci wtasnych —
stany wlasne operatora liczby czastek, dziatanie ope-
ratorow kreacji i anihilacji, zmiana n, operatory dra-
binkowe, konstrukcja stanu podstawowego, widmo ope-
ratora liczby czastek i hamiltonianu;

§5.  Funkcje falowe oscylatora — reprezentacja po-
tozeniowa operatoréw kreacji i anihilacji, wyznaczenie
funkcji falowej stanu podstawowego w reprezentacji po-
tozeniowej, wyznaczenie funkcji falowych stanéw wzbu-
dzonych, wielomiany Hermite’a;

86. Elementy macierzowe operatoréw — wyznaczenie,
jak dziala operator kreacji i anihilacji wraz ze stalg,
wyznaczenie elementoéw macierzowych operatora liczby
czastek, hamiltonianu, operatoréw kreacji i anihilacji,
wektoréow stanu w reprezentacji liczb obsadzeni, zwia-
zek rownania Schrédingera z algebra liniows;

IX. Separowalne problemy w dwéch wymia-
rach

§1. Czgstka w dwuwymiarowej, nieskoriczonej studni
potencjatu —hamiltonian separowalny wzgledem zmien-
nych przestrzennych, ogélna metoda rozwiazywania,
redukcja problemu do problemoéw jednowymiarowych,
rozwiazania dla nieskoriczonej studni, degeneracja roz-
wiazan, degeneracja wynikajaca z symetrii i przypad-
kowa;

82.  Oscylator harmoniczny w dwdch wymiarach —
separacja problemu, analiza degeneracji rozwigzan.

X. Moment pedu w mechanice kwantowej

81. Podstawowe wiadomosci — definicja operatora
momentu pedu, reprezentacja potozeniowa poszczegdl-
nych sktadowych, badanie relacji komutacyjnych dla
sktadowych, operator L? i jego komutator z L;, jedno-
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czesne stany wlasne operatora L, i L? i ich skwanto-
wane wartosci wlasne (bez wyprowadzenia), kwantyza-
cja i zasada nieoznaczonosci, uogélniony moment pedu
Ji = L; + Si;

§2. Wartosci wtasne operatora J — wyprowadzenie
— operatory drabinkowe, relacje komutacyjne, algebra-
iczne wyznaczenie m i j, elementy macierzowe opera-
torow Ji;

§3. Sztywny rotator kwantowy — model izotropowego
rotatora w mechanice klasycznej i kwantowej, omo-
wienie energii wlasnych i stanéw wilasnych rotatora,
widmo energetyczne i notacja spektroskopowa;

§4. Funkcje wtasne operatodw L? i L, — wspol-
rzedne sferyczne, zmiana bazy, postaé operatora mo-
mentu pedu we wspotrzednych sferycznych, harmoniki
sferyczne (funkcje kuliste), normalizacja, rozwigzanie
réwnania na L, rozwiazanie réwnania na L%, stowa-
rzyszone wielomiany Legendre’a;

§5. Wykresy biegunowe dla Y™ — jawna postaé¢ har-
monik sferycznych dla | = 0,1,2 i ich wykresy biegu-
nowe, przyktady stanéw dla rotatora;

86. Algebraiczny sposdb otrzymywania harmonik sfe-
rycznych — zastosowanie operatorow [A/i do otrzymywa-
nia funkcji ©7*(6).

XI. Zagadnienia ruchu w trzech wymiarach

§1. Czgstka swobodna we wspdtrzednych kartezjarn-
skich — separacja rownania Schrodingera w d = 3, roz-
wiazanie w postaci fali plaskiej, dyspersja, predkosé
fazowa, paczka falowa, predkosé¢ grupowa;

§2. Czgstka swobodna we wspotrzednych sferycznych
— ped radialny, zwiazek pomiedzy operatorem kwa-
dratu momentu pedu, pedem radialnym i iloczynem
skalarnym t - p, zwiazek L? = r2p2 — r?p2, hamiltonian
swobodny we wspolrzednych sferycznych;

§3. Radialna funkcja falowa — separacja zmiennych
we wspolrzednych sferycznych, rownanie sferyczne Bes-
sela, funkcje sferyczne Bessela i Neumanna;

§4 Algebraiczne rozwigzanie réwnania Bessela— pod-
stawienie R(x) = u(x)/z, operatory drabinkowe A =
d/dz + (14 1)/z, rozwiazanie rekurencyjne dla funkeji
wy(x), rozwiazanie dla funkcji R;(z), funkcje sferyczne
Bessela i Neumanna przez wielokrotne rézniczkowanie;

§5. Pomiar L? i L. na fali ptaskiej — prawdopodo-
bienistwo wyznaczenia m oraz [, rozklad fali ptaskiej na
harmoniki sferyczne, zastosowanie twierdzenia suma-
cyjnego dla harmonik sferycznych (bez dowodu), dys-
kusja otrzymanego rozwiniecia i mozliwych wynikdw
pomiaru momentu pedu.

XII. Atom wodoru

81. Zagadnienie dwdch czgstek — wspblrzedne
wzgledne i srodka masy, masa catkowita i masa zre-
dukowana, separacja problemu dla oddzialywan cen-
tralnych;

§2. Rownanie radialne dla V(r) — przejscie dla
zmiennej wzglednej do wspotrzednych sferycznych, se-
paracja rownania na cze$é¢ katows i radialng, rownanie
radialne, efektywny potencjal, bariera centryfugalna,
normalizacja funkcji radialnej, warunki brzegowe dla
funkcji radialnej;

83.  Rozwigzanie dla atomu wodoropodobnego —
atomy wodoropodobne, bezwymiarowe réwnanie ra-



dialne, zmienne bezwymiarowe i state, promienn Bohra,
stala Rydberga, asymptotyka réwnania radialnego,
rozwiniecie Frobeniusa, urywanie szeregu, wielomiany
Laguerre’a, liczby kwantowe (n,l,m) i ich zakresy
zmiennosci, energia stanéw wtasnych atomu wodoropo-
dobnego, degeneracja, unormowanie, n = 1,2, 3 funk-
cje falowe, gestosci prawdopodobieristwa znalezienia
elektronu.

XIII. Rachunek zaburzen

§1. Rachunek zaburzen dla standw niezdegenerowa-
nych, zaburzenie niezalezne od czasu — istota rachunku
zaburzen, rozwijanie rozwiazania wzgledem parametru
kontrolnego, warunek jednoznacznosci rozwiazan, or-
togonalno$é¢ wszystkich poprawek do danego stanu nie-
zaburzonego, szczegbélowe wyprowadzenie wzoré6w na
1. i 2. rzad rachunku zaburzen dla energii wtasnych
i stanéw wlasnych;

82. Rachunek zaburzen dla standw zdegenerowanych,
zaburzenie niezalezne od czasu — omowienie problemu
i ilustracja dla stanu dwukrotnie zdegenerowanego, za-
gadnienie sekularne, wektory wlasne i znoszenie dege-
neracji (temat omoéwiony jakosciowo i bedzie analizo-
wany na przyktadach na éwiczeniach);

83. Rachunek zaburzen dla zaburzenia zaleinego od
czasu — rozwiniecie rozwigzania w bazie stanéw sta-
cjonarnych ze wspolczynnikami zaleznymi od czasu,
uktad réwnan rézniczkowych na wspotezynniki, rozwi-
niecie rozwiazan na wspoétczynniki w szereg perturba-
cyjny, rozwiazanie w pierwszym rzedzie, prawdopodo-
bienstwo przejscia ze stanu ! do stanu k w jednostce
czasu;

84. Zaburzenie harmoniczne — analiza zaburzenia
harmonicznego, absorpcja i emisja rezonansowa, gra-
nice dtugich i krotkich czaséow, ztota reguta Fermiego.

XIV. Spin

§1. Spin w mechanice kwantowej, operator spinu
— przypomnienie rozwigzan z j n/2 dla zagadnie-
nia momentu pedu, spinowe stopnie swobody, fermiony
i bozony, operator spinu, algebra operatora spinu, re-
prezentacja macierzowa operatora spinu dla czastek ze
spinem 1/2; macierze Pauliego;

§2. Funkcja falowa czqstki swobodnej ze spinem —
przestrzen stanéw dla czastek ze spinem, iloczyn ten-
sorowy przestrzeni konfiguracyjnej i spinowej, spinory
Pauliego, degeneracja stanéw czastki swobodnej;

83. Moment magnetyczny elektronu — zwiazek mo-
mentu magnetycznego ze spinem, magneton Bohra, ha-
miltonian Zeemana, omowienie doswiadczenia Sterna—
Gerlacha.

XV. Struktura subtelna atomu wodoru

§1. Catkowity moment pedu — reprezentacja momen-
tow niesprzezonych i reprezentacja momentéw sprze-
zonych, wartoéci wlasne j i m; w reprezentacji L-
-S (momentoéw sprzezonych), wspotezynniki Clebscha—
Gordona (wzmianka), termy widmowe i notacja spek-
troskopowa,

§2. Oddziatywanie spin—-orbita — wprowadzenie od-
dziatywania spin—orbita i jego hamiltonianu;

83. Struktura subtelna atomu wodoru — perturba-
cyjne uwzglednienie oddzialywania spin—orbita i po-
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prawek relatywistycznych, poziomy energetyczne i ich
degeneracja.

XVI. Analiza stanéw rozproszeniowych

§1. Stany niezwigzane — przypomnienie definicji sta-
néw zwiazanych i niezwigzanych, unormowanie do ge-
stosci czastek, rownanie cigglosci w trzech wymiarach
i jego catkowa interpretacja, przypomnienie wspotczyn-
nikéw przejécia i odbicia;

82.  Rozpraszanie w trzech wymiarach, przekroje
czynne — geometria typowego eksperymentu rozpro-
szeniowego, gestos¢ pradu czastek padajacych i prze-
chodzacych, definicja rézniczkowego przekroju czyn-
nego, calkowity przekréj czynny, amplituda rozpra-
szania, zwigzek amplitudy rozpraszania z przekrojami
czynnymi;

§3. Przekroj czynny na rozpraszanie w przyblizeniu
Borna — zastosowanie ztotej reguty Fermiego w pro-
blemie rozpraszania, gesto$¢ stanéw czastek w pudle
z periodycznymi warunkami brzegowymi, wyprowadze-
nie wzoru na przekroj czynny, specyfikacja wzoru dla
rozpraszan elastycznych na potencjalach centralnych,
omoéwienie zakresu zastosowan;

XVII. Czastka naladowana w polu magne-
tycznym

§1. Hamiltonian — pole magnetyczne w hamiltonia-
nie klasycznym i kwantowym, wybor cechowania;

§2. Czgstka swobodna w statym, jednorodnym polu —
cechowanie Landaua i symetryczne rozwiazanie w ce-
chowaniu Landaua, poziomy Landaua i degeneracja;

83. Zmiana funkcji falowej pod wptywem transfor-
macji cechowania — niezmienniczo$¢ cechowania w me-
chanice kwantowej;

84. Efekt Aharonova—Bohma— postawienie problemu
ruchu czastki w obszarze niejednospéjnym zawieraja-
cym nieskoriczony solenoid, wpltyw potencjatu wekto-
rowego na strukture interferencyjna, wynik do$wiad-
czenia i wnioski.

XVIII. Stany mieszane, operator statystyczny

§1. Stany czyste i mieszane w mechanice kwantowej
— definicja i przyktady;

§2. Operator statystyczny — operator statystyczny,
macierz gestosci, definicja, wlasnosci, zwiazek ze $red-
nimi, przyktad dla wiazki czastek o spinie 1/2;

§3. Mieszaniny koherentne i niekoherentne — rola
diagonalnych i pozadiagonalnych elementéw macierzy
gestosci;

84. Fwolucja w czasie operatora statystycznego —
rownanie von Neumanna;

85. Pomiar idealny w stanie mieszanym — prawdopo-
dobienstwo otrzymania wyniku, stan uktadu zaraz po
pomiarze, wzér Krausa, przyktad: pomiary potozenia
zespohu czastek w nieskoriczonej studni d = 1.



