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Warunki zaliczenia

1. Obecnosé i aktywnosé na ¢wiczeniach
2. Kolokwium

3. Kolokwium dodatkowe (dla os6b majacych uspra-
wiedliwiong nieobecno$¢ na pierwszym kolo-
kwium)

4. Egzamin pisemny 18/06/2018, g. 9-13, s. 1.38
5. Egzamin ustny
6. Egzamin pisemny poprawkowy

7. Egzamin ustny poprawkowy

1 Tydzien I, 25/02-04/03/2018
1.1 Wyktad

1. Pojecie ofrodka ciaglego i punktu materialnego.
Oszacowanie skali, na ktorej dobrze dziala przyblize-
nie ciagle.

2. Pole przesuniec i tensor deformacji. Zwiazek sktado-
wych tego tensora ze zmiang dlugosci i katéw w ukta-
dzie.

1.2 Zadania na ¢éwiczenia

Notacja indeksowa

1. konwencja sumacyjna - Zle a;T; = a;T;

2. indeks swobodny - =, = aimz, < x, =
> et Gim T

3. delta Kroneckera - 0;; = 1 dla i = j oraz 0 dla
i # j. Policzy¢: 6;; = 3, 0iTm = Tim. Kartezjanska
baza ortonormalna €; - €5 = d;;.

4. symbol permutacji - €5, = 1 dla parzystej permitacji
(ijk) oraz —1 dla nieparzystej permitacji (ijk) oraz
0 w pozostalych przypadkach. Iloczyn wektorowy
wektorow bazy €; x €; = €;;1,€), oraz wektoréw @ = a;€;
(ai = é; . C_I:) oraz g: blé’z jest I‘()WI]y a X g: eijkaibjé'k.
Pokazacé: €ijk€lmk = 5i15jm — 5im5jl-

5. dziatania w mnotcji indeksowej - podstawienie,
mnoienie, zwqianie T“ = T11 + T22 + T33.

Zadanie: Jesli T;; = A06;; + 2uE;; policzyé
Zadanie: Jesli T;; = 2uE;; + A Egk)ds; po-

liCZyé W = T”EU/Q = ,UJEZ'J'EU + )\(Ek}c)z/Q,

P =T;Tij = 4 Eij Eij + (Egr)* (4 + 30%).
Tensory

1. tensor 2go rzedu - liniowa transformacja wektora
T(ad + Bb) = aTd + BTb.

2. sktadowe tensora - Té'i = Tj;€; lub T;; = & - Té'j.
Uwaga na kolejnosé indekséw, definicja sktadowych
zadaje kolumny macierzy.

Zadanie: Wiedzac, ze T&; = 46| + &, 16 = 2, + 3¢5,
Té:g = 761 + 352 + 53 podaé TZ]

Zadanie: Tensor R reprezentuje obrot o kat 6 wokot
osi 3. Podaé jego sktadowe.

3. skladowe wektora po transformacji - b; = Tj;a; lub
[b] = [T[@] w notacji mnozenia macierzy.

Zadanie: Wiedzac, ze Té’l = 2¢; — 6€y + 4es,
Té, = 361 + 48 — &, Té; = —2¢1 + & + 263, oraz
a = €1 + 2é5 + 3é3 podaé sktadowe wektora b = T'd.

4. suma tensorow - W; = Ty + Si;.

5. iloczyn tensoréw - (Tg)” = T51Sk;

6. tm@spozycjg tensora - 17T spelnia réwnanie
@- (Tb) = b - (T7@ dla dowolnych wektorow.
(TS)T = STTT, (ITT)T =T, T =Ty

7. iloczyn tensorowy wektorow - iloczyn tensorowy
(prosty, Kroneckera) wektoréw @ i b spelia réwnanie
(@ b)c=a(b-7) dla kaizdego & Tloczyn @ ® b jest ten-
sorem 2go rzedu, transformacjg liniowa. Znak ® czesto
pomijamy. Sktadowe (W);; = & - (@ ® b &) = ab;.
Baza przestrzeni tensoréw 2go rzedu €; ® €; oraz
rozwniecie T = T;;€; @ €.

1.3 Zadania domowe

1. Dany jest tensor 1. Znalez¢ taki tensor 7%, aby
dla dowolnych wektoréw a i b spelniona byta relacja:
T*(@ x b) = (Ta@) x (Tb).

2. Wiedzac, ze €;jk€mi = 9idjm — dim0;; pokazac: a)
eilmejlm = 2(5@‘, b) €ijk€ijk = 6, C) a X (b X E) =
(@-&)b—(a@-b)é

3. Znalez¢ skladowe tensora T° w bazie kartezjari-
skiej jesli przeksztatca on dowolny wektor @ w wek-
tor b = m(a@- i), gdzie m = V2(¢y + &)/2 oraz
i =/2(—=¢1 + &)/2.

4. Plaszyzna odbicia przechodzi przez poczatek ukladu
wspotrzednych. Niech 7 bedzie jednostkowym wekto-
rem normalnym do tej plaszczyzny, a ¥ wektorem po-
tozenia punktu w przestrzeni. a) Pokazaé, ze odbicie
wektora 7 dane jest przez T7 = 7 — 2(7 - M)f, gdzie
T jest tensorem reprezentujacym odbicie wzgledem za-
danej plaszczyzny. b) Niech @ = (&) + & + &)/V/3.
Znalez¢ postac T dla tego odbica, t.j. podaé¢ sktadowe
tensora. Znalezé¢ odbicie wektora @ = € + 2€5 + 3é3 w
tym przypadku.

5.1 Dane sy:
1 2 3 0 0 3 1
2 0 2 1 2 4 3
Pokaza¢ bezposrednim rachunkiem réwnowaznoé

wzoréw w notacji indeksowej i wzoréw w notacji

1Zadanie nieobowiagzkowe, dla wlasnego treningu i nie bedzie
zbierane.



macierzowej: a) D;; = B;; <= [D] = [B]T, b)
b, = Bijaj <~ [b] = [B][&L C) ¢; = bjia; <~
] = [Blla], d) s = Bijaia; <= s = |a]"[B][d],
e) Dy = B;jC;p <= [D] = [B][C], oraz f)
Di, = B;jCy; <= [D] = [B][C]"

2 Tydzien II, 05-11/03/2018
2.1 Wyklad

1. Interpretacja Sladu tensora deformacji.

2. Pojecie naprezenia.

3. Konstrukcja Cauchy’ego i tensor naprezer.

4. Bilans pedu w osrodku ciagtym. Warunki réwnowagi
Cauchy’ego.

5. Bilans momentu pedu. Symetria tensora naprezen.

2.2 Zadania na éwiczenia

8. $lad tensora - $lad tensora jest zdefiniowany Tr(d ®
5) = @-b. Dla tensora T = T;j€; @ €; mamy Tr = Ty;.
Wrtasnosci: TrTT = TrT, Tr(AB) = Tr(BA).

9. tensor jednostkowy @ tensor odwrotny - tensor jed-
nostkowy zdefiniowany jest 1@ = a. Stadd [1 }” = 0;j.
Tensor odwrotny, dla det(7"), spelnia 77! = 1.

10. temsor ortogonalny - transformcja ortogonalna Q
zachowuje dlugosci wektora i katy p0m1dey wekto-
rami. Stad pokazalismy, ze QTQ =1 lub Q QT
Przyktad tensor odbié¢ lub tensor obrotu.

11. transformacja ortogonalna bazy - transformacja
bazy & = Q& = Qi€ lub macierzowo [¢] = [Q7T][é].
Intrpretacja Q;; = €; - €; = cos(€, €}).

12. transformacja ortogonalna sktadowych wektora -
@} = Qumitm, macierzowo [@)' = [Q7][d].

Zadanie: Znalez¢ skladowe wektora @ = 2¢€; w bazie
obréconej o 90 stopni wokot osi z.

13. transformacja ortogonalna sktadowych tensora -
T}; = QmiQn;Timn, macierzowo [T = [QTTQ)-
Zadame Pokazaé, ze §lad jest niezmiennikiem trans-
formacji ortogonalnej.

14. transformacyjna definicja tensoréw - jesli &, = Qé;
to zachdzi dla : a) skalaréw (tensoréw 0 rzedu) o’ = «,

b) wektoréw (teosnorow 1 rzedu) a; = Qmiam, )
tensorow 2 rzedu Ti’j = QmiQnjTmn, d) tensoréw
3 rzedu TZ’Jk QmiQnjQriTimnr, itd. (Pseudoten-

sor (tensor osiowy, aksjalny) transformuje sie jak np.,
Ti/jk = det(Q)leQJ’ﬂQk}T mnr)

15. tensor symetryczny i antysymetryczny - tensor
symetryczny 77 = T, Tij = Tji, tensor antysyme-
tryczny 77 = —T, Ti; = —Tj;. Kazdy tensor 2 rzedu
mozna jednoznacznie rozlozy¢ na czgS¢ symetryczng i
natysymetryczng, tzn. T =15+ TA gdzie T5A) =
(T+T7))2.

Zadanie: Pokaza¢, ze §lad iloczynu tensora symetrycz-
nego i antysymetrycznego jest zero.

16. wektor dualny do tensora symetrycznego - tensor
antysymetryczny ma 3 niezalezne sktadowe. Mozna
wiec go zareprezentowaé przez wektor, zwany wekto-

rem dualnym ¢4 spehiajacy dla kazdego wektora @

réownanie T4d@ = t4 x d.

Zadanie: pokaza¢, ze t4 = —€ijkTjRE; /2.
Zadanie: dla tensora
1 2 3
T =14 2 1
1 1 1

znalezé cze$é symetryczna, antysymetryczna i wektor
dualny. Dla wektora @ = €} + €5 sprawdzi¢ spelniong
rownosé T4a = 4 x a.

Zadanie: Niech m jest wektorem réwnoleglym do osi
obrotu zadanym przez tensor R. Pokazaé, ze wektor ¢
dualny do cze$ci antysymetrycznej tensora R jest ro-
noleglty do mi.

17. warto$ci wlasne i wektory wtasne tensora - Ta =
Ad.

18. wartosci i kierunki gtdwne tensora symetrycznego -
Tit; = \;ii;, 7t kierunki glowne i 7' diagonalny.2
Zadanie: pokazac, ze dla Ay # Ao wektory 71 i 72 sa
ortogonalne.

19. gh)’ume niezmienniki tensora symetrycznego -
det( )\(5”) =0 < \— Il)\2+12)\ I3 =0, gdz1e
Il = tI’T = )\1 + )\2 + )\3, IQ = [(tI‘T) — tI‘(TZ)]/2 =
)\1)\2 + )\1)\3 + )\2)\3, Ig = detT = )\1)\2)\3 St niezmien-
nikami tensora z warto$ciami wlasnymi ;.

2.3 Zadania domowe

1. Pokaza¢, ze wyznacznik macierzy tensora ortogo-
nalnego przyjmuje wartosci +1.

2. Tensory, ktore maja takie same skladowe we
wszystkch uktadach wspélrzednych ortogonalnych,
tzn. nie zmieniaja sie pod wplywem transformacji
ortogonalnej, nazywamy tensorami izotropowymi,
zwane tez tensorami numerycznymi lub niezmienni-
czymi. Przykladem jest skalar. Pokazaé, ze tensor
jednostkowy o sktadowych §;;, tensor o sktadowych
€5k (symbol permutacji), tensory o sktadowych 6;10:m
OTaZ €;}1€mnl S3 tensorami izotropowymi.>

3. Pokazaé, ze det(Tij — )\5”) = 0 =
A= LN+ DA - I3 = 0, gdzie I = T,
I = [(trT)2 — tr(1?)]/2, I3 = detT.

4. Cialo sztywne podlega rotacji o kat 6 wokot
osi skierowanej wzdluz jednostkowego wektora mi.
Niech poczatek ukladu wspoélrzednych lezy na osi
obrotu, a 7 oznacza potozenie dowolnego punktu tego
ciata. Pokaza¢, ze po obrocie wektor 7" przechodzi na
R = (1—cos 0)(m 7)1 4 cos OF + sin 017, x 7, gdzie R
jest transformacja obrotu. Pokazaé, ze tensor obrotu
ma posta¢ R = (1 — cosf)(m ® m) + sin0E, gdzie
E jest tensorem antysymetrycznym, ktorego wektor
dualny jest .

5.4 Wrykazaé, ze dla_dowolnych @ i b zachodzi
aTh—ala = —2T4(a x b).

2Lac. tendo, tentendi, tentum, tensum - wydluzac.
3Warto wiedzie¢, ze kazdy izotropowy tensor parzystego
n-tego rzedu jest roéwny kombinacji liniowej tensoréw po-

staci 85, iq, * - iy, _jians 8dzi€ ai..an stanowia dowolna

permutacje liczb 1...n. Kazdy niezmienniczy tensor nieparzy-
stego n-tego rzedu jest kombinacja liniowa tensoréw postaci
Cigyics
Qg4 tep

4Zadanie 5-7 nie sa obowiazkowe.

€ i ) o
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6. Wypisa¢ jawne wzory na skladowe tensora 2
rzedu T’ powstale z tensora T po obrocie uktadu
uktadu wspoélrzednych o kat ¢ wokot osi z. Wsk.
acos? ¢+ fBsin® ¢ = (a+ B)/2 + ((a — B)/2) cos 2¢.

7. Niech d, 5, & sa dowolnymi wektorami, a 7' dowolnym
tensorem 2 rzedu. Wykazaé, ze @, @ - b, - (b x @),
(@ x b)2, al'@ i @l'b sa niezmienikami przeksztalcen
ortogonalnych.

3 Tydzien III, 12-18/03/2018

3.1 Wyklad

1. Liniowy ofrodek elastyczny - zwiazek miedzy
deformacja a naprezeniem

2. Stale elastyczne: stale Lamego, modul Younga,
liczba Poissona, modut $ci§liwosci

3. Réwnania Naviera

3.2 Zadania na éwiczenia

Elementy analizy wektorowej i tensorowey

L. funkcja tensorowa od skalara - T = T'(t), pochodna
dT/dt = lima_o(T(t + At) — T(t))/At, wlasnosci
(a=alt),d=ad(t)): (aT)/dt = (da/dt)T+a(dT/dt)
d(T8)/dt = (dT'/dt)S + T(dS/dt), d(Tad/dt) =
(dT'/dt)a + T(da/dt), d(TT)/dt = (dT/dt)T.

Zadanie: Pokazaé, ze jesli Q(t) jest tensorem ortogo-
nalnym to tensor (dQ /dt)QT jest antysymetryczny.
Zadanie: Rotacja ciala staalego opisana jest przez ten-
sor obrotu R(t) Pokazaé, ze wektor potozenia punktu
tego ciala spelnia réwnanie dr/dt = & x 7, gdzie pred-
kos¢ katowa & jest wektorem dualnym do antysyme-
trycznej czesci tensora (dR/dt)RT.

2. gradient pola skalarnego - ¢ = ¢(F), zmiana pola
¢ przezmianie ¥ — 7 + di dana jest dp = o(F +
dr) — ¢(7) = Vé - dr, gdzie Vé oznacza gradient pola
¢ - wektor. We wspolrzednych kartezjariskich V¢ =
(09/0x;)e;.

3. gradient pola wektrowoego - ¥ = ¥(F), zmiana dv =
U(7F + dF) — OF) = (V0)dF, gdzie (V) = (V ® 7) jest
tensorem 2go rzedu. We wspolrzednych kartezjanskich
(6’(7),” = 81)1/8.%]

4. Dywergencja pola wektorowego i tensorowego - defini-
cja dla pola wektorowego dive = tr((Vd)) = dv; /dx; -
skalar, dla pola tensorowego mamy dla kazdego a spet-
nione (divl)-a@ = div(17a@) —tr(T7 (Va)) - wektor. We
wspolrzednych kartezjanskich divl = (0T /Oy, ) €
Zadanie: Pokazac, ze div(aT) = T(Va) + a(divT).

5. Rotacja pola wektorowego - z defnicji rotv = 24,
gdzie & jest wektorem dualnym do czeSci antysyme-
trycznej tensora V7. We wspotrzednych kartezjanskich:
rotv’ = €;;,(0v;/0xy,)€;.

Krzywoliniowe wspotrzedne ortogonalne

1. wspotrzedne biegunowe - defnicja, wektory bazy, ro-
zniczki, de, = dfey, déy = —dbe,, dr = dré,. + rdféy.
Zadanie: gradient funkcji skalarnej Vf= (of /or)é. +
(1/r)(D1 /98)e.

Zadanie: gradient wektora

. Ovy. l(t%r — vg)

Vil = g 1,80 ° )

AEE T
Zadanie: dywergencja wektora divd = 0Ov,./Or +
(1/7)(0ve/00 + vy.).
Zadanie: rotacja wektora rotd = (9ug/Or + vg/r —
(1/7)(0v,/00))és.

Zadanie: dywergencja tensora 2-rzedu

korzystamy z definicj (divl) - @ = div(17ad) —
tr(17(Va)) gdzie przyjmujemy za @ = &, dostajac
(divD), = 0T, /0r + (1/r)0Tvg /00 + (T — Tog)/r
lub za @ = & dostajac (divT)g = 9Ty, /Or +
(1/1)0Tp0/00 + (Tpr + Tro)/ 7.

3.3 Zadania domowe

1.5 Udowodni¢ tozsamosci z punktu 1 z éwiczen.

2. Dla pola ¢ r122 + x3 znalez¢ jednostkowy
wektor 77 prostopadly do powierzchni ¢ = const i
przechodzacej przez punkt (2,1,0).

3. Samodzielnie wyprowadzi¢ wzory na sktadowe
dywergencji tensora, patrz ostatni punkt z ¢wiczen.

4. % Udowodnij nastepujace tozsamosci dla pola ska-
larnego ¢, pol wektorowych d@, v, @ i pola tensorowego

(a) V- (¢d) = ¢V -d+a- Vo,
(b) V x (¢@) = (Vo) x @+ ¢V x @,
(c) V x (V xd@)=V(V-ad)— V3,
(d) V v

V(@ x i) =i (Vx¥) -7 (Vi)

(e) div (¢T) = T (V) + pdivT.

5. Dla pola skalarnego ¢, wektorowego v i tensorowego
2-go rzedu T znalez¢ ﬁqﬁ, 617, divd, rotv i divl’ we
wspoélrzednych cylindrycznych.

6. Dla pola skalarnego ¢, wektorowego ¢'i tensorowego
2-go rzedu T znalezé ﬁqb, 617, divd, rot? i divl we
wspotrzednych sferycznych.

4 Tydzien IV, 19-25/02/2018
4.1 Wyklad

1. skrecanie czyste. Prawo Coulomba - Saint Venanta
2. zasada Saint-Venanta

4.2 Zadania na ¢éwiczenia

1. Deformacja osrodka ciggego - Rozwazyc de-
formacje opisang przez ¥ = X + Xikey, gdzie
X = (X1, X2, X3) jest punktem poczatkowym. Niech
dX, = dS1(&1 + &)/V2 i dXo = dSo(—&1 + @)/V?2
sa punktami poczatkowymi nieskonczenie blisko X.
Znalez¢ d¥y 1 dZ, bedace obrazami d)?l i d)?g przy

5Zadania 1-3 sa nieobowigzkowe

6Zadania 4-6 sa obowigzkowe z terminem oddania na ¢wicze-
niach 28 marca 2018 lub wczesniej. Uwaga 28 marca, w §rode
jest realizowany plan czwartkowy.



odksztalceniu. Znalezé¢ ich wydluzenie wzgledne i
kat miedzy nimi przy deformacji. Poda¢ rozwniniecie
wynikéw dla matych k = 104, Wyznaczy¢ wydtuzenie
wzgledne i kat poprzez tensor malych deformacji.
Poréwnaé¢ wyniki.

2. Maksymalna wysoko$é gory - Oszacowaé¢ maksy-
malna wyskos§é géry zbudowanej ze skaly o gestosci
3000 kg/m?® jesli maksymlne naprezenie jakie ta
skta moze znie$¢ nim sie trwale zdeformuje jest 300
MPa. Jaka byla by wyskos¢ tej gory na Marsie gdzie
przyspieszenie grawitacyjne wynosi 3,7 m/s.

Gora o najwiekszej wysokosci na Ziemi - Manua Kea,
10200m od podstawy (4200 m npm), wulkan tarczowy
na Hawajach, gora (z odkrytych) o najwiekszej wyso-
kosci w Uktadzie Stonecznym - Olympus Mons, 21229
m, wulkan tarczowy na Marsie.

Skaty wulkaniczne: bazalt - p ~ 2700 — 3200 kg/m?,
Trnaz ~ 200 — 290 MPa, granit p ~ 2650 — 2750 kg/m3,
Trnaz ~ 100 — 200 MPa.

3. Maksymalne naprezenie Scinajgce - Znajac warto-
$ci gtowne T; i kierunki gléwne €; tensora naprezen T
znalez¢ makksymalng warto§¢ naprezenia Scinajacego.
Dla przypadku tensora naprezen o nastepujacych nie-
zerowych elementach

. T T2 O
[T] = Tio T59 0
0 0 0

znalez¢ jawnie maksymalne naprezenie $cinajace
i kat pod ktorym skierowana jest plaszczyzna w
stosunku do osi gltéwnych. W ostatnim przypadku wy-
konacé obliczenia dla Ty = 152 = 0 oraz T2 = 1000 Pa.

4.3 Zadania domowe

1.7 Dane jest przemieszczenie o$rodka opisane przez
U = kX%, us = uz = 0. Dla danych punktéow O
(0,0), A (1,0), B (1,1) i C (0,1) oraz linii OA, OC,
CB i AB wyznaczy¢ ich przemieszczenia. Znalezé
wektor deformacji Z dla dX; = dX1&) i dXs = dXoés,
gdzie €; sa wektorami bazy ukladu kartezjanskiego.
Wyznaczy¢ wzgledne wydtuzenie i kat dla tych wek-
toréw deformacji. Znalezé tensor malych deformacji i
wzgledne wydtuzenia i kat. Dla jakich wartosci k opis
jest poprawny.

2.8 Dla danego przemieszczenia u; = k(2X; + X3),
uy = k(X? — X3), ug = 0, gdzie k = 1074, znalez¢
dla punktow dX; = dX,8) i dX, = dX58 lezacymi w
poblizu punktu o wektorze potozenia X = &) — é5 ich
zdeformowane polozenia (tzn. wektory deformacji),
wzgledne wydluzenia i katy wzgledem osi uktadu i
wzgledny pomiedzy wektorami deformacji. Rozwiaza¢
geometrycznie i poprzez tensor matych deformacji.

3. Kompozytowy pret zostal utworzony poprzez
zespawanie dwoch diugich pretéw o réwnych diu-
godciach i drednicach i zostal obciazony osiowa silta

"Nieobowigzkowe
8Zadania 2-5 s3 z terminem oddania do 5 kwietnia. Do ich
rozwiazania skorzysta¢ z przykladéw zrobionych na wyktadzie.

P. Znajac moduly Younga pretow Y; i Yy oblicz,
jak roztozona jest sita pomiedzy dwie potowy preta.
Scianki zewnetrzne sg idealnie sztywne i nie ulegaja
odksztalceniu.

WIPII IV IIIIIII7 4
PP POP7I777 7777

4. Rozwaz pret o cylindrycznym przekroju, obcia-

zony osiowym naprezeniem 77, = —o. Jaki bedzie roz-
ktad naprezen, jesli powierzchnia boczna preta zostanie
ustalona, tzn. nie bedzie mogta sie przemiesci¢? Pokaz,
ze efektywny modul Younga (Ey)crr = Thi1/E1 jest
rowny (Ey)efr = Ey(1 —v)/(1 — 2v)(1 + v), gdzie v
jest modutem Poissona.
5. W jaki sposob peka kreda przy skrecaniu? Aby
odpowiedzie¢ na to pytanie, znajdZz maksymalne
naprezenia $ciskajace i §cinajace dla walca skrecanego
przez réwne, przeciwnie skierowane momenty sit
przytozone do denek. W ktérym miejscu walca sg one
osiggane? Na jaka plaszczyzne wewnatrz walca dziata
maksymalne naprezenie $cinajace?

5 Tydzien V, 26/03-01/04/2018

5.1 Wyktad

1. postaci tensora deformacji i tensora naprezen dla
zginania

2.- prawa Eulera-Bernoulliego i definicji bending stiff-
ness

5.2 Zadania na éwiczenia

1. Okresli¢ odksztalcenie cienkiego preta przy zgina-
niu.

Odp. warunki réownowagi u,, = —-y/R = T../E,
Uyy = —(W/E)T,,, stad u, = vzy/R,
uy = 22/2R + v(y* — ?) /2R, u, = —yz/R, dyskusja.
2. Okresli¢ odksztatcenie pelnej kuli o promieniu R po
dzialaniem wtasnego pola grawitacyjnego.

Odp. sitla na jednostke masy f = —g(r/R)é,, wa-
runek réwnowagi f + puV2i + (A + p)V(Vi) = 0,
V2 = V(Vi) — V x Vi, @ = u(r)ér, u.(r = 0)
skoniczone, T,.(r = R) = 0, i dostajemy
un(r) = —(gpR/10)((1 + v)(1 — 20)/B(L — ))r((3
v)/(1+ v) —r?/R?), dyskusja.

Ugy =



5.3 Zadania domowe

1.2 Rozwazyc nieskoriczeni dtuga (w kierunku osi y)
elastyczna belke o gestoci p i o przekroju prostokata o
wysokosci h, ktora znajduje sie w polu grawtacyjnym
g = (0,0, —g). Belka umieszczona jest w pojemniku,
ktorego Sciany sa idealnie §liskie. W plaszczyznie z = 0
umieszczone jest denko pojemnika. Scianki pozwalaj na
ruch belki réwnolegle do swojej ptaszczyzny, nie pozwa-
laja natomiast na ruch w kierunku prostopadtym. Zna-
lez¢ naprezenia i odksztalcenia beli pod wplywem wta-
snego ciezaru. Naszkicuj ksztalt zdeformowanej belki.
Czy istnieje jakas charakterystyczna skala dtugosci dla
takiego odksztalcenia?

2. Czy dla mikrotubul korzystne jest posiadanie pu-

stego wnetrza? Oblicz stosunek mas i stosunek sztyw-
nosci zginania dla pustej mikrotubuli o promieniu we-
wnetrznym 11.5 nm i zewnetrznym 14 nm, oraz dla
pelnej mikrotubuli w ksztatcie walca o tym samym pro-
mieniu. Jak najefektywniej wykorzystac biatka dla uzy-
skania sztywnej struktury - utworzyc jedng wypetniona
mikrotubule czy kilka o ksztalcie rury?
3. Na walec o promieniu R i dtugosci [, przytwierdzony
do $ciany w plaszczyznie A tak, ze nie moze sie obracac,
dziala staly moment skrecajacy na jednostke dltugosci
walca ¢. Znajdz kat odchylenia ¢ konca walca (denka
B).

9Zadania 1-3 sa obowigzkowe z terminem oddania do 12
kwietnia

6 Tydzien VI, 02-08/04/2018

6.1 Wyklad

6.2 Zadania na éwiczenia

1. Znalez¢ calkowita site i moment sily dzialajacy na
zgietq belke.

odp. F = [T..dS.é¢. = —(E/R) [ ydS = 0 gdy? sro-
dek ukladu odniesienia wybieramy w Srodku geome-
trycznym figury, M = —(EI/R)é&,, I = [y?dS - mo-
ment bezwladnoci na jednostke masy.

2. Prawo Eulera-Bernulliego - M, = —M, = FI/R =
Elk, k - krzywizna, FI - sztywno$¢ na zginanie. Dla
prostokata I = 4ab3/3, dla elipsy I = wab?/4, dla rurki
I=n(*—a%)/4

3. Znalezé¢ ugiecie jednocalowej rurki (2a = 2,54cm,
2b = 3,36cm) o dtugosci 1m gdy zawiesimy na jej konicu
mase 75kg.

4. Przyklady z mikroswiata: Mikrotubule - dlugosé
25nm, $rednica 25nm, E > 130 — 150MPa, sztywnos§é
1 — 40 - 1072*Nm?; nanorurki weglowe (jednoscienne
- SWNT - 2R = 0,4 — 3nm, wielo$cienne - MWNT
- 2R ~ 1,4 — 100nm, liny - ropes - 2R ~ 250nm) -
Euvwnt =~ 103GPa, Egwyr ~ 100GPa, poréwnanie
Z EAl = 70GPa, Estal = 210GPa, Eplastik = 1GPa,
Ediament = 1000GPa.

5. Granica sprezystosci dla rurki o promieniu a. Zna-
lez¢ wartosci graniczne dla spinacza biurowego gdy
a=0.5—2mm

odp. T, = Ea/R stad R > aE/T,, M, < ma3T,/4.
Ry~ 0,25 — 1m.

6. Energia sprezysta na jednostke dtugosci.

odp. d€/dl = EI/2R? = M?/2F1I.

7. Odksztalcenie cienkich pretéw bez skrecania. Wa-
runki matlej deformacji bez skrecania |dy(z)/dz| < 1,
lokalna rownowaga sit dFy/dz = —K,, dF,/dz =
—K. i momentow sit dM,/dz = F,, moment zgina-
jacy M, = —FEId?y/dz?. Dla poziomego preta K =
Eld'y/dz* i rozwiazanie y(z) = a + bz + cz? + dz® +
Kz*/24F1.

6.3 Zadania domowe

1.10 Obliczy¢ przemieszczenie, tensor deformacji i
tensor naprezen w rurce poddanej zewnetrznemu
ci$nieniu p jesli jej koiice sa umocowane na stale
w $cianach. Czy $cianka rurki moze sie faktycznie
Zwezic?

2. Okredli¢ odksztalcenie powtoki kulistej o promie-
niu zewnetrzym R; i wewnetrznym Ry, wewnatrz
ktorej panuje ciSmnienie p;, a ci$nienie na zewnatrz
wynosi po. Zbadaé¢ przypadki graniczne. Okresli¢
deformacje powtloki wykonanej ze stali o grubosci
Scali i umieszczonej na dnie Rowu Marianskiego
10911 £+ 40m p.p.m. jeSli wewnatrz utrzymuje sie
ci$nienie jak na powierzchni morza. Brakujace dane
odszukaé¢ samodzielnie.

3. Okragta rura o nieskonczonej dlugosci ma zamoco-
wana powierzchnie zewnetrzna. Rura jest obciazona
rOwnomiernym, osiowym naprezeniem stycznym do

0Terminem oddawania zadan 1-3 jest 19 kwietnia 2018.



wewnetrznej powierzchni. Znalezé rozktad naprezen
stycznych i normalnych na zewnetrznej powierzchni
rury.

7 Tydzien VII, 9-15/04/2018

7.1 Wyktad

omawiany material ¢wiczeniowy

7.2 Zadania na éwiczenia

1. Odksztalcenia cienkich pretow, przyktady: poziomo
zawieszony pret w $cianie, belka podparta na korncach
(most), jarzmo.

2. Wyboczenia, niestabilno$¢ na wyboczenie, kryterium
Eulera, warunek na site krytyczna F,, = n’nEI/L?,
przyktad drewniana laska o dtugosci 1m i §renicy 2cm.
3. Tensor naprezen a ci$nienie, konwencja znakowa.

4. Prawo Pascala jego dwod.

5. Globalne warunki réwnowagi w cieczy, ci$nienie
hydrostatyczne.

6. Lokalne warunki réwnowagi.

7. Paradoks hydrostatyczny: ¢isnienie w bucie".

8. Prawo Archimedesa, dowod.

9. Ciecz barotropowa, podstawowe wtasnosci.

10. Zadanie: Kula w barotropowej cieczy i w jednorod-
nym polu grawitacyjnym z uwzglednieniem stabego
pola grawitacyjnego od tej kuli.

11. Ogoélne warunki stabilnosci ciat ptywajacych.

7.3 Zadania domowe

1."' Znalez¢ réwnania na warunek mechanicznej
rownowagi gazowej gwiazdy o gestosci p spetniajacej
prawa dla gazu barotropowego p = Cp%°. Wziac
pod uwage, ze potencjal grawitacyjny gwiazdy spet-
nia réwnanie Poissona ze stala grawitacji G. Masa
catkowita gwiazdy jest M. Znalezé rozklad cignie-
nia wzgledem promiania gwiazdy. Wyniki poréwnaé
z przypadkiem p = py = const. Gwiazda sie nie obraca.

2. Cylindryczne cialo o promieniu r, dlugosci ! i ma-
sie M jest przywigzane ling do dna naczynia, wypet-
nionego ciecza o gestosci p. Jesli gestosé ciata p; jest
mniejsza od gestosci cieczy, znajdz sile naprezenia liny.

3. Jednorodny poziomy pret o dlugosci [, module
Younga E i momencie powierzchni przekroju I zostat
przymocowany na jednym koricu do sztywnej $ciany, a
drugi jego koniec znajduje sie na przegubie, ktéry po-
zwala na obroét preta, ale nie pozwala na jego przesu-
niecie (rysunek ponizej). Znajdz ksztalt preta w przy-
blizeniu maltych wygie¢ i naszkicuj go. Znajdz miejsce
odpowiadajace maksymalnemu wychyleniu i jego wiel-
kosé w stosunku do dtugosci preta.

HTerminem oddawania rozwiazan zadan 1-3 jest 26 kwietnia
2018

Ay

-

s

8 Tydzien VIII, 16-22/04,/2018

8.1 Wyklad

pochodna substancjalna
roOwnania Eulera
prosty model rozszerzajacego sie Wszechs§wiata

8.2 Zadania na éwiczenia

1. Defninicje $rodka ciezkosci i $rodka wyporu. Wa-
runki rownowagi. Analiza stabilnosci cial ptywajacych
po powierzchi cieczy. Wyznaczenie metacuntrum
ciala. Przyktad: Plaska t6dka o eliptycznym ksztakcie.
Przyktad: Stabilnosé ptywajacego prostopadloscianu
na wodzie.

2. W ktoéra strone przechyli sie waga szalkowa?

Which side tips? It is not as easy as you think!

Steel ball
suspended ——»
by string

ong ball
hdSby string —>

scoie g

8.3 Zadania domowe

1.12 Dwie kulki o jednakowych rozmiarach, jedna lekka,
a druga ciezka, przymocowano do cien- kiego preta,
przy czym kulke ciezka dosrodka preta, a lekka do
jednego z koncéw. Po zanurzeniu do niezbyt glebokiej
wody swobodny koniec preta opiera sie o dno. Sam pret
jest pochylony, a z wody wystaje tylko cze$é¢ lekkiej
kulki, przy czym stosunek objetosci czesci wynurzonej
do obeetosci calej kulki wynosi n. Czy uktad ten bedzie
plywal, czy tez utonie, gdy przeniesiemy go na gleboka
wode? Mase lekkiej kulki i preta nalezy traktowac jako
znikomo male.

2 Terminem oddawania rozwigzan zadan 1-3 jest 10 maj 2018



2. W basenie pltywa tédka. Jak zmieni sie poziom
wody w basenie, jesli z td6dki do basenu zo- stanie wy-
rzucony kamien? Co stanie sie z poziomem wody w
basenie, jesli z t6dki wyrzucimy do wody drewniana
belke, ktora pltywa po powierzchni? Co stanie sie z
poziomem wody w basenie, jesli w dnie t6dki wywier-
cimy maly otwor i zacznie ona toac¢? Jesli poziom wody
w basenie zmieni sie przy tym, to w ktérym momen-
cie rozpocznie sie ta zmiana? Wskazéwka: Zastanow
sie, jak bedzie wygladata ta sytuacja, jesli caly basen
z t6dka, belka i kamieniami postawimy na wadze.

3. Belka o dtugosci L i przekroju w ksztalcie trojkata
réwnoramiennego o wysokosci h i kacie w wierzchotku
przy tej wysokosci rownym 2« (ramiona o rownej dtu-
gosci wychodza z tego wierzchotka) wykonana z mate-
rialu o gestosci p; plywa w cieczy o gestosci pg > p;.
Znalez¢ warunki stabilnosci, stosunek p;/pg aby belka
plywala wierzchotkiem z katem 2« do dotu lub do gory.
Ile wynosi najmniejszy kat rozwarcia aby belka mogta
plywacé stabilnie na oba sposoby.

9 Tydzien IX, 23-29/04/2018
9.1 Wyklad

9.2 Zadania na éwiczenia

1. Dany jest ruch ciata

Tr1 = X1 + k‘tXQ
T = X2
z3 = X3,

gdzie x; sa t wspoOlrzedne przestrzenne (Eulera) a X;
sa to wspolrzedne materialne (Lagrange’a), stala k
ma wymiar s~!. Jesli pole temperatury w opisie prze-
strzennym ma posta¢ T(Z) = O(x1 + x2), gdzie stala
© ma wymiar K/m a) znalez¢é materialny opis tem-
peratury, b) wyznaczy¢ predkosé i tempo zmiany tem-
peratury dla wybranej czastki, ¢) wyznaczyé punkt b)
bezposrendio korzystajac z pochodnej §ledczej.

2. Calo sztywne obraca sie z predkoscia katowa & =
wes. Wyznaczy¢ przyspieszenie dosrodkowe korzysta-
jac z pochodnej §ledczej.

3. Dla danego pola predkosci 7 = (x1,x2,z3)/(T + 1),
gdzie stala T ma wymiar s, znalez¢ a) przyspieszenie,
b) trajektorie czastek.

4. Zanurzona w idealnej cieczy kapsula o promienu Ry
wybucha, w wyniku czego w cieczy powstaje rozsze-
rzajaca sie wneka kulista o promieniu R(t), przy czym
R(t = 0) = Ry. Pokazac, ze ci$nienie cieczy na brzegu
wneki spelnia zwiazek

P(t) = poo + p(RA2R/dE? + (3/2) (dR/dt)?).

Nastepnie zakladajac, ze cata energia wybuchu F jest
uwolniona w sposéb natychmiastowy w ¢ = 0, wyliczyc
konicowy rozmiar wneki Ry oraz czas po jakim zostanie

osiagniety.

9.3 Zadania domowe

1.13 Rozwazyc ruch osrodka
Tr] = X1

2o = Xo + (sinnt/T)(sinw X, /L)
T3 = X3.

a) Jaki jest wymiar stalych T i L? Dalej przyja¢ ich
wartosci rowne jeden. b) W ¢ = 0 widkno osrodka roz-
cigga sie od punku (0,0,0) do (1,0,0). Naszkicowaé
jego zdeformowany ksztalt w chwilach ¢ =1/2, 11 3/2.
c¢) Znalezé predkosé i przyspieszenie w opisie material-
nym i przestrzennym.

2. Dane jest pole predkosci osrodka

T1€1 + T262
2 2
x] + 5

—Z2€1 + T1€2
x% + z%

1) (@) = . II) 9(7) =

)

oraz pole temperatury T'(%) = O(z? + 22). a) Wyzna-
czy¢ predkosé w kilku charakterystycznych potozeniach
i okredli¢ ogblna nature tych pol predkosci. Jak wygla-
daja izotermy? b) W punkcie (1,1,0) wyznaczy¢ przy-
spieszenie czastki materialnej i pochodna materialnag
(sledcza) pola temperatury.

3. Z idealnej, niescisliwej i wypelniajacej cala prze-
strzen cieczy usunieto w sposoéb nagly kule o promie-
niu a. Znalez¢ czas po ktérym ciecz wypelni powstata
wneke. Gestos$é cieczy p i cisnienie w nieskoriczonosci
po sa dane.

10 Tydzien X, 30/04-06/05/2018
10.1 Wyklad

weekend majowy bez zajeé

10.2 Zadania na ¢wiczenia

10.3 Zadania domowe
11 Tydzieﬁ X1, 07-13/05/2018
11.1 Wyklad

na ¢wiczeniach i wykladzie bylo potencjalne przeptywy
plaskie cieczy idealnej metoda potencjatu zespolonego,
potem oplyw walca, paradoks d’Alemberta, optyw kuli
- stacjonarny i niestacjonarny i pojecie masy dodanej.

11.2 Zadania na ¢wiczenia

11.3 Zadania domowe

1.' Liniowy wir o natezeniu I' umieszczony jest w od-
legtosci d od sztywnej ptaskiej sciany x = 0. Znajdz
potencjal zespolony odpowiadajacy takiemu przepty-
wowi. Znajdz funkcje pradu i ksztalt linii pradu. Wska-
zéwka: Sprawdz, czy w powyzszej sytuacji da sie zasto-
sowac metode obrazéw.

I3 Terminem oddawania rozwiazan zadan 1-3 jest 17 maj 2018
4 Terminem oddawania rozwiazan zadan 1-3 jest 24 maj 2018



2. Pokaz, ze problem bezwirowego przeptywu wokét
walca o promieniu R mozna sprowadzi¢ do rozwia-
zania dwuwymiarowego réwnania Laplace’a na poten-
cjal predkosci, ktore we wspotrzednych cylindrycznych
przyjmuje postaé

1o
r2 00

oo
or?

7 warunkami

109

v or =0

® ~ Urcosf, dlar — oo

oraz 50
— =0, dlar =R,
or

a nastepnie rozwiaz to réwnanie metoda separacji
zmiennych dla przypadku znikajacej cyrkulacji pola
predkosci wokét walca.
3. Rozwazmy model Wszechswiata, bedacy uogolnie-
niem modelu omawianego na wyktadzie, zawierajacego
oprocz 'zwyklej’ materii ‘ciemna energie’ o gestosci po,
stala w czasie i jednorodna w przestrzeni. W tym wy-
padku wyrazenie na ’energie’, wyprowadzone na wy-
ktadzie, zmieni sie nastepujaco

E= %éf _ MM T G2 — (p+ o)),

a 3

gdzie My = (4/3)mpoa®, p jest gestoscia zwyktej” ma-
terii, ktéra spelnia réwnanie ciagtosci, a p. jest zdefi-
niowang na wykladzie gestoscia krytyczna.
(a) Znajdz réwnanie opisujace zmiane ’energii’ w czasie
F i pokaz, 7ze warunek stalosci energii implikuje naste-
pujaca réwnosc

. 4

(b) Czy taki Wszechswiat moze byé¢ stacjonarny (z
czynnikiem skali niezaleznym od czasu)? Kiedy tak sie
dzieje? Jak zinterpretujesz sytuacje, w ktorej 2py > p?
(c) Rozwaz nastepnie sytuacje w ktorej po < p./3. Po-
kaz, ze jesli w pewnej chwili 2py < p < p¢, to poczat-
kowo Wszech§wiat bedzie sie rozszerzat coraz wolniej,
(@ < 0), jednak w pewnym momencie (jakim?) jego
predkos¢ rozszerzania zacznie sie zwieksza¢. Ostatnie
obserwacje kosmologiczne pokazuja, ze proces taki ma
miejsce réwniez i w przypadku naszego Wszechswiata.

12 Tydzien XII, 14-20/05/2018
12.1 Wyktlad

12.2 Zadania na ¢wiczenia

1. Znalezé czas jaki zajmuje wyplyw cieczy z cy-
lindrycznego naczynia o promieniu podstawy R i
wysokoSci h przez otwér o promieniu r K R w
nastepujacych przyblizeniach: a) powierzchnia cieczy
porusz sie z zerowg predko$cia, b) powierzchnia cieczy
porusza sie ze skoniczona predkoscia, zgodnie z prawem
da Vinci (zasada zachowania masy), Agvg = Av, gdzie
A; to pola przekroju, c) powierzchnia cieczy porusza
sie zgodnie z przyblizeniem kwazistatycznym.

2. Rurka Pittota i jej zastosowania do pomiaru pred-
kosci przeptywu.

3. Przeptyw lepkiej cieczy pod wplywem gradientu
predkosci.

4. Przepltyw lepkiej cieczy pod wplywem cisnienia.

5. Przepltyw lepkiej cieczy w polu grawitacyjnym.

12.3 Zadania domowe

1.1% Znalezé¢ okres drgan wahadla matematycznego
(malutka kulka zrobiona z materialu o gestosci p; na
nici o dtugosci I, umieszczonego w nielepkiej niescisli-
wej cieczy o gestosci po (p1 > po).

2. Ciecz doskonatla obraca sie w polu grawitacyjnym ze
stata predkoscia katowa (2 tak, ze predko$¢ w uktadzie
laboratoryjnym ma postac u = Q(—y, x, 0). Znalez¢ po-
wierzchnie stalego cisnienia, a co za tym idzie (kladac
P = Patm) réwniez ksztalt powierzchni wody w wiruja-
cym wiadrze. Zgodnie z prawem Bernoulliego wielkos¢
p/p+ %uQ + gz jest stala, a wiec powierzchnia statego
ci$nienia spelnia réwnanie

2
— st — 2 2 )
z = cons % (% +y°)

Ale to oznacza, ze poziom wody jest najwyzszy w
srodku obracajacego sie wiadra. Co tu sie nie zgadza?
Jakie jest prawdziwe réwnanie powierzchni stalego
ci$nienia i dlaczego?

3. Z lejka w ksztalcie odwréconego stozka o wysokosci
h i promieniu podstawy R wyplywa ciecz przez otwor
na dnie o promieniu r < R. ZnaleZé czas po ktorym
naczynie bedzie catkowicie puste. Znalez¢ odpowiedz
na dwa sposoby (przy zalozeniu, ze powierzchnia
cieczy porusza sie z zerowg predkoscia i przy zaltozeniu
kwazistacjonarnego opadania poziomu cieczy, jak
na ¢wiczeniach). Poréwna¢ wyniki z analogicznyi
wynikami z ¢wiczen dla walca o promiemiu podstawy
R i wysokosci h.

13 Tydzien XIII, 21-27/05/2018

13.1 Wyklad

13.2 Zadania na ¢wiczenia

1. Przeptyw lepkiej cieczy w polu grawitacyjnym, cd.
2. Przeptyw Poiseuille’a i prawo Hagena-Poiseuille’a.
3. Laminarny przeplyw cylindryczny.

13.3 Zadania domowe

1.16 Przeanalizuj optyw babelka ciecza o lepkoéci 7 i
predkosci Ué,, w nieskoniczono$ci przy matych liczbach
Reynoldsa. W tym celu skorzystaj z formalizmu funk-
cji pradu Stokesa dla oplywéw osiowosymetrycznych,

5 Terminem oddawania rozwigzan zadan 1-3 jest 7 czerwca
2018

16 Terminem oddawania rozwigzan zadan 1-3 jest 14 czerwca
2018



wyprowadzonego na wykladzie. Zastap warunek przy-
legania (ktory naktadaliémy na powierzchnie kuli) wa-
runkiem zerowania sie naprezen $cinajacych, tj. (tg =0
dla r = a. Pokaz, ze funkcja pradu ma wtedy postaé

1
U= iU(r2 — ar)sin? 6,

i ze naprezenia normalne na powierzchni babelka wyno-
sza t, = 3nUa"! cos§. Nastepnie pokaz, ze sila oporu
dzialajaca na babelek wynosi

F =4mUa.

2. Spadek cisnienia Ap w odcinku rury o dtugosci L
konieczny do transportu strumienia masy poQ) w prze-
plywie Poiseuille’a jest zupelnie analogiczny do spadku
napiecia przy przeptywie pradu przez przewodnik. W
analogii z prawem Ohma definiuje sie opor hydrodyna-
miczny rury R jako

_ Ar

R = .
po@

Pokazaé, ze tak zdefiniowany opér jest addytywny przy
taczeniu rur szeregowo i addytywny w odwrotnosciach,
gdy rury potaczymy réwnolegle.

3. Prostopadlodcienna rura o wymiarach: wysokos¢ d,
szerokos¢ W, dltugos¢ L, nachylona jest pod katem o
(pomiedzy bokiem o dlugosci L) do poziomu Ziemi.
Pomiedzy konicami rury jest przyltozone cignienie Ap, a
przyspieszenie ziemskie ¢ jest state. Znalezé rozktad ci-
$nienia w rurze i pole predkosci przeptywu cieczy o lep-
kosci kinematycznej v. Wyznaczy¢ roznice cignien Ap,
ktora spowoduje zatrzymanie przeptywu cieczy w tej
rurze. Jaka posta¢ ma wtedy rozkltad ci$nienia i podaé
jego interpretacje. Przyjaé, ze w §rodku geometrycz-
nym rury panuje ci$nienie atmosferyczne pyg.

14 Tydzien
03/06,/2018

XTIV, 28 /05-

czwartek 30/05/18 wolny od zajed,

14.1 Wyktlad

14.2 Zadania na éwiczenia

14.3 Zadania domowe

15 Tydzien XV, 204—10/06/2018
15.1 Wyktlad

15.2 Zadania na ¢wiczenia

15.3 Zadania domowe

16 Tydzien XVI, 11-17/05/2018
16.1 Wyklad

16.2 Zadania na ¢wiczenia

16.3 Zadania domowe
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