NOTATKI DO CWICZEN Z ANALIZY ZESPOLONEJ
Zebral P.H. Chankowski

Zadanie
Obliczy¢ calke

1/z
%dz ¢ )
T 1+Z

w ktorej kontur I' jest okregiem o srodku w zerze i promieniu rownym 2 (kotko na symbolu
calki oznacza, ze jest to calka po konturze zamknietym).

Rozwigzanie: Funkcja podcalkowa f(z) ma biegun prosty (tj. pierwszego rzedu) w
z = —1 oraz punkt istotnie osobliwy w z = 0.

res f(2)|,._, = 1/e.
Residuum w z = 0 najlatwiej znalez¢ przez “inspekcje”, wypisujac odpowiednie szeregi:

1 1 1
_ 1)z -1 _ . 2 .3
f(z)=¢e"*(1+2) _<1+1!Z+2!22+3!23+...)(1 z+22 -2+,

Wymnazajac je widzimy, ze wspolczynnik przy 1/z jest dany szeregiem

1 1 1 1

IeSf(Z)‘ZZOIﬂ—i—FQ—I—F..
_ (GO Gt D o O M Gt O _ -
—1—<1+ 1 + o + a3l + 1 +...]=1—-€e".
Zatem suma residuéow w z = —11 2 =0 jest rOwna 1 i
1/z
/dz ¢ = 2mi.
T 1 +z
Zadanie

Obliczy¢ calke

/%i la| > 1
o a—sinf’ “ '

Rozwiagzanie: Warunek |a| > 1 zapewnia, ze calka jest dobrze okreslona - mianownik
nigdzie sie nie zeruje. Catke te mozna obliczy¢ konwencjonalnie (co zrobimy dalej), ale
mozna tez przez residua. W tym celu podstawiamy z = e, tak ze zmienna z przebiega
teraz zbior liczb zespolonych o module réwnym 1. Wowezas dz = ie?df = izdf), wiec

/2“ do _7{ dz 1 __27{ dz
o a—sinf J iz a—(1/2i)(z—1/z) o1 2% — 2iaz — 17
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Rysunek 1: Kontur catkowania w plaszczyznie zmiennej zespolonej z.

Zamkniety kontur catkowania, o rownaniu |z| = 1, pokazany na rysunku 1, jest tu obiegany
przeciwnie do kierunku ruchu wskazowek zegara. SkorzystaliSmy tu ze wzoru

1 . )

sin = — (e —e ) .

5 ( )

Mianownik pod calka jest dwumianem i mozna go zapisa¢ w postaci
22— 2iaz—1=(z—2z)(z — 2z_),

w ktorej

zi:z'(a:t\/az—1>,

sa dwoma pierwiastkami rownania 22 — 2iaz — 1 = 0. Funkcja podcatkowa ma zatem dwa
bieguny proste w z = z_ i w z = 2. Przyjmijmy na razie, ze a > 1. W takim przypadku
|z4| > 1 ale z_ lezy wewnatrz konturu, gdyz |z_| < 1. Zatem zgodnie z twierdzeniem o
residuach,

/27T i = 2mi res —2

) a—sinf G- - )|
e —4m
-z =2iVa -1
B 2
Va2 -1

Dla a < —1, gdy wyjsciowa calka jest tez dobrze okreslona, wewnatrz konturu |z| = 1
znalazlby sie pierwiastek z, dwumianu i mielibySmy

/27r de - —2
————— =270 res
o a—sinf (z—20)(z —2-) | ..,
o —Am 4w
Zy — 2o 2inva? -1
B 2m
N a2 —1’

2



jak tez i powinno by¢, gdyz funkcja podcatkowa jest wtedy stale ujemna.
Konwencjonalnie dokonaliby$my w wyjsciowej catce podstawienia

0 2dt 1 2t
t=tg—, dd = ——, cos) = —— sinf = ——,
2 142 1+ ¢2 1+¢2

co sprowadzitoby ja do

2 dt 2 dt
a/tz —@2Jat+1 5/@ —1/a)? + (a2 — 1)/a?

Gdy 0 przebiega od 0 do 2w, wowczas t = tg(6/2) biegnie od 0 do 400 osiaganej, gdy
0 — 7 (od strony wartosci mniejszych), a nastepnie od —oo (gdy € przekracza m) do 0
osiaganego, gdy 6 = 2. Zatem gdy € dochodzi od zera do 7 funkcja I(6)

0
1(9)5/ di?
0 CL—SIIIQO

e | g ()| s [ J] )
= ——arctg | —— — — 2 )| —arctg | ————
a? —1 & a? —1 g2 a & a? —1

dochodzi (dla a > 0) do wartosci
I(m) = 2 {arct (+00) — arct {—;] }
a?—1 & & a?—1

{5 s |-
= —— < — —arctg | ———
a?—1 12 & a2 —1

i po przekroczeniu przez ¢ wartosci 7 (gdy tg(0/2) nagle spada do —oo) nie powinna
(jako caltka z funkcji dodatniej!) zmale¢. Pokazuje to, ze po drugiej stronie punktu 6 = 7
nalezy wybrac¢ te gataz funkcji arctg, na ktorej

T
arctg(—oo) = —5 +7

(a nie —7/2). Na tej drugiej galezi wartoscia funkcji

arct ¢ t Q—l
& a2 —1 g2 a

1
arctg | ————=| +
g{ a2—1]
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odpowiadajaca 0 = 27 jest



i stad otrzymujemy'

21 9
I(27) = / 40 T
0

a—sinf a2 —1

tak jak metoda wykorzystujaca residua. Powtarzajac powyzsza analize dla a < 0 otrzy-
mamy oczywiscie ten sam wynik z przeciwnym znakiem.

Zadanie
Obliczy¢ catke?

/2# de | | .
_ a )
o a-+cosl

Rozwigzanie: Warunek |a| > 1 zapewnia, ze calka jest dobrze okreslona - mianownik
nigdzie sie nie zeruje. Dokonujac jak w poprzednim przykladzie podstawienia z = €% i

korzystajac ze wzoru

cos = = (e +e77),

DN | —

sprowadzamy catke do

/2” a2 7{ dz
o a-+cosf i s=122 4+ 20z + 17
Pierwiastkami dwumianu w mianowniku pod calka sa teraz

zy =—a+Va*—1, Z_=—a—va*—1,

z czego, gdy a > 0, tylko z, lezy wewnatrz konturu |z| = 1. Zatem

/27r o 2 2mi o
o a-+cosf iz —z a2 -1

L Aby unikna¢ zmieniania galezi funkcji arctg mozna wyjsciowa calke zapisa¢ jako sume

I2m) /’f do N /2” do /” do N /” do
T) = _ - = [ - .
o a—sinf - a—sinf o a—sinf o a-+sinf

Po dokonaniu podstawienia standardowego otrzymamy

1= Gy (s [ (o3 3)], +oee [ (e 4 )]} - 7
=——<qar — (tg= — - r — [tg= + - = .
a?—1 8 a?—1 S 0 & a?—1 SO 0 a?—1

2Qczywiscie musi ona daé¢ to samo, co poprzednia calka, bo cosinus przyjmuje na odcinku [0, 27] te
same wartosci co sinus, tylko dla przesunietych wartosci kata 6, ale miara df jest niezmiennicza wzgledem
przesuniec.




Dla a < —1 wewnatrz konturu |z| = 1 lezalby pierwiastek z_ i wynikiem calki byloby
—2m/v/a? — 1 (wyjsciowa funkcja podcatkowa bylaby wtedy stale ujemna).

Zadanie
Obliczy¢ catke

2 d@
—_ 1.
/0 (1+bcosf)?’ o1 <

Rozwigzanie: Warunek |b| < 1 zapewnia, ze calka jest dobrze okreslona - mianownik
nigdzie sie nie zeruje. Dokonujac tak jak w poprzednich przyktadach podstawienia z = e
mamy

/2“ df _ ]{ dz 1
o (1+bcosf)? =12 [1+(b/2)(2 + 1/2)]2

B ij{ dz z
b S [ (2/0)z + 1)

Podobnie jak poprzednio mianownik mozna zapisa¢ w postaci [(z — 21 )(z — 2_)]?, gdzie
1
=7 <—1j:\/1—b2),

przy czym dla 0 < b < 1 tylko |z, | < 1, tj. wewnatrz konturu |z| = 1 funkcja podcatkowa
ma jeden biegun drugiego rzedu w z = z,. Obliczamy residuum f(z) w tym punkcie:

d z

1 2z
res f(2)],_,, = PP = -

=2y a (24 —2-)? (24 —2-)8

24 + z_ b2

(zp —2_)3  4(1 —02)3/2°

Stad

/2” de 4 o b2 o
Ty — 5 4T = .
o (L+bcosh)?2 b2 4(1—=b2)3/2 (1 —b2)3/2

Ten sam wynik samo mozna uzyskaé¢ korzystajac z caltki obliczonej w poprzednim
zadaniu:

/27r do B i _g/%r do
o (I+bcosH)?2 2| Oa ), a+cosf a=1/b
1

__[_ﬁ 27 } _21[#}
S0 Oaar—1 a=1/b -0 (a2 - 1) a=1/b
2T

o] (1 —02)22

S



Catke te mozna oczywiscie obliczy¢ stosujac konwencjonalne podstawienie, ale z uwagi
na druga potege w mianowniku jest to znacznie bardziej skomplikowane (z tym, ze pod-
stawienie t = tg(0/2) daje funkcje pierwotna, a metoda residuéw stosuje sie tylko do catki
w granicach od 0 do 27).

Zadanie
Metoda residuéw obliczy¢ catke

2m sin? 4

Poda¢ takze wynik catki

/%d@ sin” § '
0 14 a? —2acosd

Rozwigzanie: Podstawiamy standardowo z = e i otrzymujemy

/ 1% dz  (z2—1/z2)* i % P (22 —1)?
2 Jymiz 2a+0(z+1/2) 20 Ji, o 22(22 +2(a/b)z + 1)
Funkcja podcatkowa ma jeden biegun drugiego rzedu w z = 0 oraz dwa bieguny proste

w z+ = —(a/b) £ \/(a/b)? — 1, z ktorych, jesli a/b > 1, tylko z, znajduje sie wewnatrz
konturu (z_, gdy a/b < —1). Jejresiduaw z = z; oraz w z = z_ znajdujemy standardowo:

tes ()., = CE M) o

res 1 (2).. = =L — ot

Residuum w z = 0 (biegun drugiego rzedu) najlatwiej znalez¢ dokonujac rozwiniecia:

1(2) = 1—222+z4<

1 1
1—29z—z2+...>:——29—+...
22 bz

b 22

Tak wiec zgodnie z twierdzeniem o residuach otrzymujemy

1 a a? 2w [ a a?
T="tomi[—2%4o /U 1) = [ 2%, /% 1
% m( b 52 ) b<bjF b2 )

gdzie gorny (dolny) znak odnosi sie do a/b > 1 (a/b < —1).
Z powyzszego wyniku, podstawiajac a — 1+ a? i b — —2a, otrzymujemy

2m sin? @ n/a®> gdy |a| >1
do = )
0 1+ a2 —2acosb us gdy Ja| <1

Calki tego typu trafiaja sie w obliczeniach w elektrodynamice.
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Zadanie
Metoda residuéw obliczy¢ catke

I:/zﬂde cos? 30 .
0 1+ a? — 2acos 20

Rozpatrzy¢ przypadki |a| < 1 oraz |a| > 1.
Rozwigzanie: Podstawiamy standardowo z = €% i otrzymujemy

: 6 12
) I (z°+1)

Cda Jio (2t — B2 )

I

Biegun w z = 0 jest piatego rzedu i jego residuum najlatwiej znalez¢ metoda rozwiniecia:

6 4 1)2 1 2 1 2 2
f(z):@{le( Ta 22_24>+( +a 22_24) +}
z a a
1 1+ a? 1+ a2\?
:—{1—{— ra 22+ ( +a> —1 z4+...},
a

2\ 2
sl (55 1

czyli ze

a

Pozostate bieguny sa w punktach bedacych pierwiastkami réwnania bikwadratowego,
ktore - jak mozna od razu dostrzec - ma prosta postac:

1 2 1
ALt Z+1=(2*-na) <z2——):O.

a a

Zatem, gdy |a| < 1 funkcja f(z) ma wewnatrz konturu |z| = 1 dwa bieguny proste w
22 = a, gdy za$ |a| > 1, dwa bieguny proste w 22 = 1/a.

Rozpatrzmy najpierw przypadek 0 < a < 1. Oba residua, w z = \/a oraz w 2z = —/a
sa takie same:

(a® +1)?
res f(2)|,c4a = 32— 1)
Podobnie takie same sg residua w z = iy/|a| i w 2 = —i\/]a|, gdy |a| < 11 a < 0; sa one
rowne:

(a® +1)? (a® +1)?

res f(Z)|Z:ii\/m T T 22(a—1/a)|a]  2a2(a2—1)

gdyz —|a|/a =1 dla a < 0.



Gdy |a| < 1 mamy zatem dla obu znakow a

i 1+a%\> (a®+1)?
I =—2m S IR S
4a m{( a ) i 2a%(a? — 1)

(I+a’)(1+a)(1—a+ a2)}
(a+1)(a—1)

-7
2a3

{1 +a®+a' +
i ostatecznie po uporzadkowaniu, gdy |a| < 1, znajdujemy, ze

2 2 1— 2
/ 40 cos- 360 - a+a '
0

1+a2—2a00829: 1—a

Gdy |a| > 1, zaréwno, gdy a > 0, jak i gdy a < 0, dostajemy residua w punktach
2?2 = 1/a réwne
(a® + 1)

res f(2)|,2mp1/0 = 220 =)

i wobec tego

-
j—
2a3

{1+a2+a4— (1+a3)(1+@)(1—a+a2)}

(a+1)(a—1)

Po uporzadkowaniu mamy wiec dla |a| > 1 wzor?

2 cos? 30 l—a+a?
do =7 .
0 1+ a? —2acos20 a’(a —1)

Zadanie
Korzystajac z twierdzenia o residuach obliczy¢ catke

[e%) 1’2
de ————— .
/0 T )

Rozwigzanie: Poniewaz funkcja podcatkowa jest parzysta, rozciaggamy najpierw catko-
wanie na cala o$ rzeczywista (i bierzemy polowe tego, co wyjdzie). Nastepnie metoda

residu6éw obliczamy catke
52
d = [dz———
futzrte= Je

po konturze I' pokazanym na rysunku 2. Mamy wiec:

R 2
Jazro = [ do s+ / 2 ) =2 10 )
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Rysunek 2: Kontur I' sktadajacy sie z odcinka dlugosci 2R lezacego symetrycznie na osi
rzeczywistej domknietego duzym potkolem o promieniu R — oo w gornej polplaszezyznie.

jako ze funkcja f(z) ma wewnatrz konturu I' jeden biegun trzeciego rzedu w punkcie
z = ila| (bierzemy R > |a|).
Calka po potokregu o promieniu R, na ktorym z = Re*, znika w granicy R — oo:

™ ‘ 2 2ip
/ dz f(2)| = /dmRew( Re
i1KR 0

R2 62igp_|_a2)3
< / dg
0

R2 e2iv
W tym miejscu korzystamy z nieréwnosci*

1R e

s R3
= | dp—5—"—=.
/(; ¥ ‘R2 e2ip + a2|3

(R? %% + a2)3

lwy £ ws| > [Jwy| — |wal],

ktora pozwala dokoriczy¢ szacowanie (zastepujemy | R?€?*?+a?| w mianowniku czynnikiem
mniejszym, tj. |R?e??| — |a?|):

i R3 7TR3
< = .
/%KRde(Z) - /0 dgp (Rz _ a2)3 (R2 _ CL2)3

Pokazuje ono, ze gdy R — oo, catka po potokregu znika jak 1/R3.
Trzeba jeszcze obliczy¢ residuum funkeji w z = i|al]. Mamy

1 d? 22 1d 2z 322

ves JEcid = 9 g i 2 a2 [(z i) (2 +i\a|)4]
1 2 122 1227 i
TGP Grda)t <z+z’|a\>5]z:ila " T6jaP

30ba wzory koncowe mozna sprawdzi¢ programem Mathematica, najlepiej dla jakich§ konkretnych
wartosci parametru a; w ogblnym przypadku program ten daje malo czytelny wynik.

“Dowod: dla dowolnych dwu liczb zespolonych wy i w zachodzi nieréwnoéé |wy + w| < |wy| + |w].
Podstawiamy w = tws — wq, co daje |wa| < |wi| + |wi F we|. Zatem dowolne dwie liczby wi 1 ws
spelniaja nieréwnos¢ |wy F wa| > |we| — |w1|, nawet gdy |ws| > |wi|; poniewaz mozna dokonaé zamiany
w1 > we wiec prawa strone nieréwnosci mozna zastapi¢ modutem.



Zatem

> p x? 1 orj 0 _ T
/0 v a3 277 16)aP T~ 16[a]?

W przypadku tej catki mogliSmy byli réwnie dobrze zamknaé¢ biegnacy po osi rze-
czywistej kontur catkowania dotaczajac don potokrag o promieniu R — oo lezacy w
dolnej potptaszezyznie (zamiast potokregu lezacego w gornej poltplaszezyznie): poniewaz
taki kontur bylby obiegany zgodnie z kierunkiem ruchu wskazowek zegara, catka by byla

rowna —27i razy residuum w punkcie z = —i|al:
1 d? 22 1 d 2z 322
res f(2)e i = 51 72 T s — o1 7 | Tr s T
2! dz? (z — ilal) 21 dz | (z —ila|)? (2 —1]a])
a2 12z 122 Ry
2 (z—idlal)®  (z—idlal)* (2 —ilal)*] ., 16[al®”

Wynik jest oczywiscie taki sam jak poprzednio.

Zadanie
Korzystajac z twierdzenia o residuach obliczy¢ catke

/ o0 22—x4+2
dr ——M .
e 4102249
Rozwiagzanie: Calka jest zbiezna, bo dla |x| — oo funkcja podcatkowa zachowuje sie

jak 1/22. Ponadto jest jasne, ze mianownik funkcji podcatkowej nie zeruje sie nigdy dla
rzeczywistych wartosci z. Calke te mozna obliczy¢ tak jak poprzednia, catkujac funkeje

22— 242 22— 242

TG = o9~ (2 +1)(2+9)°

po konturze pokazanym na rysunku 2, lub podobnym konturze skladajacym sie z osi
rzeczywistej i potokregu w dolnej potptaszczyznie. Przyjmijmy jednak kontur I' z rysunku
2. Podobnie jak w poprzednim zadaniu pokazujemy, ze gdy R — oo, catka po potokregu
dazy do zera:

</7rd R|R? %% — Re' + 2
= Jy "R elie + 10R? e2iv + 9

T 2
S/d R(R*+ R+2) 1_)0.
0

émwﬂ@

YRI_10RP—9 R

Funkcja podcatkowa ma cztery bieguny dla 27, = —11 23, = —9, z czego dwa, W 2, = i
oraz zz = 3i leza (dla dostatecznie duzego R) wewnatrz konturu calkowania. Zatem
zgodnie z twierdzeniem o residuach

éﬂaz%umﬂmm+mﬁ@@w.
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Obliczamy residua:

22— 242 1—2
. = lim _
ves [ = I ooy — e

ves £(2)]_. = lim P—z+2 T+3i
2= SEi (224 1) (2 4+ 31) 480

Zatem w granicy R — oo otrzymujemy
%f _)/ 2?2 — x4 2 _ o 3—32’+7+3i 5
i =—.
x4 + 102249 481 481 12

Zadanie
Obliczy¢ catke

[ee) ZIZ'G
/0 dx 7(1’44—&4)2 )

Rozwigzanie: Tu zastosujemy podejscie fizyczne i przeskalujemy zmienna catkowania,
zeby od razu uwidoczni¢ zaleznos¢ od a i mniej pisa¢. Mamy wiec, po standardowym
wykazaniu, ze catka po potokregu bedacym czescia zamknietego konturu I' z rysunku 2
znika w granicy R — oo,

o 2mi
d .
/0 x(:)s4+a42 2|a|7{ z4+1 = S 2 /Gl

Imz;>0

7 czterech pierwiastkow czwartego stopnia z liczby —1, ktore sa potozeniami czterech
biegunow drugiego rzedu funkcji podcatkowej, dwoma lezacymi w gornej potplaszczyznie,
a wiec wewnatrz konturu, sa

~ 141 e e

Z1=¢€+4 oraz =zo =€ 4 = ,
1 NG 2 NG
przy czym 22 =i, a 22 = —i. W celu obliczenia residuéw w tych biegunach wygodnie jest
zapisa¢ funkcje podcatkowa w postaci
6
2
f(z) =

(z—2)2 (2 — 2)2 (22 + V22— 1)

Korzystamy nastepnie ze standardowego wzoru:

o = -
res f(2)],_, = — :
bodz (2= )2 (2222 - 1)
_ 62}
(21 — 2)2 (22 + V22 — 1)2
229

- (21 — 2)3 (22 + V22 — 1)2
229(22, +iv2)
(21 — 22)2 (Z% + i\/§z1 — 1)3 .
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Residum w z = 29 jest dane analogicznym wzorem, w ktorym z; <+ 2z5. Poniewaz 21 — 29 =
V2, 2ty =1 azi+iv22 —1=-2(1-1), 23 +Z\/§z2 —1=—-2(1+1), mamy

(o 62 —2i =220 +V72)
TPl TR0 R T 2B 2(1— ) 2[2(—i)P
62, 2i 2i (225 +iV/2)

res f(2)],_., = 2[—2(1+10)2 —22 [—2(1 + 1))2 IPIETEE

Sumujac odpowiadajace sobie wyrazy parami i uwzgledniajac, ze (1 & i)? = £2i oraz ze
21 + 29 = i7/2, znajdujemy ze

3v2 3v/2i 3v2

Z resf(z)|zzzl_:—+0—l— TS
Imz; >0

Zatem (co potwierdza program Mathematica)

/‘X’d 8 o2mi [ 3v/2 3vV2T
x = | = —.
0 (x4 +a*)?2  2|a| 16 16]al

Zadanie
Obliczy¢ calke

J_/‘X’ dz
) (22 a?) (22 + b2)2

Rozwigzanie: Jak zwykle rozciggamy catkowanie wzdtuz osi rzeczywistej na potokrag o
promieniu R domykajacy kontur catkowania w goérnej potplaszczyznie zespolonej zmienne;j
z, co umozliwia zastosowanie twierdzenia o residuach. Funkcja podcatkowa

1 1

1&) = Er @ 9e = G i) =)z ARG e

ma wewnatrz tego konturu jeden biegun prosty w z = i|a| i jeden biegun drugiego rzedu
w z = i|b|. Residua tych biegunéow znajdujemy standardowo:

1
ves J@)mia = g — e
d 1
resf(2)|z:i|b| s (22 1 a2)(z + i|b])? .
B —2z B 2
(22 +. a?)2(z + i|b])? | (2% +a?)(z +i[b])? | iy
) 1

C2(a® =2 A(a® = BR)BP
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2 Imz

Rysunek 3: Kontur I' omijajacy biegun prosty w z = b.

Mamy zatem

—1 ] ]
22— ala] " 2(a> — 2P0 A(a® - 52)|b|3}

[ i(Jal — Jb]) i
2m{ﬂﬁ—wmwm Mﬁ—WWP}
{ 2ib]? ~ilal(|a] + o)) }
4(a® — 0?)(Jal + [bD]al[b]®  4(a® — 0?)(Ja| + [b])]al[b]?
xR a?— |ally (o] = la) (2Jb| + |a)

2 (a® = 0*)(|al + [bD)allb® 2 (a® = b*)(|a] +[b]) [al[b]* °

Zatem ostatecznie

/m da w2l +Ja)
T AT R)E  2{al + Rlal o

Zadanie
Obliczy¢ catke

N

w ktorej a i b sa liczbami rzeczywistymi.

Rozwigzanie: Calka ma osobliwo$¢ (w punkcie z = b funkcja podcaltkowa jest nieskori-
czona) i jest niezbiezna wedtug standardowych kryteriow zbieznosci. Mozna jej nadaé
sens. Obliczamy w tym celu catke z funkcji

1
(z—=0)(42%2 + a?)’

f(z) =

po konturze I' pokazanym na rysunku 3, tj. podobnym do wykorzystywanego juz poprzed-
nio konturu z wysunku 2, ale majacym male “wypuczenie” nad punktem z = . Wewnatrz
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konturu funkcja ma tylko jeden punkt osobliwy (biegun prosty) w punkcie z = i|a|/2, w
ktorym residuum jest rowne
i(b+ilal/2)
res f(2)|,zja 2 = Tal(@® + 452)
a zatem
2mh o

/Fdz 1) = - lal(a® + 402) (a2 +402)

Jak w poprzednich przyktadach latwo pokazaé¢, ze w granicy R — oo catka po duzym
potokregu znika. W granicy tej mamy wiec réownosé:

/b—a da N /°° da
oo (=0)(422 4+ a?) Sy (x —D)(42? + a?)
2mh s
- /%stzf@ T Jal(a2 +402) (a2 +402)°

Catke po malym polokregu nietrudno obliczyé: Poniewaz interesuje nas granica € — 0,
mozemy w otoczeniu punktu z = b rozwinaé¢ f(z) w szereg Wawrzusia, ktory ma postaé

f(z) = Zailb%—ao%—al(z—b)—l—...

poniewaz funkcja f(z) ma w punkcie z = b biegun prosty. Residuum f(z) w tym punkcie,

czyli wspotezynnik a_q, jest rowne

1
res f(2)],—, = )

Parametryzujac teraz polokrag z = b+ c e’ i calkujac szereg wyraz po wyrazie bez trudu
znajdujemy, ze w granicy € — 0 pozostaje tylko
-

/%stz f(z) = —mia_, = @)

co doktadnie skraca urojong cze$¢ catki po calym konturze I'. Zatem wyjéciowa catka
zdefiniowana przez wziecie symetrycznie granicy € — 0, czyli jako tzw. wartosé gtowna

catki, wynosi®
P/OO dx L 2mh
oo =) (422 +a?)  a|(a® +407)

Symbol P oznacza tu wlasnie wartos¢ gltowna (ang. Principal Value). Nietrudno zrozu-
miec, ze dookreslanie catki majacej w punkcie z osi rzeczywistej osobliwos¢ typu bieguna

SPytanie-test: czy otrzymaliby§émy ten sam wynik, gdyby$my rozpatrzyli kontur I' miajacy “wypu-
czenie” w doét | tzn. gdyby pélokrag o promieniu € obiegal punkt z = b od dotu?
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jest mozliwe wtedy, gdy w rozktadzie mianownika takiej calki na utamki proste znikaja
wspolczynniki wszystkich sktadnikow z parzystymi odwrotnymi potegami, tj. sktadnikow

1/(x — x0)n.

Warto zapamieta¢ udowodniong tu przy okazji ogblna regutke:

Regulka: Jesli funkcja f(z) ma w z = zy biegun prosty (tj. pierwszego rzedu) o residuum
a_1, to catka po opartym na kacie Ap fragmencie okregu o promieniu € i srodku w 2y daje,
w granicy ¢ — 0, wynik +ia_;|A¢p| (znak + przy obiegu zgodnym z kierunkiem ruchu
wskazowek zegara i — przy przeciwnym). Regulka ta nie stosuje sie jesli funkcja ma w 2
biegun wyzszego rzedu, lub punkt istotnie osobliwy, bo, jak tatwo zobaczy¢, granica e — 0
naogol wtedy nie istnieje. Wyjatkiem jest punkt osobliwy (istotna osobliwosé¢ lub biegun
skoriczonego rzedu), w ktorym znikaja wszystkie wspotczynniki a_sp,: catka po tuku
opartym na kacie Ay = 7 jest wtedy w granicy € — 0 dobrze okreslona i wynosi +7a_;.
Nietrudno zrozumie¢, ze ma to zwiazek z mozliwoscig dookreslania catek majacych na osi
rzeczywistej osobliwo$é typu 1/(z — 2)?**+! za pomoca brania ich wartosci gtowne;j.

Zadanie.
Obliczy¢ catke

/°° dx
oo (@ 2) (a2 + 1)
Rozwigzanie: Postepujemy tak jak w poprzednim przyktadzie: catkujemy funkcje
1
1G) = e
po konturze I' z rysunku 3.
d 1 —2 — 1413
R L= — - -7
S el o 1 R T R
1
R =—.
eSf(Z)|Z:_2 25
Stad,
o dx —2— 144 1 T
P =2 ——— — (i) — = —.
/_oo Cro@Tr 0 UM n T
Zadanie
Obliczy¢ calke
o cos T
dr ———.
/0 Ty a

Rozwigzanie: Poniewaz cosinus jest funkcja parzysta mozemy zamiast powyzszej catki

obliczaé
1/°°d cost +isinw 1/°°d e
2/ o 2 + a? 2 ) o 2?+a?’
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bo caltka z sinusa da zero (catka z funkcji nieparzystej w symetrycznych granicach). Aby
obliczy¢ te calke catkujemy funkcje

B 62‘2

224 a2’

f(2)

po zamknietym konturze I' pokazanym na rysunku 2. Na polokregu z = Re®™ i

g ) 62‘Rcos<p e—Rsingo
/ dz f(z) / dpiRe"”
1Kg 0

R? €% + g2

R 7rd e~ Rsing R 7Td e~ Rsing o R 7T/2d e~ Rsing
< _ < _— = _
- /0 ¢|R262Z@+a2|— /0 S0R2_a,2 /0 S0R2_a,2

/2 —2R/m)e - »
SQR/O dngz_az :Rz_az(l_e )

Wykorzystana tu zostata nier6wnosé sin ¢ > 2¢ /7 stuszna dla 0 < ¢ < %71’. Wida¢ zatem,
ze catka po tym fragmencie konturu I' dazy do zera w granicy R — 0. Zauwazmy tez,
ze w rozpatrywanym tu przypadku catka po pédlokregu domykajacym kontur w dolnej
polplaszezyznie nie znikalaby w tej granicy (bo sinp < 0 dla 7 < ¢ < 27). Dlatego
kontur trzeba bylo domkna¢ potokregiem w gornej potptaszczyznie. Ogolnie, tzw. Lemat
Jordana orzeka, ze w przypadku funkcji postaci

f(z) = R(z) e,

gdzie R(z) jest funkcja wymierna znikajaca dla z — oo conajmniej jak 1/z, jesli Rea >
0(< 0), w granicy R — oo znika catka po potokregu w gornej (dolnej) potptaszezyznie.

Poniewaz w granicy R — 0 caltka po tym poélokregu znika, otrzymujemy z twierdzenia
o residuach zwiazek

1 o] i
5/_ dx% = mires f(2)|,_ia

2
00 T

jako ze wewnatrz konturu I' z rysunku 2 funkcja f(z) ma tylko jeden punkt osobliwy w
z = i]a|. Residum funkcji f(z) w tym punkcie znajdujemy standardowo

resf(z>|z:i\a| = o501

Ostatecznie wiec
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Zadanie
Obliczy¢ calke

/C’Od CcoS T
A —
oo (224 a?)3

Rozwigzanie: Postepujemy tak, jak w poprzednim zadaniu, tj. catkujemy po konturze
z rysunku 2 funkcje

eiz
(224 a?)3"
Poniewaz zgodnie z lematem Jordana catka po potokregu znika w granicy R — oo, a
wewnatrz konturu funkcja ma tylko jeden punkt osobliwy w z = i|a|, otrzymujemy zwigzek

f(z) =

o] eix »
/_ dx m = 2mi res f(z)|z=i\a| .

[e.9]

Biegun w z = i|a| jest trzeciego rzedu, wiec
1 [ d? e** 11d ie' 3et?
res f(2) e = 5 | 53 =g == |5 g TN
2 [dz? (z+ila)?] 2 Ldz \(z+ila])®  (z+ila))* )] .4

el 6i 12 el g L3, 3
— 2 \ (@il @ia))* " 2ia))?) T 2 \8la]® " 8at " 8las )

& CcoS T T
d = 243 3) el
/_oo o (24 a?)?  8lal® (a +3lal + ) ¢

Zatem

Zadanie
Obliczy¢ calke

/ o d cosx

0 (22 + a?)(z2 + b2)

Otrzymac tez wynik dla |a| = |b|.

Rozwigzanie: Calkujac to co trzeba po konturze z rysunku 2 i znajdujac residua dwu
biegunéw prostych potozonych wewnatrz konturu otrzymujemy dla |a| # |b| wynik

/‘X’dx COS T T e~ lal B e~ 10l
oo (@24 a?)(22+02) b2 —a2 \ 2]a|  20b )

Wynik dla |a| = |b| najltatwiej otrzymaé zauwazajac, ze
s e~la e~lbl T d (el
iy (oar = 5o7) =~y ()
jal=el ([b] + [a])(16] — lal) \ 2|a]  2[b] 2|al d|a| \ 2a|

T 1
= (14— el
202 ( +\a|)€
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Zatem
& CcoS X T 1
dr ——~ = — ([1+ — Jelal,
/_oo @ T aR T 2 ( |a|) ‘

Zadanie
Obliczy¢ caltki

& T COS T & rsinx
/ dp — LT / dp —ESmT
_ 22 — 22 + 10 e T2 —=2x+4+10

o0

Rozwigzanie: Obie caltki mozna otrzymac catkujac funkcje

Zeiz B Zeiz
2-224+10 (z—2)(z—22)’

f(z) =

gdzie z; = 143i, 2o = 1—3i sa dwoma pierwiastkami rownania kwadratowego 22422410 =
0, po konturze z rysunku 2. Zgodnie z lematem Jordana catka po potokregu o promieniu
R znika w granicy R — oo i otrzymujemy

/°° T e (14 3d)e3T

dx m = 27 res f(Z)‘z:zl = 211 6i

o0

Rozkladajac prawa strone na cze$é rzeczywista i urojona znajdujemy, ze

o T CoST s i
/; dzm:@(cosl—?)sml),

[e.e]

o rsinx s )
/; dl'm:@(3C081+Slnl).

e}

Zadanie
Obliczy¢ calke

o x sinz
dr ———= -
0 (22 4+ a?)
Rozwigzanie: Funkcja podcalkowa jest parzysta, co pozwala rozciagna¢ catkowanie na
cala oS rzeczywista (potem bierzemy oczywiscie polowe tego, co wyjdzie). Biorac jako

kontur I' 0§ rzeczywista domknieta polokregiem o promieniu R — oo w gornej potplasz-
czyznie (patrz rys. 2) piszemy

2 e ®  rcosT+irsinw
dy —=2— = d d
Jte v = | */%KR 2 f(2)
& T sinz
_9i [ d 7+/ dz £(2),
JRCTe s 22 )
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(catka z cosinusem daje zero bo funkcja podcatkowa jest nieparzysta - ten sam wniosek
wyniknie takze z tego, ze dana przez residuum calka §dz f(z) bedzie czysto urojona). Z
drugiej strony catka po I' jest réwna

2mi res f(z)]

z=i|a| °
W punkcie z = i|a| jest biegun drugiego rzedu, wiec

d ze*”

res f(2)],_yq = dz (2 +ila])?

z=ial
€_|a‘ |a| 6_‘[1' 2Z|a| 6_‘[1' o €_|a‘
(2ilal)*  (2ilal)*  (2ilal)*  4la]

Zatem

o T sinw e~ lal
21'/ dxi—l—/ dz f(z) = 2mi —.
o (@@+a?)? Jig, 4fal

Trzeba pokazaé jeszcze, ze w granicy R — oo druga calka znika: mamy tam z = Re':

/ 1) =

- R2/<7rdg0 6—Rsin<p - R2/7Td(p e—Rsingp
- 0 ‘R2e2i<p + a2‘2 - 0 (R2 _ CL2)2 ’

(w ostatnim kroku uzyta zostala nierownosé |z +w| > ||z| — |w||). Mozna teraz wykorzy-
sta¢ stuszng dla 0 < ¢ < %7? nierownosé sin ¢ > 2¢/m i napisac

™ —Rsinp 2R2 5 2 R2 T
2 € —2Rp/m _ -R
R/Odw(Rz_az)zg(R2_a2)2/o dpe #/ _(Rz_az)zﬁ(l_e )

T ., Re®exp(iRcosp — Rsinp)
ip
/0 dpiRe (R%e%% + a?)?

Dla R — oo calka jest wiec ttumiona przez czynnik 1/R? i znika.® Ostatecznie wiec

/‘X’d T sinz e lal
T = )
0 (x2 + a?)? 4|al

6Podkreslmy jeszcze raz, ze w tym przypadku nie mozna konturu biegnacego po osi rzeczywistej do-
mknaé potokregiem w dolnej péiptaszczyznie: jak tatwo sprawdzié, z powodu wystapienia eksponencjalnie
rosngcego czynnika e 5% catka po tym potokregu nie znika, gdy R — oo. Ogolniej (lemat Jordana!)
kontury catek, w ktorych wystepuje czynnik e1%l* (e=#%?) trzeba domyka¢ potokregiem w gornej (dolnej)
polplaszcezyznie, gdyz tam cze$é urojona zmiennej z jest dodatnia (ujemna), co w potaczeniu z czynnikiem
+ila| (—ila|) daje ttumienie catki dla R — oo.
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Zadanie
Obliczy¢ calke

o sin(ax
/ g Snlar)
0 z (22 4 b?)
Rozwigzanie: Poniewaz funkcja podcatkowa jest parzysta, rozciggamy catke na cala 0§
rzeczywista i bierzemy potowe tego, co wyjdzie. Zal6zmy ponadto, ze a > 0 (wynik dla
a < 0 jest po prostu minus wynikiem dla a > 0). Mianownik funkcji podcatkowej zeruje

sie w punkcie z = 0; jest to jednak osobliwos¢ pozorna, gdyz punkt ten jest zarazem zerem
licznika. Kiedy jednak przechodzimy do catkowania po zamknietym konturze funkcji

1az

e

f(Z):m

(obliczana caltka bedzie dana przez cze$¢ urojona calki z powyzszej funkeji po osi rzeczy-
wistej), punkt z = 0 staje si¢ punktem osobliwym i trzeba go przy catkowaniu wyizolow¢.
Dlatego tez w tym przypadku catkujemy funkcje f(z) nie po konturze z rysunku 2, a po
konturze pokazanym na rysunku 4 i bierzemy granice ¢ — 0. Z punktu widzenia catki po
osi rzeczywistej z czesci rzeczywistej f(z) procedura taka odpowiada dookresleniu catki
niewltasciwej z cosinusem w sensie wartosci gtownej (tj. symetrycznemu zbieganiu z lewej
i prawej strony z x do zera).
Mamy zatem

%dz f(2) = /_ :dx fla) + / e fo) + / dz f(2) + / 1) = 2mines f( gy

Kr

(Minus przy K. przypomina, ze catka po tym potokregu jest brana w kierunku zgodnym
z ruchem wskazowek zegara, czyli w kierunku przeciwnym do standardowego). Residuum
funkcji f(z) w jej biegunie prostym obliczamy standardowo:

e_a"b' e_a‘b‘

res f(2)|,—ip = ijpl(2ip]) 202

Zgodnie z lematem Jordana, catka po poétokregu o promieniu R znika w granicy R — oo
(bo zatozylismy, ze a > 0). Z kolei w granicy ¢ — 0 catka po matym potokregu, na ktorym
z = €€, nie znika i daje (jest to zastosowanie regutki sformutowanej pod zadaniem, w
ktorym obliczaliSmy wartos¢ gtowna calki)

0 ) eia € et T
. _ i _ T
ll_)I% ledZ f(2) /7r dpice c (2T ) i35
2 €
Laczac wyniki znajdujemy, ze w podwdjnej granicy R — oo, € — 0
o) ax —|ab|
e T e
dr ———— = i1— — 2mi .
/_OO r(x?2+0%) b2 o



2 Imz

Rysunek 4: Kontur omijajacy biegun prosty w z = 0, zwany takze “konturem ODS”, a po
staropolsku ORZS (po dorysowaniu paru elementow kontur zaczyna przypominaé¢ pewna
olbrzymia czes¢ stonia...). Chwytliwa te nazwe zawdzieczamy prof. J. Wojtkiewiczowi.

Stad, przyrownujac do siebie cze$ci urojone i rzeczywiste obu stron powyzszej rownosci,
znajdujemy, ze

e sin(ax) 1 [* sin(azx) T lab
dp DOT) 2 [ gy PNAT) Ty el
/0 xx(xz—l—b?) 2/ xx(x2+b2) 262( ),

—00

p/ dIMZQ,

z (22 4+ 0?)

[e.9]

P oznacza tu calke w sensie wartosci gtdwnej (na anglijskom jiazykie principal value -
stad P) tj. otrzymywana, gdy granice dwu calek zbiegaja z dwu stron symetrycznie do
punktu osobliwego funkcji podcatkowe;j.

Zadanie.
Obliczy¢ catke

o )
sin x
dx .
0 x

Rozwigzanie: Calka ta jest warunkowo zbiezna. Jej warto$¢ mozna znalez¢ takze meto-
dami konwencjonalnymi, ale wymaga to wiekszego naktadu pracy i sporej dozy sprytu.”
Korzystajac twierdzenia o residuach mozna to zrobi¢ nastepujaco. Obliczamy catke

. eiz
—i Qdz—
T z

po konturze I' pokazanym na rysunku 4. Mamy wtedy

—e R . o iz iz
_zj{dzf@z(/ +/)dxw_i/ % —if %<0,
r -R e x ik * ik %

gdyz wewnatrz konturu funkcja jest holomorficzna.

"Patrz np. F. Leja Rachunek rézniczkowy i catkowy, PWN, Warszawa 1973 (wyd. XII) s. 299.
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Sprawdzamy najpierw, ze catka po okregu o promieniu R

/ dz j — /ﬂdQO iRe' zR(cos p+ising)
1gp 2 Reiy

znika w granicy R — oo. W rzeczy same;j:

ei? T ) /2 .
/ dz — S / dQO e—Rsmgp — 2/ dQO e—Rsmgp
ik * 0 0

w/2 T
< 2/ dy e 2Re/m — (1 - e_R) — 0.
0 R

Wykorzystalismy tu tak jak poprzednio nieréwnosé sin ¢ > 2 /7 stuszng dla 0 < ¢ < 1
Nastepnie obliczamy catke po matym poétokregu, na ktorym z = € e'#:

eiz 0 ) ) 0
lim dz—:lirr(l)i/ d(pe_““we“mw%i/ dpl=—
E—r - -

e—0 %K; z

W granicy R — oo, ¢ — 0 mamy zatem réwnosé

. sm T —1CoST
lim =1T.
e—0

Poniewaz cos z jest funkcja parzysta, catka z cosinusem daje zero (jest to catka z funkcji
nieparzystej w symetrycznych granicach), co zgadza sie z tym, ze prawa strona jest liczba
czysto rzeczywista (po lewej calka z cosinusem jest czysto urojona). Calka z sinusem daje
za$ podwojong szukang catke. Zatem

sinx
d —.
/0 v x 2

Zadanie
Obliczy¢ catke

sin? z
dx .
oo x?

Rozwigzanie: Calka nie ma zadnej osobliwosci na osi rzeczywistej (i jest, w odroznieniu
od poprzedniej zbiezna bezwzglednie), ale zeby ja obliczy¢ wykorzystujac twierdzenie o
residuach trzeba przejs¢ przez calki z osobliwosciami. Piszemy

[l =g et
i )E - )
yim{Z- (o))
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Aby znalez¢ druga catke rozpatrujemy nastepujaca catke po konturze ODS z rysunku 4:

2iz —€ o) 2ix 2iz 2iz
(& € (& €
dz = + dz + dz =0.
22 $2 1 22 1 2’2
r —00 15 §KR §K5

Oczywiscie interesuje nas tylko czeS¢ rzeczywista powyzszej caltki. Poniewaz w granicy
R — oo calka po polokregu o promieniu R znika, otrzymujemy stad, ze

—€ o) 2ix e2iz
—00 € T %Kg <
(calka po polokregu o promieniu € ma teraz obieg we wlasciwym kierunku). Gdy ¢ — 0,
catke te mozna obliczy¢ rozwijajac funkcje podcatkowa w szereg Wawrzusia wokot z = 0:

2iz 1 2
/ dze2:/ dz(—2+l—2+...>
%KE V4 %Ke z V4

4 . 1 2i i [T :
= | dpice? | —— — — 24 ... ) =— [ dpe ¥ =2 (@)
/0 pice (52 i T o + ) 5/0 pe 7+ Ofe)

! —27r+(’)(6):§—27r+(9(6).

= —— e_igo
£

0

Wynik jest, jak nalezalo oczekiwaé, liczba rzeczywista (calka z (sin2x)/x? w symetrycz-
nych granicach powinna by¢ rowna zeru), jest on wiec wartoscia potrzebnej nam caltki
z (cos2z)/z%.  ykorzystujemy ten wynik widzimy, ze wyrazy osobliwe (tj. oc 1/e) sig
skracaja i otrzymujemy ostatecznie

* gin’x
dx =,
— o0 2

co potwierdza program Mathematica. Zauwazmy, ze jest to tyle samo, co catka od —oo
do +o0 z funkeji (sinx)/xz (w poprzednim zadaniu catka z tej funkcji byta obliczona w
granicach od 0 do oo, co da lo w/2). Nie powinno to dziwi¢: wprawdzie funkcja (sinx)/x
maleje wolniej ze wzrostem |z| niz (sin? z)/22, ale za to jest raz dodatnia, a raz ujemna,
wiec przyczynki od roéznych z-6w czeSciowo sie kasuja i dlatego wychodzi tyle samo, co
catka z szybciej malejacej, ale za to zawsze dodatniej funkcji (sin® z)/22.

Zadanie
Obliczy¢ calke

3

Rozwigzanie: Korzystamy z tozsamosci sin® x = i(B sin x — sin 3x) i obliczamy catke

i ([ + )5 e
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Przy symetrycznym catkowaniu cosinusy powstajace z ¢ oraz e3* dadza zera, a i razy
sinusy dadza to co trzeba (dlatego dzielimy wynik calki przez 7). Poniewaz funkcja f(z) =
(3¢ — €%#) /2 jest holomorficzna w obszarze ograniczonym konturem ODS z rysunku 4,
catka z f(z) po tym konturze daje zero, co oznacza, ze

d , dz
lim (/ / ) (3¢ — €**) = lim - — (3¢ — %) = lim (24322 +...).

e—0 e—0 K. z e—0 K. z3

Jak zwykle parametryzujemy pottuczek o promieniu ¢ piszac: z = €' i znajdujemy, ze

dz ) T ady
lim o (2+3224...) = lim =y~

(2+3e%* +...) = 3im.

Tu akurat catka z 1/22 dala zero, bo kat na ktérym byt oparty tuk o promieniu € byt do-
ktadnie rowny 7 (jest to wlasnie jeden ze szczegdlnych przypadkow wspomnianych przy
regutce podanej na stronie 15; tu musiato to tak wyj$¢, bo obliczana catka z funkcji
(sin® ) /23 jest dobrze okreslona, a nawet bezwzglednie zbiezna). Zatem,

sinz 3
d =_T.
/_OOI @4

Zadanie
Obliczy¢ “frendzelki”, tj. calki Fresnela

Fs = / dz sin(2?), Fc = / dx cos(x?).
0 0

Rozwigzanie: Calki te sa zbiezne warunkowo: dzieki coraz szybszym, gdy =z — oo,
oscylacjom funkcji podcatkowych od —1 do +1, przyczynki wnoszone do calek przez duze
-y usredniaja sie do zera. Aby je obliczy¢ calkujemy funkcje f(z) = e~ po konturze I'p
pokazanym na rysunku 5. Poniewaz wewnatrz konturu funkcja f(z) jest holomorficzna,

éFdZ f(z) = /ORdx e 4 /éKRdZ f(z)+ /skosdz f(z)=0.

W granicy R — oo catka po é okregu o promieniu R, na ktorym z = Re'¥, znika:

mamy

dz f(2)

w/4 ‘ ) o w/4 )
/ d(P iR e €_R cos 2¢ e—zR sin 2¢ S R/ dQO €_R Cos2<p’
0 0

1
sKr

i korzystajac z nierownosci cos2¢ > 1 — 4p /7 (stusznej dla 0 < ¢ < 7/4) mamy

/; e

w/4
< Re‘Rz/ d(pemz“oﬁr - (1 — e‘R2> —0.
0
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Rysunek 5: Kontur catkowania I'r (tzw. “topserek”).

Dalej,®

R 2 % > 1 [
lim dre ™ :/ dre ™ :—/ dre”

o0

. . . i i
i uwzgledniajac, ze w calce po skosie, z = rei™, dz = drei”™ oraz z

0

1 i .
§ﬁ+e4”/ dre” ™ =0,

o0

Stad,

1+i/°° 9 _1+i/°° . 9
dr cos(r®) — i dr sin(r
V2 Jo ) V2 Jo e

2

, mamy

i przyrownujac do siebie czesci rzeczywiste i urojone po lewej i prawej stronie otrzymujemy

dwa réwnania

1/°° , 1/°° o 1
— dr cos(r?) + — dr sin(r®) = = /7,
V3 Jy Tt g drsint) =5
1/00 ) 1/00 ' )

— dr cos(r®) — — dr sin(r®) =0,
V3 Jy T g At

ktorych rozwigzanie daje

™
FS:FC: g

8Poniewaz bywaja i tacy, co nie wiedza:

0 2 o) o) o)
(/ dx ezz) :/ dx efmz/ dy eV = // dxdy e~ @Y = 27r/ drre™ =1.
oo oo oo R2 0
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Rysunek 6: Prostokatny kontur catkowania w ptaszczyznie zmiennej zespolonej z.

Zadanie
Podaé¢ warunki zbieznosci calki

i obliczy¢ ja metoda residudw.
Rozwigzanie: Dla x — +o0o funkcja podcatkowa zachowuje sie jak e ,adlax —
—00, jak e*”. Wynika stad, ze calka jest zbiezna (bezwzglednie), jesli 0 < a < 1.

Aby znalezé¢ caltke dla takich wartosci a, obliczamy caltke po konturze I' pokazanym
na rysunku 6 z funkcji f(z) = e**/(1 4 e*). Funkcja ta ma bieguny proste w punktach,

(a—1)z

w ktorych e = —1, tj. w z, = i(m + 2nw), n € Z. Wewnatrz konturu znajduje sie
jednak tylko punkt zy = iw. Kontur sktada sie z czterech odcinkéw prostych, na ktorych
odpowiednio: z =z, z = R+ 1y, 2 = x + 2mi i wreszcie 2 = —R + ty. Mamy zatem

p R p e 27Td eaR eiay
= i P
ﬁzf(z) /_Rxl—l—ex Z/O Y1 el

-R 2armi ,ax 0 —aR _iay
e e e e
dv ————+i | dy———— =2mi
+/R s +Z/2 e i res f(2)|

z=im *
s

Kontur zostal tak sprytnie dobrany, ze w mianownik w trzeciej calce jest taki sam jak w
pierwszej i po wylaczeniu przed nig stalego czynnika €*™ jest ona réwna (z minusem, ze
wzgledu na przeciwna orientacje) pierwszej calce.

Jak zwykle musimy pokazac¢, ze w granicy R — oo caltki po bokach prostokata znikaja.
Szacujemy. Prawy boczek (kroki standardowe):

2m aR iay 2m aR 2m aR
e’te e e
dy ———| < dy ————— < dy ———— 0,
/0 Y11 ke _/0 y\l—l—eReZy\_/o YerR 1
jako ze zalozyliSmy, ze a < 1. Lewy podobnie:

0 —aR _iay 2w —aR
e e e
dy ————| < dy — — 0
/27? ITreren _/0 i

1—e R ’
bo z kolei 0 < a. Czyli w granicy R — oo mamy:

(1 . €2a7ri) / dx 13_ = 271 res f(Z)lz:iﬂ' :
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Obliczamy residuum (H nad znakiem rownosci oznacza zastosowanie reguty Szpitalnika):

) z —m)e??
resf(z)‘z:iw = hm ( 1 + )z
2T (&
. Z—aT | ,
— 6m7r hm . - :H: 6m7r — — _ezcm
z—ir | + e e p—in

Ostatecznie wiec”

/ o0 e —2mi elom —2mi T

T = e = T = — )
14 ez 1 — e2ami e~iam — eami gin(am)

d

o0

Zadanie
Metoda residuéw obliczy¢ catke “kolokwialke” tzn. typowa wydumana (z powodu tego
7?) calke, ktora nadaje sie na kolokwia

/°° dx
(@472 cha

Rozwigzanie: Calke te mozna obliczy¢ catkujac funkcje

f(2) = ——

(z—im)chz’

po konturze z rysunku 6. Mamy bowiem

! dz " dx
%dzf(z) :/_Rm—i_/}z (z + 2w —im) ch (z + 27i)
d — 92N 1
+/boki Zf(Z) 27”; esf(z)|;;:zi ’

gdzie z; sa punktami osobliwymi funkcji f(z) znajdujacymi sie wewnatrz konturu catko-
wania. W granicy R — oo catki po bokach konturu z rysunku 6 znikaja. Np. calke po
prawym boku, na ktorym z = R + iy, szacujemy nastepujaco:

/27r Zdy - /27r Qdy
o (R+iy—im)ch(R+1w)| ~ Jo |R+i(y—m)||efte + e Re¥]|

</2ﬂ 2dy —0
~Jo |R+i(y —7)|(ef —eF) '

Poniewaz jednak ch (z + 27i) = chz, po odwréceniu granic drugiej catki otrzymujemy w
granicy R — oo zwiazek

[ dx .
o /wm = 2mi Z res f(2)]._., ,

9Czy ten sam wynik dostaniemy biorac gorny bok konturu na rysunku 6 na wysokosci 4mi? A na
wysokosci 2mi k z k € Z4 lub k € Z_7 (Cwiczenie w sumowaniu szeregu geometrycznego...)
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Funkcja f(z) ma biegun prosty w z = im,

1 1

o — =-1
res f(2)] ., ch(ir) cosw ’

oraz bieguny proste w z, = zw(% + nm), n € Z, z czego tylko te odpowiadajace n = 0 i
n = 1 znajduja sie wewnatrz konturu catkowania.

P 1 2
res f(2)]._.. = lim . == o
- 31
z—i% 1 2
o = lim —— 2=l e = =
res f(Z)|z=z37 Z_lff% (z —im)chz i3 sh (l%) s

Laczac wszystko znajdujemy, ze

/‘”d—ff_é_l
@2+ 7m)che 7 '

(A Mathematica na tej calce pada...).

Zadanie
Metoda residuéw obliczy¢ catke

o0 xn
dr ———
/0 1+ 20’

w ktorej n € N (caltka jest zbiezna dlan > 2, bo dla z — oo funkcja podcatkowa zachowuje
sie jak ~ 1/2™). Ograniczamy sie tu do naturalnych n, aby unikna¢ problemu definiowania
2™ dla niecatkowitych n, ktorym to problemem zajmiemy sie dalej; oczywiscie powyzsza
calka z funkcji reczywiste] jest zbiezna dla dowolnych rzeczywistych n > 1.

Rozwigzanie: Potrzebna tu sztuczka jest podobna do tej z poprzedniego zadania z
tym, ze kontur trzeba teraz wybraé tak, by jednym jego fragmentem byta dodatnia potos
rzeczywista i by na drugim fragmencie czynnik 2*® w mianowniku byl tez réowny z*".
Takie wymagania spelnia pokazany na rysunku 7 kontur typu “klin”. Po tym konturze
catkujemy funkcje f(z) = 2"/(1 + 22"). Ma ona bieguny proste w miejscach zerowych
mianownika, tj. w punktach bedacych pierwiastkami 2n-tego stopnia z —1:

Zk:(_l)l/zn:eXp<%(ﬂ'+2k’ﬂ')>, k=0,1,....2n—1.

Jak nietrudno zauwazy¢, wewnatrz konturu pokazanego na rysunku 7 znajduje sie tylko
pierwiastek z.
Mamy zatem:

w/n
ﬁdzf(z):ARdzf(I)+A dpiR e f(R )

+ [aremin D o ves 102
re — 4Tl res z
R 14 r2n

z=zp °
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Rysunek 7: Kontur catkowania typu “klin” (lub “chudy topserek”).

W ostatniej calce po gornej “krawedzi klina” podstawilismy z = re"™/™ i wykorzystalismy
to, ze wtedy 22" = r?n,

Nastepne kroki polegaja na standardowym sprawdzeniu, ze (jesli n > 1)

7/n ) ) ) w/n n+1
/0 d(szeSDf(Re‘O) SA d@m—)O,

gdy R — oo oraz na zauwazeniu, ze

0 n im 0 n R n
/ L —ei”/"/ dr —— = e”/"/ dr — ,
R 1 + T2n R 1 + T2n 0 1 + x2n

co w granicy R — oo pozwala napisac

n

. o0 T
1+ ™ d = 273 .
( +e ) /0 T =D T Tes f(z)|zzzO

Residuum nietrudno obliczy¢ (biegun prosty):

. (z=20)2" ... z—2 g i ~1 i im
s S = I T T T T T T | T
z=20
Tak wiec
oo n _ s oim/2n 1
T ie T
dt —— =271 ——— = — —
/0 T+am 2n(1 4 /™) 2n cos(mw/2n)
Zadanie

Podaé¢ warunki zbieznosci calki

_ [ xCh(pZE) cos(mx
1= ) e )

i obliczy¢ ja metoda wykorzystujaca residua.
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Rysunek 8: Prostokatny kontur catkowania w ptaszczyznie zmiennej zespolonej z.

Rozwiazanie: Calka jest zbiezna, jesli ¢ > p. Aby ja obliczy¢ rozpatrujemy catke

fooso= fu

po zamknietym konturze I' pokazanym na rysunku 8.

W granicy R — oo czesé rzeczywista calki po osi rzeczywistej z funkcji f(z) da po-
dwojong szukana calke:

/ood 6px+im:c /0 y 6px+im:c /ood 6px+im:c
x = rT——— + x
o Ch(gz)  J_o chlgz) o ch(gz)
) e—px—imx [oe} ep:c—f—imx
= dr —— + / de ———
/0 ch(gz) 0 ch(gz)
& h & h
= 2/ dz (p2) cos(mzx) —1—21'/ dz > (p) sin(mz) .
o  ch(qr) o  ch(qr)

Wewnatrz konturu pokazanego na rysunku 8 funkcja f(z) ma tylko jeden biegun prosty
w z =im/2q. Jej residuum w tym punkcie wynosi

ir = (p-i-im)é—Tr li Lﬂ'/&]
res f(Z)|z=ﬂ € qzl% ch(qz)

i) i
) AT 1 ePHim) 5
H_ oPHm)5 Jim

=iz qsh(im/2) qi

(H nad znakiem réwnosci oznacza zastosowanie reguty Szpitalnika).
Catka po géornym boku konturu z rysunku 8, na ktorym z = x + om, jest rowna

—00 e(p—i—im)(w—i—iw/q) Cin 0 e(p+im)gc
[
o ch(gx + im) o  ch(qx)

gdyz ch(gx +im) = —ch(qz). Jesli wiec tylko znikaja calki po pionowych bokach konturu
z rysunku 8, otrzymujemy z twierdzenia o residuach zwiazek:

/00 elptim)z o 6(p+im)% 1
i i
oo Ch(qx) T

s
4 14T 4 cog [(p + im)g_ﬂgl]
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K cos <’;—”) ch (T;”—;T) + 7sin <2—”) sh (2—;)
4 cos? <% ch? (m—;> + sin? <2—Z) sh? <m—;r) '
Zatem
o0 h cos —“) ch (m
/ dz (pz) cos(mz) = E 2 “
0 ch(qz) 2q g2 (g”) ch? (M) + sin? <’;—”) sh? <%>
q q q

[tz (5} ()
0

———= sin(mz) = — .
29 cos? <’2’—Z) ch? ("2"”—;) + sin? (g—g) sh? <"2“—;T>

ch(qz)
Pozostaje tylko pokazaé, ze znikaja catki po bokach prostokata z rysunku 8. Na tych
bokach z = R +iy i

/b L f:)

Wida¢ wiec, ze np. dla prawego boku, tj. dla z = R + iy, gdy R — o0,

n/q ePR o—my
/ dz f(z) §2/ dy —— — 0,
prawy bok 0 et —

e~k
jesli, co tez i bylo warunkiem zbieznoSci wyjsciowej catki, ¢ > p.

w/q e:l:pR e~y
<2 d : — .
- 0 Yy ‘eiqR ey 4 eTeR e—zqy|

Przypomnienie
Funkcja In(z) nie moze by¢ okreslona na calej plaszczyznie zespolonej zmiennej z. Dla
wszystkich k € Z wyrazenie

r ez(go+27rk)

reprezentuje jedna i te sama liczbe zespolong z, ale wartos¢ logarytmu z,
In(z) = In (r "™ = Inr + i + 2k,

zalezy od wyboru k& € Z. Przy obchodzeniu punktu z = 0, gdy faza argumentu funk-
cji In z przyrastataby o 27, wartos¢ funkcji logarytm zmieniataby sie o 27 za kazdym
obiegnieciem. Z tego powodu punkt z = 0 jest zwany punktem rozgatezienia funkcji In z.

Najbardziej eleganckim sposobem zdefiniowania logarytmu jako funkcji jednoznacznej
(to jest pleonazm: funkcja jest z definicji jednoznaczna) jest okreslenie go nie na zwyktlej
plaszczyznie zespolonej, lecz na powierzchni Riemanna reprezentowanej przez nawijajace
sie wokot punktu z = 0 powierzchnie (przypominajace kluczowy element - by¢ moze
dzi$ juz przedpotopowych - maszynek do miesa). Z praktycznego punktu widzenia (tj.
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do obliczania calek z funkcji rzeczywistych metoda residuéw) wystarczy jednak okresli¢
logarytm na plaszczyznie zespolonej z rozcieciem biegnacym od punktu rozgatezienia z =
0 do nieskoniczonosci, co umozliwia jednoznaczne przypisanie fazy kazdej (nielezacej na
rozcieciu) liczbie zespolonej, jako ze na rozcietej ptaszezyznie do tego samego z nie mozna
powrdcié po drodze owijajacej sie (raz lub wiecej razy) wokot punktu z = 0.

Najwygodniej jest przyjac¢ rozciecie biegnace od punktu z = 0 do nieskoriczonosci
wzdtuz dodatniej potosi rzeczywistej i zdefiniowad faze z tak, by logarytm dodatniej liczby
rzeczywistej byl taki sam jak logarytm okreslony na R,. Przyjmujemy zatem, ze liczba
z = x 41, gdzie x > 0, a 6 — 07 (ktora bedziemy oznacza¢ x + i0), ma faze ¢ = 0 (i
wobec tego In(z 4 i0) = Inx), a liczba z = x — 40 (tj. z = = —i0) ma faze 27 (i stad
In(x —i0) = 2r+1nx). Zauwazmy tez, ze logarytm z rzeczywistej liczby ujemnej x = —|z|
jest przy takiej definicji logarytmu dobrze okreslong liczba zespolong In |z| + .

Zadanie
Obliczy¢ catke

é dz f(z) = 7{ dz Z2liza2

po konturze “dziurka od klucza” pokazanym na rysunku 9.
Rozwigzanie: Wewnatrz konturu funkcja podcatkowa ma dwa bieguny proste w punk-
tach zy = %i|a|. Zatem

ﬁdﬁ@) _ /Edzf(z) + /jdmf(x 4 i0)

+ /KRdz f(z) + /I:dat f(z —1i0) = 2mi <res J(2)] o) + TS f(z)|zz_i|a‘) :

Nietrudno pokaza¢, ze catka po malym okregu, na ktorym z = ¢ ¢e%, znika w granicy
e — 0. Rzeczywiscie:

27—4§ i
In (e €'%)
/ﬁzf(z) 3/5 idl e
2 2m
elne ©
< do | ———— d ————| — 0
_/0 a2 ¥ e2 ez +/0 P15 a2 ez etiv ’

gdyz w granicy tej mianownik w obu wyrazach dazy do stalej rownej a?, a same calki sg
skonczone i proporcjonalne do znikajacych czynnikow € Ine oraz e.
Rowniez calka po duzym okregu, na ktorym z = Re' znika w granicy R — oo:

2 R +i In R
/dzf(z) g/ dng‘ i e g/ dp R BTl
Kgr 0 0

R2e?% + g2 R? — @2
W podwojnej granicy € — 0, R — oo mamy zatem roéwnoscé

0o 0
d 0 d —10) = 271 , )
[ e s i)+ [ do g = i0) = 2mi (res g+ res 1))
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Rysunek 9: Kontur I' zwany “dziurka od klucza”. Falista linia biegnaca wzdtuz dodatniej
potosi rzeczywistej oznacza rozciecie, tj. zbior liczb nie nalezacych do dziedziny funkcji
In z. Promien € matego okregu obiegajacego z = 0 dazy do zera; promien R duzego okregu
dazy do nieskonczonosci.

Residua tatwo znalezé:

In (|ale™™/?)
2ilal

In (|a|e3”/2)

—2i]al

res f(2)|z:i|a\ -

res f(z)|z:_i|a\ =

Y

tak iz suma residuow wynosi —m/2|a|. Poniewaz

, In (z e*™) Inz ,
Jlw—i0) = 2+a?  12+a +2mx2+a2’

wyrazy z logarytmami redukuja sie (po “wyprostowaniu” granic drugiej calki) i uzysku-
jemy rOwnosc

—27rz'/0 ;ﬁdf_fa? = 2mi <res f(2)] o) + TS f(z)|zz_i|a‘) = 2mi (—ﬁ) :
ktora jakkolwiek prawdziwa, sama w sobie jest mato interesujaca - ten sam wynik, tj. catke
z f(x) = 1/(2? + a*®) mozna znalez¢ proSciej. Przyklad ten pokazuje jednak, jak nalezy
sie obchodzi¢ z logarytmami. Latwo takze na tym przykladzie sprawdzi¢, ze uzyskiwane
wyniki nie zaleza od wyboru gatezi logarytmu, tj. otrzymalibySmy ten sam kocowy zwia-
zek, nawet gdyby zdefiniowa¢ logarytm tak, ze na gérnym brzegu rozciecia mielibySmy
Inz = In (2 €*™*"), a na dolnym wobec tego In z = In (z e>**k+1)7),
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Co wiecej poniesiong tu porazke mozna przeku¢ w sukces, tj. w narzedzie do oblicza-
nia calek w granicach od 0 do oo z funkeji wymiernych R(x), ktore nie sa parzyste, tj.
R(—z) # R(z) (i moga mie¢ osobliwo$ci na ujemnej osi rzeczywistej), ktorych to calek
nie mozna oblicza¢ przez rozciagiecie catkowania na cata o$ rzeczywista i skorzystanie z
konturu z rysunku 2. Ilustruje to nastepujace Zadanie.

Zadanie
Obliczy¢ calke

[:/0 dx(x2+1)(x+1)’

wykorzystujac kontur typu “dziurka od klucza” z rysunku 9.
Rozwigzanie: Nauczeni doswiadczeniem rozpatrujemy caltke

zlnz
% dz — ,
r (2Z2+1)(z+1)
po konturze z rysunku 9. Po standardowym pokazaniu, ze catki po okregach o promieniach
€1 R znikaja w granicach ¢ — 01 R — 00, otrzymujemy rownos¢

[ e /:‘“ o (1:§<x+) IR S [(zz ey i 1>} L

Zi::ti,—l

czyli, po zredukowaniu sie catek z logarymami, tak jak w poprzednim przyktadzie,

- /ooodx (a? fll;(z DU {(22 +211§l(z + 1)]22% |

zi=i,—1

Residua obliczamy tak jak poprzednio:

[ zlnz ] 71ln (6z‘g
res =
(2+1)(z+1)],_

[ zlnz ] —iln <€ZT) 1+ . 3m
res = : -
(22+1)(z+1)],_,;

res [ zlnz } = —} In (e”) = —iw
(2+DE+1)] 2

Otrzymujemy zatem

j — (—2¢+¢1_Z+3¢1+Z):3

4 2 2 4

Wynik ten mozna oczywiscie sprawdzi¢ standardowa metoda:

® dx 1 A 1 z—1
I = — =i d - .
/0 1+ 22 2A1—r>rolo/0 x<1+x 1+x2)
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Konieczne jest tu wprowadzenie “reularyzacji” A, gdyz rozktadajac na utamki proste funk-
cje, z ktorej calka byla zbiezna, otrzymaliSmy réznice dwu z osobna niezbieznych catek.
Stad

s ) A 1 A2 T s
I:§— lim (ln(1+x)\0—§ln(1+x2)}o +—)217

1
2 A—o0 2
tak jak wyzej.

Zadanie
Obliczy¢ catke

o 1
/ dx 211:52’
0 ¢t +a

wykorzystujac kontur typu “dziurka od klucza” z rysunku 9.

Rozwiazanie: Poprzedni przyklad pokazuje, ze calkowanie funkcji (2% + a?)~'Inz po
konturze “dziurka od klucza” nie daje poszukiwanej calki (jak zobaczymy dalej, catke te
mozna jednak otrzymaé catkujac funkcje (22 +a*)~!In z po konturze ODS pokazanym na
rysunku 4). Sprobujmy wiec scatkowaé po “dziurce od klucza” funkcje

~ (Inz)?
224027

f(2)

W granicy ¢ — 0, R — oo (znikanie w tej granicy calek po okregach matym i duzym
wykazuje sie tak samo, jak poprzednio) otrzymujemy:

*  (Inz)? O (271 +Inx)? ,
/0 dx ;1 +/ dp T oy <reS F)mpite + resf(z)‘z:—i\tﬂ) :

22 + a? o 22+ a?

Obliczamy residua:
In? (Jale’?)
2ila|

In? (|a|ei37ﬁ>

—2i|al

res f(z)‘z:—i-i\tﬂ -

res f(Z) |z=+i|a\ =

Ich suma wynosi
2

1 T 972
=—<In? mlnja) — — — ( In? 3irln |a| — —
Zresf(z) 2i7a] { n” |a| + imIn |a] 1 (n la] + 3imIn |al 1
1
= — (—irInla| + 77).
ilal
Rozpisujac kwadrat logarytmu w drugiej calce i obracajac w niej granice catkowania
znajdujemy, ze catki z In? z ulegaja redukeji i otrzymujemy rownosé:

> Inx * dx 2 _4rlnla
—47rz'/ dx — 2+47r2/ 27:27%%,
0 z? +a o 22+ a? ilal
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z ktorej, przyrownujac do siebie czesci rzeczywiste i urojone obu stron, otrzymujemy dwie
calki (druga z nich juz oczywiscie znamy):

/‘X’d Inx T o /°° dx s
0 22 +a?  2lal ’ o x2+a® 2l

Zadanie
Obliczy¢

& |
/ dxiznz ,
0 T +CL2

wykorzystujac kontur ODS z rysunku 4.

Rozwiazanie: Calkujemy po konturze ODS funkcje (224 a?)~!In 2z wybierajac ciecie tak
jak poprzednio, tj. od z = 0 do nieskonczonosci wzdtuz osi rzeczywistej. Standardowo
pokazujemy, ze catki po malym potokregu o promieniu € oraz po duzym poédtokregu o
promieniu R znikaja w granicy ¢ — 0, R — oo. W tej granicy mamy zatem

0 T o0
7{ dz f(z) = / d;)gw -|_/ dx I 5 = 2mi 1res f(2)|,_ i -
oDS 0 +a

2 2 2
o e+ a T

I 0 In || > Inz _im+In|al
im + dx - dx =27 =———— .
o2+ a? oo T2Ha? %+ a? 2i|al

czyli

UwzgledniliSmy tu to, ze wewnatrz konturu ODS znajduje sie tylko biegun prosty w z =
ila]. Dokonujac w dwu pierwszych calkach zamiany zmiennych x — —x i przyrownujac
nastepnie do siebie czeSci rzeczywiste i urojone obu stron réwnosci dostajemy stad dwa
(znane juz) wyniki:

/Ood Inx T a /°° dx 70
x = nlal, = )
0 22 +a?  2|a o r2+a?  2|a

Zadanie
Do kompletu obliczmy jeszcze catke z funkcji

In?
& =ara
po konturze ODS z rysunku 4.
Rozwigzanie: Jak zwykle catki po malym poélokregu o promieniu € oraz po duzym

okregu o promieniu R znikaja w granicy ¢ — 0, R — oo. W tej granicy otrzymujemy

wiec
0 . 1 2 00 1 2
7{ dz f(2) :/ dxw —i—/ dx ;1 x2 = 2mi resf(z)|zz+i|a‘ )
ODS 0 +a

2 2
o ¢ +a T
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Residuum tej funkcji w z = i|a| byto juz znalezione. Rozpisujac pierwsza catke otrzymu-
jemy wiec

0 0 0 2
d l |
—w2/ 7:)3—1—27?@’/ gz 212! +/ g 1]
oo X2+ a? _ 2+ a? o X2+ a?

© In*z T [ , 2
—l—/o d:vm:mOn |a|—|—z7r1n|a|—z).

Po dokonaniu zamiany zmiennych x — —x w trzech pierwszych catkach, przyréwnanie
czedci urojonych obu stron daje znang juz catke

o |
/ dp —2% T In|al.
0 2 +a? 2l

Czesci rzeczywiste za$ daja rownosé

o] 1 [e’e) d 2
2/ dx n$2:7r2/ 2932 ln2|a|—7r— .
0 2 +a o T2+a || 4

Poniewaz znamy juz calke stojaca po prawej stronie (7/2|al), otrzymujemy nowy wynik
(potwierdzany przez program Mathematica)

& In’z T
d = 24 41n%al) .
/0 $$2+a2 8al| (W tam |a\)

Aby nie powstalo mylne wrazenie, ze zawsze jest lepiej catkowaé funkcje postaci funkcja
wymierna razy logarytm po konturze ODS z rysunku 4, sprobujmy rozwiazaé¢ nastepujace
zadanie.

Zadanie
Mmetoda residuéw obliczy¢ catke

/ o rlnz

dx ,

0 (22 + a?)(z? + b?)

w ktorej a i b s liczbami rzeczywistymi.

Rozwiazanie: Zobaczmy co wyjdzie, jedli scatkujemy funkcje f(z2) = z(2? + a?)7 (2% +
b*)"'Inz po konturze ODS (rysunek 4). Mozna jak zwykle pokaza¢, ze calki po pol-
okregach malym i duzym znikaja w granicy ¢ = 0, R — oo i z twierdzenia o residuach
otrzymujemy rownosc

0 21n (lz] et o0 rlnx
/_ da n (|z]e™) )+/0 d.?;( - = 27 <1"eSf(Z)‘Z-‘a|+resf(z)|i|b|>'

T )@+ P 22 +a2)(a? + b?)

Poniewaz jednak mnozaca logarytm funkcja byta nieparzysta (w poprzednich przykltadach
funkcje takie byly parzyste), po dokonaniu w pierwszej calce podstawienia x — —z i
obroceniu granic caltkowania, caltki z logarytmami ulegna redukcji i otrzymamy rownosé

a

_”/o b ey~ 2 (e + 105 )
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Po obliczeniu residudéw

. T
ta

resf(z)|zzila:ilalln(|a|e )) In (ale’s

)

2ila|(b? — a? 2(0% — a?)’

i[b In (|ble’) ln(|b| e'?)
) )

res S = il — 1) ~ 22— B2

)

znajdujemy, ze

[ x -In([a[/|b])
_ — g L
. /0 M T @) A —a)

czyli

/ o0 d x 1 I lal
x = —.
0 (24 a?)(22 +b%)  a®>—0b>  |b|
Nie jest to jednak ta calka, ktora chcieliSmy obliczy¢!
W tej sytuacji niema innego wyjscia niz skorzystanie z konturu “dziurka od klucza”
(rysunek 9) i catkowanie po nim funkcji

21n? 2
22+ a?)(22 4+ b?)

Po standardowym pokazaniu, ze catki po obu okregach znikaja w granicy ¢ — 0, R — o0
otrzymujemy rownosc

> zln’z 0 x (2mi + Inx)?
d d — ori E : '
/o ) (2% + a?)(2* + %) " / ! (22 + a?)(2? + b?) " res g(2)|:—s,

0 zo==ilal, %i|b|

9(2) = (

Po uporzadkowaniu calki z kwadratami logarytmow zredukuja sie, ale zostanie pozadana
catka z logarytmem. Po obliczeniu residuéw

_ (im/2+1n]al)?

resg(z)|z:i|a\ - 202 —a?)
/2 + In |al)?

resg(Z)‘zz—im = (3Zg{b2t 22|)&|) )

resg(2)|z:i\b\ - (Z?;/(ij_hzli;bz )

res Q(Z)‘z:—i|b| = (3i72T(/524‘_122‘>b|)2 )

otrzymujemy
A /Ooodx (22 + ;czl)r(l; ) " i /ooodz (2% + a2;6($2 +0?)
- { it 51— 2 1 ] — 1 )
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Mamy stad te samg catke, co poprzednio:

/oodzv ZE = ! lnM
0 (22 +a?) (2?2 +b%) a2 —0b* ||’

oraz calke, ktora chcieliSmy obliczy¢ (oba wyniki potwierdza program Mathematica):

& zlnz 1
= In? |a| — In® |b]) .
A‘“@Mmmﬂ+m) %ﬁ—w(HM|I”W

Uwaga
7 zadan tych ptynie nastepujaca nauka: jesli pragniemy metoda residuéw obliczy¢ catke

AiMﬂ@:/meumwa

0

w ktorej R(x) jest funkcja wymierna (zaktadamy, ze taka, iz powyzsza calka jest zbiezna,
przy czym wystarczy zbiezno$¢ warunkowa), to w ogélnym przypadku musimy ja obliczaé
calkujac po konturze “dziurka od klucza” (rysunek 9) funkcje R(z)In"*'z. Z konturu
ODS z rysunku 4 mozemy skorzysta¢ (catkujac po nim funkcje R(z)In" z) tylko wtedy,

gdy funkcja R(z) jest parzysta.

Zadanie
Obliczy¢ calke

/Ood Inz
0 o (22 + a?)?’

Rozwigzanie: Poniewaz funkcja wymierna mnozaca logarytm jest parzysta, najlepiej
wykorzysta¢ w tym celu kontur ODS (rysunek 4). Po standardowym sprawdzeniu, ze
catki po obu poétokregach znikaja w podwdjnej granicy € — 0, R — oo, mamy rownos¢

0 i 9]
In (|z] e'™) Inx _
R e R e LS
Residuum funkcji w jej biegunie drugiego rzedu wyznaczamy ze standardowego wzoru

d Inz

res f(2)],_y = dz (2 + ila])?

z=i|al

B [ 1 2Inz }
Lz +da)? (2 4dlal)? ]
i T
4\a|3< n |al 12




a stad (co potwierdza program Mathematica)

/00 du — /Oodx Inz — (=1 +Inlal)
o (22 +a2)?  4la]3’ 0 (22 +a2)?  4|al3 ’

Oczywiscie te same wyniki mozna tez otrzymac rézniczkujac odpowiednio po parametrze
uzyskane wczesniej juz calki:

/WL__i/“’dix__i m
o (#2+a®)?  da? Jy 22+a® da? \2va2)’

/“’d Iz 4/, Wz 4/ T o
o @t T dae? )y Ve ra? T da? \uva2 ‘

Zadanie
Obliczy¢ calke

/ o p Inz
r—m.
0 (x —a)?+b?
Rozwigzanie: Poniewaz funkcja mnozaca logarytm nie jest parzysta, catkujemy po kon-
turze “dziurka od klucza” z rysunku 9 funkcje
(2) In? z In? 2
z) = = .
(z—a)>+b  (z—a—1lb))(z—a+ilb])

Jak zwykle catki po duzym okregu o promieniu R i po malym okregu o promieniu e
znikaja w granicy R — oo, € — 01 po uporzadkowaniu granic calek otrzymujemy zwigzek

o Inaz o dx
i | dr— 2Ty
m/o z(x—a)2+bz+ 7r/0 (x —a)? +b?
= 2mi (res F(2)]zarap + TeS f(z)|z=a_z\b\> :
Residua funkcji w punktach zy = a £ i|b| znajdujemy standardowo:

(ips +InvaZ + B2)?
£2i[1) '

res f(z) |z:a:|:i|b| -

04 1 @_ sa tu fazami punktow z; i z_ (wyznaczanymi zgodnie z rozcieciem plaszczyzny),
ktorych moduly sa jednakowe, |24| = v/a? + b2. Poniewaz

. ™ .
2 (105 £ (2) ey + 15 (M ecamiy) = 7 {20000 — ) Izl 92 = 4}

otrzymujemy zwiazki

> Inx 1
- = _(p_ = In(a? 2
/0 dx (Zlf - Cl)2 4|b| (SO SO'F) n(a +b )a

o dx 1 9 9
/0 G R ] - )
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2 Imz

Rysunek 10: Kontur catkowania I' (“nadgryziony topserek”).

Jesli a > 0, to
4 = arctg(|bl/lal), p— = 2m — arctg(|b]/al),
ip_ — @ =2(m — arctg(|b]/|a]). Jesli zas a < 0, to, jak tatwo si¢ zorientowac,
pr = m T arctg(|b]/a) ,

ip_ — @y =2arctg(|b|/a). Tak wiec

e Inx s m —arctg(|b|/|a]), gdy a>0
d =_ ] 2 b2 ;
/0 Tw—artn 2 n(a”+ )X{ arctg(|b/|a]),  gdy a<0
i podobnie
/ML 1 e arctg(|b]/|al), gdy a>0
o (x—a)?+0b> b arctg(|b|/lal), gdy a<0"

Zadanie
Otrzymac dwie catki rzeczywiste z logarytmami obliczajac catke

%dz 21112
r 224 a?

po konturze I' pokazanym na rysunku 10 w granicy € — 0, R — oo.
Rozwigzanie: Jak zwykle calki po obu lukach znikaja w podwdjnej granicy ¢ — 0,
R — 00 i otrzymujemy réwnosé

[e'e] 0 .
/ i Inz +/dreiz lnr+17r/4:0’
0

2 +a® Jo ir? 4 a?
(na skoénym fragmencie konturu z = |r|e’?), jako ze wewnatrz “topserka” catkowana
funkcja (2% + a?)"'Inz jest holomorficzna (ma ona bieguny w z = =ila|, czyli poza
konturem).
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Mamy zatem (po odpowiednim obroceniu granic i wyciagnieciu i z mianownika)

& Inz o [T Inr gz [ dr
dl’ﬁ—i—le‘l d'f’ﬁ—e‘l— ﬁ—o,
0 r°+a 0 e —1ia 4 ), r*—1a

Pierwsza calke juz obliczyliSmy w poprzednich zadaniach (wynik: (7/2|a|) In|a|). Wyko-
rzystujac tozsamosé 1/(z% — ia?) = (2% + ia?)/(z* + a*) mozemy wigc napisac

00 2 o]
R ¥ Inz T 9 Inz
0 z*+a 0 ¢ +a

o 2 o
IR T i T dx T
=ei— [ do——— +ie't —a i In|al.
4/, 4 a 4 J, xt+a*  2|a|

Calki po prawej stronie mozna obliczy¢ metoda residuéw rozciagajac je na cata os rze-
czywista (i biorac polowe tego, co wyjdzie) i domykajac kontur potokregiem np. w gornej
poliptaszezyznie, jak na rysunku 2. Wewnatrz takiego konturu mamy wtedy po dwa bie-
guny pierwszego rzedu w z; = (—1 +4)|a|/v/2 oraz 2, = (1 +4)|al/v/2. Wykorzystujac
rozklad

Atl=(2—2)(z—2)(2+iV2|alz —d?),

tatwo znajdujemy (27 = —ia?, 22 = ia?), ze:
1 1 1 —1
dores | = N T )
Py ) P 2V2(1+i)la*  —2v2(1—i)|af*  2v2[af®
22 —ia? ia? —i
dores | = NEI T :
Py S A P 2V2(1+d)a®  —2v2(1 —=i)laf*  2v2]q|

Mamy wiec (wykorzystalismy parzystos¢ funkeji pod catkami po prawej stronie i pomno-
zyliémy obie strony przez e =7 = (1 —i)/v/2)

7T/°°d z? T 2/00 dx T 1—i1 1l
=— r——+i-a — nla
8) o at+at 8 J_xt+at 2 V2

T 2w 2w ™ 1—1

LT
8 2v2[al 8 2V2[a] 2la| V2

Przyréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron otrzymujemy stad dwa wyniki (spraw-
dzone programem Mathematica):

/°° r?’Inz 7% +4min|al
dx =
0

Zln|a\.

wt+at 8y2la]
/Ood$ Inz  —n*+4rn|a|
0 xt + a* 8\/§|a\3
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..............

Rysunek 11: Bedacy modyfikacja “dziurki od klucza” kontur IV omijajacy biegun poltozony
na rozcieciu (oznaczonym linig falista). Promienie ¢ malych okregow obiegajacych z = 0
i 2z =1 daza do zera; promien R duzego okregu dazy do nieskoniczonosci.

W zaleznosci od wartosci |a|, catki moga by¢ dodatnie badz ujemne. Np. dla |a| = 1
druga catka jest ujemna, gdyz wskutek silnego ttumienia przez mianownik, gdy =z > 1,
dominujacy przyczynek do niej wnosi obszar z-6w blisko zera, w ktérym to obszarze loga-
rytm jest ujemny. W pierwszej za$ calce czynnik 22 w liczniku powoduje, ze przyczynek
od tego obszaru wchodzi ze znacznie mniejsza waga i catka jest dodatnia.

Zadanie
Metoda residuéw obliczy¢ catke

o p Inx
/0 oD@t
Rozwigzanie: Mimo pozornej osobliwo$ci w x = 1 calka ta jest zbiezna bezwzglednie,
gdyz w tym samym punkcie zeruje sie takze logarytm. Niemniej przy jej obliczaniu
metoda residuéw trzeba te pozorng osobliwo$¢ wyizolowaé. W zwiazku z tym zastapimy
kontur typu “dziurka od klucza” z rysunku 9 (poniewaz funkcja mnozaca logarytm nie

jest parzysta, nie mozemy skorzyst¢ z konturu typu ODS) konturem I” pokazanym na
rysunku 11 i scatkujemy po nim jak zwykle funkcje

In? 2

1@ =y

Jak zwykle w granicy R — oo znika catka po duzym okregu, a gdy ¢ — 0, znika takze
catka po okregu obiegajacym punkt z = 0 (pokazuje sie to tak samo jak w poprzednich
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przyktadach). Pozostaje zatem zbadaé catki po dwoch potokregach obiegajacych punkt
z=1. Nagornym z = 1 +ce¥ i

géra 0 ) 12 1 ip
/ dzf(z):/dgoz'sew s (L+ee ) 5 — 0,
1Kk (1) ™ ee?[l+ (1 +ee¥)?]

gdy € — 0. Na dolnym za$, zgodnie z definicja logarytmu na ptlaszczyznie z rozcieciem,
z=e"™(1 +ee) i w tej samej granicy otrzymujemy'°

dol m 9mi 4 1n (1 TENE 1
/ dzf(z):/dm[”” n(ree)] L ay),
1K (1) o L+ (1+eev)? 2

2

W granicy ¢ — 0, R — 00 z twierdzenia o residuach otrzymujemy zatem (po przeniesieniu
na druga strone przyczynku wnoszonego przez catke po okregu obiegajacym punkt z = 1)
réwnosc
[e%S) 1 2 0 2ri 1 2
/ dz 111'2 +P/d1’ (7rz+r21x)
0 (x —1)(22+1) o (z=1)(z2+1)
= 2mi <—7T2 + res f(z)],_ i3 + res f(z)|zzei;}) :

Przed druga catka dopisaliSmy tu znak P oznaczajacy catke w sensie wartosci glownej,
gdyz czes¢ bez logarytmu tej calki nie jest bezwzglednie zbiezna.
Residua (oba bieguny sa pierwszego rzedu) znajdujemy standardowo:

S

resf(z)|zzelg = m = E(l —i),

In <ei37ﬂ> 972 _
res f(z)|z=ei§27_r = m = 1—6 (1 + Z) .

Po rozpisaniu i obroceniu granic catki z In? z ulegaja redukeji i wynikajaca z twierdzenia
o residuach rownos¢ przyjmuje postac

o Inz o dx w2
—4rmi | d — 47 P =2mi (-7’ + — (5+4i
[ e P, e e (R 6 ),

z ktorej otrzymujemy dwie calki rzeczywiste. Pierwsza, ktorej szukalismy:

/Oodx Iz —3w2
0 (x—1)(224+1) 16 °

107 auwazmy, ze wszystko to jest zgodne ze sformulowang wcze$niej regutks dotyczaca calek po frag-
mentach tukow (infinitezymalnie ciasno) obiegajacych biegun prosty: funkcja f(z) “widziana od gory”
nie ma w z = 1 bieguna (czyli jej residuum tam znika), widziana zas “od dolu” ma biegun o residuum
réwnym —2m2.
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(potwierdzana przez program Mathematica) oraz druga

o0 dx T
P/O (x —1)(2z2+1) e

ktora mozemy sprawdzi¢ niezaleznie: rozktadamy funkcje podcatkowa na UAMEKki proste

1 11 1 = 11
(x—1)(z2+1) 2z—-1 222+1 22241’

1 piszemy

> dx 1 (' de 1 (Y dx 1 [ 1 [* duo
P == —+ —— [ dz - - —.
o (@—=1)(22+1) 2J)y -1 2J),s52—-1 2] 224+1 2/, 22+1

Rozbicie funkcji podcatkowej na utamki proste spowodowato, ze niektore z calek staty
sie rozbiezne dla  — oo; aby sobie z tym poradzi¢ wprowadziliSmy ich regularyzacje “w
ultrafiolecie” w postaci obciecia A (w kwantowej teorii pola takie rzeczy sa na porzadku
dziennym). Poniewaz wyjsciowa catka byta zbiezna dla  — oo, oczekujemy, ze wynik
bedzie skonczony w granicy A — oo. Z kolei czynnik o regularyzuje calki rozbiezne w
x = 1 zgodnie z przepisem na obliczanie wartosci gtownej (w niedziele na Gléwnym).
Calki sa elementarne i daja

P/oo o _lln_—éleln—A_l—11:r1A2+2—z
o (x—1D2+1) 2 -1 2 5 4 1 4

Jak tatwo zobaczy¢, zaleznosé od § wypada, a w granicy A — oo redukujg sie wyrazy z
In A (pozostalosci znikaja conajmniej jak 1/A) i otrzymujemy ten sam wynik, co metoda
residuow.

Zadanie
Obliczy¢ metoda residuéw catke

[e'e] 1'2
dr ——,
0 sh”x

sprowadzajac ja do catki z kwadratem logarytmu i calkujac odpowiednia funkcje po od-
powiednim konturze.
Rozwigzanie: Podstawiajac y = €** otrzymujemy

*  x? 1 [~ 2 1 [ In?y
/0 sh’z 2 /_Oo sh’z 4 /0 Y (y —1)2
Catka ta jest dobrze okreslona, mimo pozornego podwojnego zera mianownika w y = 1:

w tym samym punkcie podwéjne zero ma bowiem tez licznik. Poniewaz funkcja mnozaca
logarytm nie jest parzysta, trzeba postuzyé¢ sie konturem typu “dziurka od klucza” i to “z
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gulky”, takim jak na rysunku 11, gdyz konieczne jest wyizolowanie pozornej osobliwosci
lezacej na rozcieciu. Po konturze tym nauczeni do$wiadczeniem catkujemy funkcje

In® 2

f(Z):m-

W standardowy sposob pokazujemy, ze w granicy R — oo znika catka po duzym
okregu o promieniu R, a w granicy ¢ — 0 znika calka po malym okregu (o promieniu
e) obiegajacym punkt z = 0. Z malym okregiem izolujacym punkt z = 1 trzeba jednak
postepowaé ostroznie. Nietrudno sprawdzi¢, ze w granicy € — 0 znika takze caltka po
gornej czesci tego okregu. Na tej czeSci 2 = 1 + e i

gora 0 1 3 1 ip
/ dzf(z) :/ d(pigewn(;e;)
L 1) ™

Kz ( (€e)
0 1 | o 3
:z'/d@e_w—(eew—§ (56“0) +) — 0.
. €

Poniewaz poza rozcieciem funkcja f(z) jest holomorficzna, zgodnie z reguta przedtuzania
logarytmu na dolny brzeg rozciecia piszemy:

2

/Oodzv In® 2 4 /Heda: (2mi)3 + 3(2mi)? Inx + 32(27rz') In*z +1n’ 2
o (-1 Jg (z—1)
N /0 s (27mi)3 + 3(27mi)? Inx + 32(27ri) In®z +1n’ 2 N /dé1 dx f(2) = 0.
1— (x—1) 1K (1)

Po odwrdéceniu granic catkowania mozna we wszystkich calkach z trzecia i druga potega
logarytmu polozy¢ e = 0; calki z In® z ulegaja wtedy redukeji i otrzymujemy

dél 1—¢ dx ) dx
dzfz—27rz'3/ 7—2m’3/7
/;Ksm () =Gl | e~
Inz In? z

—3(2ri) P/O S 3(2m)/0 o g = 0.

Zamiast dwu calek z pierwsza potega logarytmu, jednej od 0 do 1 — ¢ i drugiej od 1 + ¢
do oo, napisaliSmy tu jedng caltke opatrzona symbolem wartosci gtownej; catka ta nie jest
bezwzglednie zbiezna ale procedura omijania polozonego na rozcieciu bieguna w z = 1
przez rozbicie jej na wspomniane dwie catki powoduje, ze nalezy rozumieé¢ ja w tym
wtasnie sensie.

Dolng czesé potokregu otaczajacego z = 1, zgodnie z procedura przedhuzania loga-
rytmu, parametryzujemy nastepujaco:

z=e" (14¢e€¥).
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Catka po tym fragmencie konturu daje wtedy

dol -
[ st [t sy
3 2

Ko (1) ™

4 . 1 3
= z/ dpete™™ [2m' +ee® + 3 (e ew)2 + .. }
2

™

= é(2m’)3/ dpe ™ + 3i(27rz')2/ do+ O(e),
2 2

us ™

gdzie O(e) oznacza wyrazy znikajace w granicy € — 0. Obliczajac widniejace tu catki
oraz pozostate dwie elementarne calki w pierwszej linii poprzedniej rownosci, otrzymujemy

zwiazek:
1-¢
0 )
o Inz

—3(2m)2P/0 dmm — 3(27rz')/0 dmm =0,

ktorego pierwsza linia, po wzieciu granic, jest rowna

o 1
r—1

l

€ r—1

(2mi)%i (e7™ — e7*™) — 3i(2mi)*r + (2mi)? (
1+e

2 2
g(zm')f” — 3i(2mi) T + (2mi)? (1 - —) = 4im3.
S

Jak wida¢ wszystkie wyrazy osobliwe, gdy € — 0, skrocity sie! Poniewaz catka z pierwsza
potega logarytmu daje czton czysto rzeczywisty, a reszta wyrazoéw jest czysto urojona,

wnosimy stad, ze
P / L L
Xr—— =
o (=12

oraz, ze

(e’ 12
/ gy T2 5
0 (r—1)2 3

Oba wyniki potwierdza program Mathematica.'' Ostatecznie wiec

o] 2 2
/ ot =T
0 sh®x 6

(co rowniez potwierdza Mathematica).

11 Qczywiscie pierwsza calke mozna tez obliczy¢ przez czesci w granicach od § do 1 —eiod 1+¢ do oo
i sprawdzié jej znikanie wykonujac przejscie graniczne € — 0, 6 — 0.
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Zadanie
Obliczy¢ metoda residuéw catke

/Oodx In(1 + 2?) .
0

1+ a?z2

Rozwigzanie: Poniewaz funkcja mnozaca logarytm jest parzysta sprobujemy wykorzy-
sta¢ jaki§ kontur biegnacy po calej osi rzeczywistej. Jednakze funkcja In(1 + 2%) mia-
taby dwa punkty osobliwe (punkty rozgatezienia) w z = 4, ktore wymagalyby rozciecia
plaszczyzny zespolonej zmiennej z. Mozna byltoby rozcia¢ ja dwiema liniami biegnacymi
niezaleznie od kazdego z tych punktow do nieskoriczonosci. To jednak uniemozliwitoby
domkniecie konturu biegnacego po osi rzeczywistej jakimkolwiek pétokregiem o promieniu
R dazacym do nieskoriczonosci. Z drugiej strony rozciecie taczace punkt z = ¢ z punktem
z = —i uniemozliwiloby poprowadzenie konturu po osi rzeczywistej. Trzeba wiec uciec
sie do jakiego$ wybiegu. Sprobujemy zatem catkowaé po konturze z rysunku 2 funkcje

In(z + 1)
2) = ———=
ktora ma tylko jeden punkt rozgalezienia w z = —i¢, co umozliwia poprowadzienie roz-

ciecia od tego punktu do nieskoniczonosci np. wzdtuz dolnej czesci osi urojonej (tj. poza
konturem catkowania). Logarytm mozna wtedy zdefiniowaé tak, by dla z = x > 0 byt po
prostu zwyklym logarytmem.

W sposob standardowy pokazujemy nastepnie, ze catka po poétokregu znika w granicy
R — oo. 7 twierdzenia o residuach mamy wiec rownosé

0 s ig o0 5
/ da:hl (‘l’|€ +e 2) +/ diEM = 2m resg(z)|
0

o 1+ a?x? + a?x?

Pierwsza catke mozemy przepisa¢ jak nastepuje:

0o ir | i 0 ] —iz o .
/ dxn(|x|e +e ):/ d:vm_l_ n (|z| +e ):/ dxm—i—ln(x z)‘
0

o 1+ a?2? . 1+ a?x? 1 + a?z?

W drugim kroku dokonali$my zamiany zmiennych x — —z i obrociliSmy granice catko-
wania. Polgczenie teraz obu calek da akurat pozadana funkcje In(1 + 22).
Residuum funkcji g(2) znalezé tatwo:

= o ln(<1+—)e’5) = — 1n(1+—) +—.
w=ifla 2la] la| 2|al lal ) 4lal
Mamy wiec zwiazek

/Oodxln(1+a2x2)+i /Oo dr omi [ mf(1e L) T
0 14 a2 o 1+a?x? 2la| |al 4lal )’

In(z + 1)
a’(z +i/|al)

res 9(2)|z:i/|a\ -
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Rysunek 12: Definicja kata pomiedzy wektorami R; i Ry oraz kontur catkowania funkcji
f(H) =In ‘Rl — RQ‘

ktory daje dwie caltki rzeczywiste (potwierdzane przez program Mathematica):

* In(l+4+a®2?) 7« 1 >~ dx m
deg —————=—In(1+ — = .
/0 T 2 o P\ ) /0 1+ a2 2q
Zauwazmy na koniec, ze gdyby zamiast g(z) catkowaé funkcje h(z) = (1+a?2%) ' In(1—iz2),
to dostaliby$Smy tylko pierwsza catke i obliczenia bytyby troszke prostsze.

Zadanie
Obliczy¢ calke

2T
[:/ dﬁln\Rl—Rg\,
0

w ktorej 6 jest katem pomiedzy wektorami Ry i Ry (rysunek 12).

Rozwigzanie: Caltkowang funkcje trzeba zapisa¢ w taki sposob, by po przejsciu do zmien-
nej zespolonej stala sie ona funkcja holomorficzna (w pewnym obszarze plaszczyiny ze-
spolonej zmiennej z). Jak latwo sprawdzi¢, logarytmowany czynnik mozna zapisaé¢ w
postaci

‘Rl — Rg‘ = \/R% +R% - 2R1R2COS€ = ’Rl €i€ —Rgf.

Pozwala to zapisa¢ catke nastepujaco:
2 ]
I= 2Re/ dfIn (Ry e’ — Ry) .
0

Naturalnym krokiem jest wprowadzenie nastepnie zmiennej z = R, e i catkowanie po za-
mknietym konturze bedacym okregiem o promieniu R; obiegajacym punkt z = 0. Trzeba
jednak zdefiniowa¢ logarytm pod catka (tj. rozciecie plaszczyzny zespolonej zmiennej z)
tak, by byl on jednoznaczna funkcja z w calym dysku |z| < Ry (i na jego brzegu). Jest
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to mozliwe, jesli Ry > Ry: rozciecie mozna wtedy poprowadzi¢ tak, jak na rysunku 12.
Mamy wtedy caltke

I = 2Re% % In(z — Ry).
\

z|=R1 (2

Funkcja ta ma biegun prosty w z = 0. Wobec tego, zgodnie z twierdzeniem o residuach,

)

= 1 limIn(z — Ry) = ! In (Rye'™) = ! (In Ry +im) .

7 z—0 7 —Z

In(z — Ry)

I =2Re (27rz' res
12

Biorac pod uwage przyjeta tu definicje logarytmu
In(z — Ry)

1z

res

z=0

Jesli Ry < Ry, to wektory zamieniaja sie rolami. W rezultacie

2m
_ . 47 n Ry gdy Ry > Ry
/0 do n Ry R2|_{47rlnR1 gdy Ry < Ry~

Przypomnienie
Funkcje postaci

flz)=(z=a)*,  g(z)=(b—2)

o wykladnikach «, 5 ¢ Z nie moga by¢ okreslone na calej ptaszczyznie zespolonej zmiennej
z. Punkty z = a i z = b s3 punktami rozgatezienia tych funkcji. Po pierwsze, jakkolwiek
same liczby zespolone z — a i b — z mozna przedstawi¢ w postaciach

z—a=r,ePat2ma) b— 2z =ryelPot2m)

z dowolnymi n, € Z i ny, € Z (sa to te same liczby zespolone dla dowolnych n, i ny), to
wartosci f(2) i g(z) zaleza od przyjetych wartosci n, i n,. Po drugie, nawet jesli przyjac
jakas konkretng umowe dotyczaca wyboru wartosci n, i ny, to i tak po obejSciu przez
argument z funkcji f(z) i g(z) dookota punktu odpowiednio z = a i z = b (czyli po
powrdceniu argumentu funkcji f(z) do wyjsciowej wartosci), fazy ¢, i ¢ zmienia sie o
27 i wartosci funkeji f(z) i g(z) beda sie roznily od pierwotnych odpowiednio o czynniki
e?m i 28 Tak wiec funkcje f(z) i g(2) (podobnie jak funkcja In(z)) nie moga by¢
holomorficzne (czyli m. in. ciagle) na calej plaszczyznie zespolonej zmiennej z.

Jesli a () jest liczba wymierna postaci k/m, to po m-krotnym obejsciu przez z punktu
z =a (z = b) funkcja f(z) (g(z)) wraca do swojej wyjsciowej wartosci; funkcje taka mozna
zdefiniowaé jako jednoznaczna na m-krotnie nawijajacej sie wokot punktu z =a (2 = b)
powierzchni Riemanna o m platach. Jesli a (/3) nie jest liczba wymierna, to odpowiednia
powierzchnia Riemanna ma nieskonczenie wiele ptatéw nawijajacych sie wokot punktu
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z = a (z = b). Zawsze, niezaleznie od tego, czy liczba « () jest wymierna, czy nie,
mozna funkcje f(z) (g(2)) zdefiniowaé jako jednoznaczna (po przyjeciu jakiej$ umowy co
do n, lub n;) na plaszezyznie zespolonej zmiennej z majacej rozciecie biegnace (w dowolny
sposob ciagly) od z =a (2 = b) do z = 0.

Gdy a jest liczba rzeczywista zwykle przyjmuje sie rozciecie biegnace od z = a po osi
rzeczywiste] w prawo do z = oo, a faze liczby zespolonej z okresla sie w ten sposob, by
fazy liczb postaci z = = 410, gdzie x > a byly réwne zeru.

Zadanie
Obliczy¢ metoda residuéw catke

& Inx

o UG
Rozwigzanie: Calka jest oczywiscie zbiezna (wedtug standardowych kryteriow). Ponie-
waz w punkcie z = 0 zarowno logarytm jak i funkcja go mnozaca (pierwiastek) maja
punkt rozgalezienia, mozemy jednoznacznie okresli¢ funkcje podcatkowa na ptaszczyznie
zespolonej zmiennej z majacej rozciecie biegnace od z = 0 wzdluz osi rzeczywistej do
nieskonczono$ci. Mozemy wtedy sprobowaé¢ wykorzysta¢ kontur typu “dziurka od klucza”
z rysunku 9 i calkowa¢ po nim funkcje!?

In z
Vz(z+1)

W granicy ¢ — 0, R — oo calki po obu okregach znikaja. Wewnatrz konturu funkcja

f(z) =

ma tylko jeden biegun prosty w z = —1. Z twierdzenia o residuach otrzymujemy zatem
réwnosc
> Inz 0 In (z ™ - ,
dr ——— + / dx - (1/26 ) =2mie ‘2 In (e”r) ,
0 Ve@+1)  Jeo o (ze2m)? (z41)

czyli, po uporzadkowaniu,

& Inz ° dx
o doe—"  qomi | — —9ix%.
/0 VAT 7”/0 Jie+rn T

Poniewaz prawa strona jest czysto urojona, szukana catka wynosi zero. Niezerowa jest za
to catka (oba wnioski potwierdza program Mathematica)'®

/ > dx
— Y = T.
o Vo(r+1)

127 auwazmy, ze teraz dodatkowa faza czynnika \/z spowoduje, ze catka z logarytmem po dolnej kra-
wedzi rozciecia nie skroci sie z analogiczna catka po goérnej krawedzi; dzieki temu nie musimy, tak jak w
przypadku funkcji wymiernych mnozacych logarytm, bra¢ wyzszej potegi logarytmu.

137nikanie szukanej catki mozna tez prosto wykazaé¢ dokonujac w niej podstawienia x = 1/t (w zmiennej
t wyjdzie ta sama calka, tylko z minusem). Otrzymana za$ catke mozna oczywiscie obliczy¢ bezposrednio,
podstawiajac t = /.
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Zadanie
Obliczy¢ metoda residuéw catke

& In?z

VT

Rozwigzanie: Tak jak w poprzednim przykladzie mozemy wykorzysta¢ kontur typu
“dziurka od klucza” z rysunku 9. W granicy ¢ — 0, R — oo calki po obu okregach
znikaja. Wewnatrz konturu funkcja ma tylko jeden biegun prosty w z = —1. Podobnie
jak wyzej otrzymujemy zatem rownosé

> In’ z / Inx ,

2 —— — 47 + 4 =271 In? (e™).
e e e =2 )

Poniewaz teraz prawa strona jest czysto rzeczywista, ponownie dowiadujemy sie, ze trzecia

catka po lewej stronie (ta mnozona przez 4mi) znika. Przenoszac zas druga catke na prawa

strone i wykorzystujac poprzednie zadanie otrzymujemy (znow zgadza sie to z odpowiedzia

programu Mathematica):

In? z > x
2 —27r3—|—47r2/ — = o4 dand =273,
f(a:+1) o Vr(x+1)

Zadanie
Obliczy¢ metoda residuéw catke

& Inzx

ST

Rozwigzanie: Jak zwykle z catkami tego typu catkujemy po konturze “dziurka od klucza”
z rysunku 9 funkcje

Inz
VZ (22 +a?)?

Catka po duzym okregu znika w granicy R — 0o, a w granicy € — 0 znika (bo e'/?Ine —
0) catka po malym okregu obiegajacym punkt z = 0. W tej podwodjnej granicy z twier-
dzenia o residuach mamy zatem rownosc:

Inx 0 In (z e*™)
d =2
\/—( )2 —l—/ $elﬂf(x2+a2 WzZreSf s

oo

f(z) =

[e.e]

a po uporzadkowaniu

& Inzx

2 f(x2+a2 +27m/ \/, x2—|—a2 QWZZresf I
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Funkcja f(z) ma wewnatrz konturu z rysunku 9 dwa bieguny drugiego rzedu w z = +ilal.
Aby znalez¢ ich residua rozniczkujemy:

d £(2) 1 In z n 1 2Inz
— f(z) = —= - .
dz 2 232(z 4 ilal)?  2%2(z %ila|)?  2Y2(z £ila|)?
i liczymy
_ iy —1/2 In (|ale’®) 1 21n (|ale'?)
res £(2)]. o = (lale’?) { Nali @al il @lal?  (@ilal)?
[T In|a| i 1 N In |a| L7
= e J—
Jlal Silal* " 16laP ~ dilaP " 4ila]® " 8|af
1 .« [3In]a| 3 1
= —0¢ vy —+ — ,
Sl SilaP  16]a®  4i|a]?
a1/ In (\a|ei%”) ) 21n (\a|ei%”)
s f Ol = (1)~ Sy * SRSy T 2
I In |al 3 1 In|al 3
VAT ilal> 16|a® = 4ila®>  4ila]®  8lal?

i o—i% ~3lnja] 97 N 1
VAT 8ilal*  16|al®  4ilal? [

Zbierajac te wyniki mamy

Z £(2)] 1—4i [3In]al N 3 1 | 3In]dl I N 1
res f(z = — —1|— — :
. = 2la] | 8ilal®* ~ 16|al*  4i[al? 8ilal®  16|al® = 4i]al?

2

Catka z logarytmem jest wiec réwna,

e Inz o7 3lnja] 1 9« N 3 3lnja] 1
8lal*  4la]®  16]a]®  16/a)®  8la|®* = 4]al?

dx =
o Vr(a?+a?)? /2

T { | 3 +31 ||}
=—— ({—1—=-m7+—1Inlal}.
22 a2 177

Dodatkowo otrzymujemy tez druga catke

/°° dx _ 1 { 3 3lnfa] 1 _3111\a|jL 1 N 97 }
o Vax(z?+a?)?  /2[a] L 16]a]® ~ 8la]*  4fa[*  8la]*  4[a]*  16]al?
B 3m
C42a|?

Oba wyniki mozna sprawdzi¢ programem Mathematica.
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Zadanie
Poda¢ warunki zbieznosci catki niewtasciwej

[ee) B—1
/ dx z ,
0 ar +b
i obliczy¢ ja metoda residuéow wykorzystujac kontur “dziurka od klucza” (rysunek 9).
Rozparzy¢ zarowno przypadek ab > 0 jak i ab < 0.

Rozwigzanie: W przypadku, gdy ab > 0, tj. gdy funkcja podcatkowa nie ma osobliwosci
w przedziale [0, 00), catka zachowuje sie dla z — 0 oraz © — oo odpowiednio jak

o
N/dxxﬁ_l, oraz N/ dz 2”72,
0

Calka jest zatem zbiezna, jesli, co dalej zakladamy, 0 < 8 < 1. Poniewaz funkcja z°~! ma
w z = 0 punkt rozgatezienia, funkcje podcatkows definiujemy na plaszczyznie zespolone;j
zmiennej z majacej rozciecie biegnace wzdluz osi rzeczywiste] od z = 0 do oo tak, by
(|z| +i0)P~t = |2|~1. Aby uprosci¢ sobie sprawe dokonujemy przeskalowania zmiennej
catkowania (y = az/b):

00 -1 1 b B-1 roo B-1
/ dx L =—|- / dy Y :
0 ar+b al\a 0 1+y
i catkujemy po konturze z rysunku 9 obiegajacym rozciecie funkcje f(z) = 2°71/(z + 1).
Szacujemy nastepnie w standardowy sposob calki po okregach

2 oB-1
/ dz f(z) §/ dpe —0,
Ko 0 1—¢

2 RB-1 RS
< =
_/0 d(pRR_l 27TR_1—>O,

bo 8 > 0;

/K =52

jako, ze 8 < 1. W podwojnej granicy ¢ — 0, R — co mamy zatem réwnosé:

oo yﬁ—l 0 yﬁ—l e27ri(6—1)
d —i—/ dy=—— =2mires f(2)|.__, .

Zgodnie z rozcieciem plaszezyzny i przyjeta definicjy fazy, 2 = —1 = e™. Residuum w
z =1 jest wiec rowne "~ i po obroceniu granic drugiej catki otrzymujemy

. o0 yﬁ_l .
(1 — 627”(6_1)) / dy 1 = 27 ™)
0 +y
Zatem
/oodzv 2 ey z =
0 l+z 11— e sin[r(1 —f)]  sin(7B)’
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czyli

e8] l,ﬁ—l b p-1 T
d = |- —_— d b>0.
/0 Taz+b (a) asin(rg3)’ sy d

Gdy ab < 0, calka nie istnieje w sensie Scistym, ale mozna jej nadac sens przez przejscie

graniczne:
0o -1 1—¢ o Bs—1
P/ dx Y = (/ +/ )d:v Y
0 y—1 0 1+e y—1

(po odpowiednim przeskalowaniu zmiennej catkowania). Jest to calka w sensie warto$ci
gltownej (oczywiscie warunek zbieznosci catki na kranicach przedzialu [0, 00), tj. 0 < 8 < 1,
pozostaje w mocy). Aby ja obliczy¢, calkujemy funkcje g(2) = 2°~1/(z—1) po konturze z
rysunku 11 omijajacym punkt osobliwy potozony na rozcieciu. Jako, ze teraz w obszarze
otoczonym konturem I funkcja g(z) jest holomorficzna,

j{/dzg(z) =0.

W rozbiciu catki po lewej stronie trzeba teraz jednak uwzgledni¢ calki po potokregach (o
promieniach €) obiegajacych punkt z = 1 (caltka po okregu obiegajacym punkt z = 0 oraz
catka po duzym okregu znikaja tak jak poprzednio). Na gornym polokregu z = 1 +¢c€# i

gbéra 0 ) 1 ip p—1

/ dzg(z) = / dpie ew% — —iT.
1 ) P
2

Ko (a ger

Na dolnym za$ 2z = €™ (1 + c¢%) i

1

dél Q _e2m(B-1)i (] ip)\B— .
/ dz g(2) :/ dpic ' - U+ee®) |, ipermto-ni
1K (a) 2 eew

™

Z twierdzenia o residuach otrzymujemy zatem zwiazek

00 B—1
1 — e2mi(B=1) P/ d Yy
( € ) 0 y 1 _I_

tj. (wyniki dla obu znakow iloczynu ab potwierdza program Mathematica)

= —iT (1 + ezm(ﬁ_l)) ,

Y

o e 7|l
Pl d = —— |- t , d b<0.
/0 xax+b ala cte(m5) gy @

Zadanie

Poda¢ warunki zbieznosci catki niewtasciwej

00 B—1 1
/ dr x nx ’
0 ar +b

59



gdy ab > 0 i obliczy¢ ja metoda residuow wykorzystujac kontur “dziurka od klucza”
(rysunek 9).
Rozwigzanie: Warunki zbieznosci catki sa takie same jak w poprzednim zadaniu, t;j.
0 < B <1, gdyz logarytm zachowuje sie jak zerowa potega x.

Catkujemy po konturze “dziurka od klucza” z rysunku 9 funkcje

_ 2P=1lnz

fz) = az+b

Jak zwykle calka po malym okregu obiegajacym z = 0 i catka po duzym okregu znikaja
w granicy ¢ — 0, R — 0o. Przedluzajac standardowo f(z) na dolny brzeg rozciecia
otrzymujemy w tej granicy zwiazek

* 2P llng 0 e2r(B=Digh=1(2mi + Inx) ,
f(dz f(Z) = /0 dx T—'—b + /Oodl' az + b = 2mi resf(z>|z:—b/a '

Residuum funkcji f(z) w jedynym punkcie osobliwym znajdujacym sie wewnatrz konturu

[ jest rowne
10\, b
N im(B—1) . _'_1 ~ .
res f(2)] .= /4 - (a) e <m n a)

Po uporzadkowaniu granic calek i przeniesieniu calki bez logarytmu na druga strone
dostajemy zatem zwigzek

00 8—1 : -1
(1 — -0y / gp 5 mz 2w (9) Gin(8=1) <,m o 9)
0 b+ ax a \a a

[0 p-1
4274 2 (A1) / dr = )
0 b + axr

Catka wystepujaca w drugiej linii zostata obliczona w poprzednim zadaniu. Mamy wiec

/Oodx lny 7« (b)ﬁ_l it +1In(b/a)  2mie2 BV 7 (b)ﬁ_l 1
0

B sin(73) 1—e2r(5-Di g \a sin(73)’

b+axr a

a

i po uporzadkowaniu

/°° 2’ tlhnx 7 (b)ﬁ_l In(b/a) 7* (b)ﬁ_l cos(m3)

d,’L’ —_ = — — N - — — 5, v

0 b+ ax a\a sin(78) a \a sin®(7 )

Zauwazmy na komniec, ze skoro i tak trzeba bylo wykorzysta¢ wynik calki obliczonej w
poprzednim zadaniu, to mozna to byto zrobié¢ tez inaczej, zauwazajac po prostu, ze

* 2P llnz  d [, 2P d (\"" =«
de ——— = — de —— = — | = —
0 b+ ax B Jo b+ax dfB \a asin(m )

co prowadzi natychmiast do powyzszego wyniku.
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Zadanie
Poda¢ warunki zbieznosci catki niewtasciwej

o xa
de —2
/0 T

i obliczy¢ ja metoda residuow wykorzystujac kontur “dziurka od klucza” (rysunek 9).
Rozwigzanie: Dla x — 0 oraz x — oo calka zachowuje sie odpowiednio jak

o
N/d:)szva, oraz N/ de x3.
0

Catka jest zatem zbiezna, jedli, co tez i dalej zakladamy, —1 < a < 2.

Korzystajac z konturu I' “dziurka od klucza” przyjmujemy omowionag wyzej definicje
funkeji z* na plaszczyznie z rozcieciem biegnacym od z = 0 wzdluz dodatniej polosi
rzeczywistej do z = oo, przy czym faze wybieramy tak, by (z 4 i0)* = z%, gdy = > 0.
Mamy wtedy

a

édzf(z)E/KEde(Z)ﬂL/eRdf’flf_xs

5 2w\
v/ )+ / A S (O

R i:07+7_

gdzie 2y, 2, 1 z_ sa trzema pierwiastkami rownanania z* + 1 = 0:
zp=—1=¢", Z+:§(1—|—Z\/§):63, Z+:§(1—Z\/§):63.

Druga posta¢ kazdego z tych pierwiastkow jest zgodna z przyjeta definicja funkcji f(z)
na plaszczyznie z rozcieciem (i to ona musi by¢ uzyta wszedzie, gdzie z; jest podnoszony
do niecalkowitej potegi.

Szacujemy nastepnie w standardowy sposob calki po okregach

2w a
/ dz f(z) S/ dpe c -0,
KZ 0

1—¢3

bo a > —1;

27 a a+1

R Rot

< 7:2 _—
—/0 R =m0

/K = 5)

jako, ze a < 2. W podwojnej granicy € — 0, R — oo mamy zatem réwnosc:

mia OO z®
(1—¢ )/0 dxl—i—x?’: Z res f(z)|,—,, -

i=0,+,—
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Residua znajdujemy wykorzystujac rozktad 2% +1 = (2 + 1)(2% — 2z + 1), oraz to, ze
Zy — 2. = iV3:

1 ima
I'eSf(Z)|Z:_1 = ge ’
etz 1 e5e L imq ix
_ - - _ zga Z§
res f(z)\zzz+ zf(z+ n 1) 3 e's%e's |
ez—a 1 ei%a 1 .sx s
= = —— =——e3%"3 :
resf(Z)|Z:Z7 _if(z_ +1) 3 2, 3 € e

Stad

o0 a .
du ro_ 2mi it _ gi%a i _ i%a —if
0 1+x3  3(1 — e?mia)

= . 2mi . 1 — e i5aeis _ giFapmis
Y
3(€—z7ra _ ewra)

czyli, po zapisaniu wyniku przez funkcje trygonometryczne,

/Oooda: : i‘”ajg = 3Si1:(7m) {2 cos [g(Qa — 1)] _ 1}.

Aby z tej postaci znalez¢ wartosé calki dla a = 0, trzeba oblicza¢ granice a — 0 (wy-
nik: 27/3+/3). Troche sztuczek trygonometrycznych pozwala wynik przepisa¢ w postaci
(takiej, w jakiej daje go program Mathematica)

/"de r* T
0 1+2%  3sin[in(l+a)]’
ktora od razu daje skonczony wynik dla —1 < a < 2.

Zadanie
Poda¢ warunki zbieznosci catki niewtasciwej

o0 xa
/o W

i obliczy¢ ja metoda residuow wykorzystujac kontur “dziurka od klucza” (rysunek 9).
Rozwigzanie: Calka jest zbiezna, jesli —1 < a < 3. Calkujac po konturze dziurka od
klucza mamy

> :I;a mTal xa
%dzf(z)z/o da:m—l— e’ /dxm

_|_/ dz f(z) = 2mi (res f(2)|._; + res f(z)|z:—i) )

€
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przy czym ¢ oraz —i nalezy, zgodnle z deﬁmqq funkcji 2 na plaszczyznie z rozcieciem
zapisa¢ odpowiednio w postaci €'z oraz €’ 7.
Znajdujemy residua (bieguny sa drugiego rzedu). Pochodna:

d 2% az® 229

dz (z+4)?  2(z+i)? (2+4)3

i residua:

e O = (s~ ) 5 = Hlam D

a 2 - 37 —1 - 37
res f(2)|.__;, = (—z’(—Qi)Q - (—2@')3) et = T (a—1)e'=1,
Pokazujemy nastepnie standardowo, ze w granicy R — oo catka po duzym okregu
zachowuje sie jak R*™'/R* = R3, a w granicy ¢ — 0 catka po matym - jak £%*1; obie
catki znikaja zatem dla takich a, dla ktorych wyjsciowa catka jest zbiezna.
W podwoéjnej granicy R — 0o, € — 0, po uporzadkowaniu granic drugiej catki, otrzy-
mujemy zatem zwiazek

raiy [ X i .
(1—62 )/0 dx(1+x2)2:§(a—1)<e 2 —e2>,

ktory daje:

> x° 7 e (ei30 — 7130 m sin(mra/2) (1 —a)
/ dz 22:_(a_1)_m5 ita _ —imz):_( 1) — - :
0 (1+22) 2 e (e e~ima) 2 sin(ra) 4 cos(ra/2)

I etot riezultat, kak prawito, potwierdzdajet programma Mathematica.

Zadanie
Poda¢ warunki zbieznosci calki niewtasciwej

| e
Z )
0 22 —2xcos A+ 1

i obliczy¢ ja metoda residuow wykorzystujac kontur “dziurka od klucza” (rysunek 9).
Rozwigzanie: Calka jest zbiezna dla —1 < p < 1. Calkujemy po “dziurce od klucza”
funkcje

2P P
22 —2zcos A+ 1 (2 —e) (2 — e’

f(z) =

Poniewaz zgodnie z definicja funkcji 2P na plaszczyznie z rozcieciem, takim jak na rysunku
9, argument kazdej liczby zespolonej musi naleze¢ do przedziatu (0,27), przeto drugi

pierwiastek rownania kwadratowego 2% — 2z cos A + 1 = 0 musi zostaé¢ zapisany w postaci
i(2m—X)
el .
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W granicy R — oo, ¢ — 0 znikaja jak zwykle catki po okregach. Wewnatrz konturu
funkcja ma dwa bieguny proste; suma residuéw funkcji w tych punktach wynosi

€i)\p ei(27r—)\)p
ZI‘GS f(Z) = eih — i(2m—X) + ei(2m=A) _ piA
1

T oih _ pi2mN) (e — e Y)

Z twierdzenia o residuach, w granicy R — 0o, ¢ — 0 otrzymujemy zatem zwiazek

' > P 271 . .
1 — e d = — . iph _ i(27r—A)p
( ‘ ) /o ! 22 —2xcos A+ 1 et — eilm=A) (e € ) )
czyli
/ Ood o’ 2mi P (e — e 7 sinfp(m — A)]
T - — ' ‘ ‘ | _
0 22 —2rcos A+ 1 et —eil2m-X) ePT (e~ — ipm) sin A sin(pn)

co mozna zapisa¢ w postaci

o P T ,
/0 dx Py S b [cos(p\) — ctg(pm) sin(pA)] .

Przypomnienie
Funkcja't

z—a
= (322)
ma dla a ¢ Z dwa punkty rozgalezienia w z = a oraz z = b. Teraz jednak mozna
h(z) (niezaleznie od tego, czy wykladnik « jest liczba wymierna, czy nie) zdefiniowac
jako funkcje jednoznaczna na ptaszczyznie zespolonej zmiennej z majacej jedno rozciecie
taczqce punkty z = a i z = b. (Oczywiscie mozna by tez zrobi¢ dwa ciecia jedno od z = a
do z = oo i drugie od z = b do z = o0; bylo by to jednak niewykorzystanie wszystkich
mozliwosci i nie bytoby uzyteczne w przykladzie rozpatrywanym ponizej). Istotnie, jesli
h(z) zdefiniujemy wzorem

«

zZ—a . B .
elpa=wpp) il :

hz) = b— =z

w ktorym fazy ¢, i ¢ sa zdefiniowane na rysunku 13 (faza [ jest na razie dowolna;
ustalimy ja za chwile), to po obiegnieciu przez zmienna z naokolo calego rozciecia zaré6wno
faza ,, jak i faza ¢, zmienig sie o 27, ale ich r6znica nie ulegnie zmianie i wartosé¢ funkcji
h(z) zdefinowana powyzszym wzorem bedzie taka, jak przed obiegiem. (Nie bylo by tak,
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\
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Rysunek 13: Sposob zdefiniowania funkcji h(z) = [(z — a)/(b — 2)]* na plaszczyznie
zmiennej zespolonej z majacej ciecie od z = a do z = b.

gdyby zmienna z obiegla np. punkt z = a przechodzac przez rozciecie: faza o, zmienitaby
sie wtedy o 2w, ale faza , - nie).

Faze § mozna wybra¢ dowolnie. Poniewaz dobrze by bylo, by wartosci funkeji h(z)
pokrywaly sie z warto§ciami rzeczywistej funkcji H : (a,b) — Ry

e - (122

dla rzeczywistych zmiennych z nalezacych do przedziatu (a,b), przeto definiujemy:'®

a

r—a gia(pa—ep) gima

b—z

h(z) =

Jak tatwo sprawdzi¢, dla z = x 40 (jak juz bylo powiedziane, zapis ten nalezy rozumieé¢
jako z = x + id, gdzie § — 07) takich, ze a < z < b, warto$ci tak zdefiniowanej funkcji
h(z) sa rzeczywiste i dodatnie. Istotnie: mamy wtedy ¢, = 0 oraz ¢, = 7 i calkowita
faza jest rowna zeru.

Zadanie
Obliczy¢ catke

/1 dx
o (z+ 1)1 —z)]/3

Rozwigzanie: Calka jest zbiezna: wprawdzie punkty graniczne sa punktami osobliwymi
funkcji podcatkowej, niemniej osobliwosci te sa catkowalne (zgodnie ze zwyklymi kryte-
riami skoriczonosci calek niewlasciwych). W celu obliczenia powyzszej calki catkujemy

14W zasadzie wszystko, co méwimy ponizej pozostaje stuszne dla a,b € C. Poniewaz jednak intere-
sowac¢ nas beda calki z funkcji rzeczywistych, wiec ograniczymy sie do przypadku rzeczywistych a i b.
Przyjmiemy takze dalej, ze a < b.

15W istocie zdefiniowana na rysunku 13 faza oy jest fazg liczby z — b, a nie b — z; faza tej drugiej rézni
sie od @y 0 7 i to jest powodem, dla ktorego przy narzuconym na funkcje h(z) warunku, konieczne jest
uwzglednienie w jej definicji dodatkowego czynnika e*™*.
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Rysunek 14: Kontur catkowania I' zwany “koscia na talerzu”.

po konturze I" typu “ko$¢ na talerzu” (o a = 01 b = 1) pokazanym na rysunku 14 funkcje

f) = z(zl—l—l) (liz)l/?)’

przy czym niebedacy funkcja jednoznaczna na catej ptaszczyznie drugi czynnik definiu-
jemy w sposob omoéwiony powyzej na plaszczyznie z rozcieciem biegnacym po osi rzeczy-
wistej od z = 0 do z = 1. Dla z = 2 440, gdzie 0 < z < 1 (tj. na gérnym poziomy
fragmencie “kosci”) mamy wtedy zgodnie z przyjetym przepisem

1 N E
f(x+i0)z5l_i>rgl+f(x+i5):x(erl) (1—x) ’

adla z =2 — 10, gdzie 0 < x < 1 (tj. na dolnym poziomy fragmencie “kosci”)

1 T 1/3 2
r—10) = lim f(zx—1id) = es™

I/ ) 5i>o+f( ) z(r+1) (1—:17) ’
jako ze aby sie tam dosta¢ od z = x+10 musimy okrazy¢ np. punkt z = 0 od lewej strony,
a wtedy faza @, (patrz rys. 13) wzrasta od 0 do 27 (faza ¢} pozostaje przy tym réwna
7). Mogliby$my tez zamiast tego okrazy¢ punkt z = 1 od prawej strony: wtedy faza ¢,
nie zmienitaby sie, za to faza ¢, zmalataby o 27 1 wynik bytby taki sam.

Mozemy zatem napisaé

ﬁ iz f(2) = / Tl fo) + i /1 ;dx f(2)
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+/K€(O)dzf(z)+/KE(l)de(Z)Jr/KRde(Z)

= 2mi resf(2)],__, -

UwzgledniliSmy tu to, ze w obszarze zawartym wewnatrz konturu, tj. pomiedzy “koscia”
wlasciwal® a brzegiem “talerza” (duzym okregiem), funkcja f(z) ma tylko jeden biegun
w z = —1. Interesuje nas oczywiscie granica ¢ — 0 (K7 (0) oraz K_ (1) oznaczaja okregi
o promieniu ¢ i $rodkach odpowiednio w z = 0 oraz z = 1; minus u goéry oznacza, ze s
one obiegane zgodnie z kierunkiem ruchu wskazowek zegara), w ktorej calki po prostych
fragmentach kosci staja sie catka, ktora chcemy obliczyc¢.

Oszacujmy zatem calke po epsilonowym okregu wokol z = 0. Na tym okregu z = e,
Mamy

2T dQOE
< - - -
~ Jo  |(T+eew)[e2eiv(1 — ceiw)]/3|

| a0
K< (0)

/27r d(pé? 61/3
< ) WL
o (I—g)e(1l—g)Vs (1—g)t/s

Podobnie szacuje sie catke po K7 (1). Zatem w granicy € — 0 calki te znikaja.
Pozostaje zatem rozpatrzy¢ catke po brzegu “talerza”; tj. okregu o promieniu R. Tu
sprawa jest prosta bo na okregu o promieniu R, na ktorym z = Re* calka ta zachowuje

sie jak
TdpR 1
a2 )|~ [~
/KR o R R

i znika w granicy R — co. W nastepnych przyktadach podobne catki nie beda juz znikaé
i do ich efektywnego obliczania przydatny bedzie koncept residuum w nieskoriczonosci.

W granicy R — oo, ¢ = 0 i po odwro6ceniu granic drugiej z calek otrzymujemy wiec
zwigzek:

<1 — e%“) /1d1' f(z) =2mi res f(2)| __, -
0

W z = —1 funkcja f(z) ma biegun prosty i residuum jest dane przez
1/ 2 \'"* 1|1, i es™
e 1 — = — | — _(ﬂ-_ﬂ-) 37 = ——
ves f(2)].= Zlif{ll z <1 — z) -1 2 “ « 21/3
(w punkcie z = —1 lezacym na rysunku 13 na osi rzeczywistej na lewo od punktu a = 0

obie fazy ¢, oraz ¢y sa rowne 7).

16Jak w dowcipie: “Z czego sie sktada pies ogdlnowojskowy? Z zolmierza prowadzacego, smyczy prze-
wodzacej i psa wlasciwego”.

63



Stad ostatecznie (wynik sprawdzony programem Mathematica)

/1 dx o 2mi es™ 271
o (x+ D21 —x)]V3 213 1 edmi 01/8(e=57 _ 5
T 22/3 1

T 2Bsin(n/3) 3

Zadanie
Wykorzystujac kontur “kos¢ (na talerzu)” obliczy¢ catke

! dx
I= .
/_1 (ax +0b)[(1—2)(1— 172)]1/3

Rozpatrzy¢ przypadki [b/a| > 1 oraz |b/a| < 1.
Rozwiagzanie: Jesli [b/a| > 1, calka jest zbiezna zgodnie ze zwyklymi kryteriami zbiez-
no$ci caltek niewtasciwych. Aby ja obliczy¢ catkujemy funkcje

B 1 241\ 1
f(z)_(az—l-b)(l—z) (1_2) (az+b)(1 —2)

S
annit B TR

1—=2

Y

po konturze “ko$¢ na talerzu” pokazanym na rysunku 14. Wewnatrz konturu (tj. pomiedzy
koscia wlasciwa, a brzegiem talerza) funkcja f(z) ma jeden biegun prosty w punkcie

z = —b/a. Jej residuum w tym punkcie jest rowne
1 a — b _1/3 _ .
= t3
resf(z)|z:—b/a a+b a+b € )

gdyz albo ¢, = ¢, =0 (gdy —b/a > 0), albo ¢, = ¢, = 7 (gdy —b/a < 0).

Nietrudno sprawdzi¢, tak jak w poprzednim zadaniu, ze w granicy € — 0 znikaja obie
catki po okregach (o promieniach € okrazajace punkty z = F1, a w granicy R — oo znika
catka po duzym okregu (o promieniu R - “brzegu talerza”). W tej podwojnej granicy
mamy zatem zwiagzek

faier= [(rsoy+ [ e s —iny= 20

1 a+b

~1/3
e's,

a—>b
a+b

w[x

lub, po uwzglednieniu, ze zgodnie z reguta przedhuzania funkcji na dolny brzeg “kosci”
. - 27 . . . . .
f(z —i0) = e™*% f(x) (na dolnym brzegu ¢, = 27, ¢, = 7) i odwrdceniu granic drugiej
calki
1 . —-1/3
cor 2 .
<1 — e_’%) /_ldx f(x) = - izb e’

a—>
a+b

w[3
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Rysunek 15: Kontur catkowania I' omijajacy biegun potozony na rozcieciu.

Zatem gdy |b/a| > 1

1/3 o 1/3

~ V3(a+Db)

a+b
a—>

a+b
a—2b

1 dx T
/_1 (az +b) [(1 — 2)(1 — 22)]/*  (a+b)sin(r/3)

Gdy |b/a| < 1 calka istnieje w sensie wartosci gtownej (punkt osobliwy lezy w prze-
dziale catkowania). Aby ja obliczy¢ w tym sensie, catkujemy funkcje f(z) po konturze
[V “ko$¢ z gulka na talerzu”, tj. po konturze podobnym do tego z rysunku 14, ale z “ko-
Scig wlasciwg’ zastapiona konturem z rysunku 15. Wewnatrz konturu, tj. w obszarze
pomiedzy “koscia z gulka”, a “brzegiem talerza” funkcja jest holomorficzna. Zatem

%ldzf(z) ~0.

Calki po okregach okrazajace punkty z = F1 oraz calka po “brzegu talerza” znikaja, tak
jak poprzednio, w granicy ¢ — 0, R — oco. Trzeba teraz jednak uwzglednié¢ takze calki
po “gulce” tj. po malych potokregach (o promieniu €) okrazajace punkt zp = —b/a. Na
gornym polokregu z = —b/a + e i

gora ( ) 0 i
dz f(z) — / dy
/éKE(zo) ™ a+b

(jako ze dla z na gornym brzegu kosci ¢, = 0, ¢, = 7). Na dolnym za$

-1/3 1/3

a—>b
a+b

—T
a+b

a+b
a—2>b

-1/3 1/3
/ / .

3

a—2>
a+b

a+b
a—2b

—1

2m —uT
3 =
a+b

Y

a6l - ;
/ dz f(z) — dy

1

2

K¢ (20) 2 a+b

gdyz tam ¢, = 2w, ¢, = 7. Gdy |b/a|] < 1 calka (teraz w sensie wartosci gtownej) daje
zatem

1 dx _ metg(m/3)
P/_1 (ax +b)[(1—2)(1—22)]*  (a+D)

1/3
/ ™

V3 (a+b)

a+b 1/3

a—>b

a+b
a—2>b
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Przypomnienie:

Niech funkcja f(z) bedzie holomorficzna w pierScieniu r < |z| < oco. Obszar ten nazywamy
otoczeniem pierécieniowym punktu z = oo. W otoczeniu tym traktowanym jako otoczenie
pierscieniowe punktu z = 0 funkcja moze by¢ przedstawiona w postaci szeregu Wawrzusia

o0 o a
f(z):Zanz"+ao+ —,
n=1 n=1 o

stanowiacym jednoczesnie (z definicji) rozwiniecie funkcji f(z) w otoczeniu punktu z = oc.
Jesli w powyzszym szeregu znikaja wszystkie wspotczynniki a,, o n > 0 (czyli znika cala
pierwsza suma), to mowimy, ze funkcja f(z) jest regularna w z = 0o. Gdy niezerowa jest
tylko skonczona liczba wyrazow z dodatnimi potegami z, to funkcja f(z) ma w z = oo
biegun skonczonego rzedu: biegun jest rzedu k, gdy
“a
F(2) :Z%+ao+a1z+a2z2+...+akz’“.

n=1

Jesli za$ czesé szeregu z dodatnimi potegami z nie urywa sie, to méwimy ze f(z) ma w
2z = 00 0sobliwos¢ istotna.

Wygodne kryterium badania charakteru funkcji f(z) w punkcie z = oo daje na-
stepujaca obserwacja: jesli funkcja f(z) jest holomorficzna w otoczeniu pierscieniowym
r < |z| < oo, to funkcja

9(2) = f(1/2),

jest holomorficzna w otoczeniu pierscieniowym 0 < |z| < 1/r punktu z = 0. Zatem jesli
funkcja g(z) = f(1/2) jest w punkcie z = 0 regularna (tj. ¢(z) nie jest w tym punkcie
osobliwa), to w punkcie z = oo jest tez regularna funkcja f(z). Jesli g(z) maw z =0
biegun rzedu k, to funkcja f(z) ma w z = oo rowniez biegun rzedu k, jesli zas g(z) ma w
z = 0 punkt istotnie osobliwy, to funkcja f(z) ma takowy w z = oo.

Residuum funkcji f(z) w punkcie z = oo nazywa sie wziety z minusem (!) wspol-
czynnik a_; rozwiniecia f(z) w szereg Wawrzusia wokol z = co. Zauwazmy od razu, ze
funkcja f(z) moze by¢é w z = oo regularna w sensie podanej wyzej definicji, a mimo to
mie¢ w z = oo niezerowe residuum; w przypadku punktéw z # oo regularnosc funkcji w
takim punkcie pociagala za soba znikanie residuum. Wspolezynnik a_; rozwiniecia f(2)
w otoczeniu z = 0o jest zarazem proporcjonalny do warto$¢ calki z f(z) po obiegajacym
jednokrotnie punkt z = 0 zamknietym konturze lezacym catkowicie w otoczeniu pierscie-
niowym punktu z = oo, tj. po konturze, na ktéorym |z| > r (w granicy kontur moze by¢
uwazany za nieskonczenie duzy i obiegajacy jednokrotnie punkt z = oco; branie tej granicy
nie jest jednak konieczne):

vesf(2)], = —a s = — = ddz f(2).

21
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Zwiazek ten wynika jak zwykle z bezposredniego scatkowania f(z) po okregu o dowolnym
promieniu R > r i srodku w z = 0. Istotnie:

2 oo
/ dz f(z) = / doiRe™ Z apR" ™ = 2mia_, .
KRr(0) 0

n=—oo

Zauwazmy od razu, ze skoro te sama catke po mozna takze obliczy¢ jako 27i razy suma
residuow funkeji f(2) znajdujacych sie wewngtrz okregu o b. duzym promieniu R (tak du-
zym, ze obejmuje wszystkie punkty ptaszczyzny zespolonej, w ktorych f(z) jest osobliwa),
musi zachodzi¢ zwiazek

—resf(z Zresf ama(i)

w ktorym suma jest brana po wszystkich izolowanych skoriczonych punktach osobliwych
funkcji f(z) na plaszczyznie zespolonej.

Glownym zastosowaniem pojecia residuum f(z) w z = oo jest wlasnie obliczanie
calek po zamknietych konturach oddalonych odpowiednio daleko od z = 0. Powodem,
dla ktorego residuum w nieskoniczonosci jest zdefiniowane ze znakiem minus jest (jak
zobaczymy) nieredukowalne (i w zasadzie chwalebne!) dazenie matematykow do elegancji.

Jesli funkcja f(z) ma w z = oo biegun rzedu k (co naogol najtatwiej ustali¢ badajac
funkcje g(z) = f(1/z) w punkcie z = 0), jej residuum jest dane tatwym do zrozumienia
wzorem (uwzglednia on juz ten “anomalny” minus w definicji residuum w z = 00)

1 gy (210,

(k+1)! 2=00 dzk+1

resf(2)].oa0 =

Zauwazmy tez, ze jesli np. f(z) = 1/z, to w powyzszym wzorze k = —1 (pamietamy, ze
0! =1). Oczywiscie jesli funkcja f(z) ma w z = oo osobliwos¢ istotna, to powyzszy wzor
nie dziala i jej residuum w tym punkcie nalezy szuka¢ rozwijajac ja w szereg W.

Przyklady
Jako pierwszy przyktad sprawdzmy funkcje podobna do tej z poprzedniego zadania:

J(2) = z(z1+1) (1:)1/3'

Bezposrednio dla |z| — oo mozemy napisac:

J(z) = z2(1—|1—1/z) (1 —_1/2)1/3 ‘

Rozwijajac czynniki 1+ 1/z w szeregi potegowe widzimy od razu, ze

-0 o (2),

z
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czyli ze a_; = 0. Ten sam wniosek mozna uzyskaé¢ konstruujac funkcje

o) = 10/ = T (2 )/

1+2z\z-1

Punkt 2z = 0 jest jej punktem regularnym, a zatem z = oo jest punktem regularnym
funkcji f(z). Samo to jeszcze nie oznacza, ze znika residuum f(z) w z = oo, ale wida¢ tez
od razu, ze rozwiniecie g(z) wokot z = 0 zaczyna sie od wyrazu 22, co oznacza wlanie,
ze resf(2)],—00 = 0.

Drugim przyktadem jest funkcja

TERE.tR

Poniewaz funkcja

22 cos 2

9(z) = f(1/2) = 21

moze by¢ rozwinieta w zwykty szereg Taylora wokot z = 0

1
g(z) =221 -2+ 24 +..) (1—§z2+...),

wiec sama funkcja f(z) jest regularna w punkcie z = co i ma zerowe residuum w tym
punkcie (bo wspotezynnik przy z rozwiniecia g(z) wokol z = 0 jest rowny zeru).

Zadanie
Obliczy¢ catke

= fe iy = (2)

po zamknietym konturze I' obejmujacym punkty zo = 0, 21 = 1 oraz 2o = 2.
Rozwigzanie: Calka oczywiscie jest rowna 27 razy suma residuéw funkeji podcatkowej

)= =g ()

w jej punktach osobliwych obejmowanych przez kontur I'. Sa to: punkty z =11 2 =
2, w ktorych f(z) ma bieguny proste oraz z = zy bedacy punktem istotnie osobliwym
funkcji f(2). Residua f(2) w z = 11 z = 2 znalez¢ tatwo; trudniej zato jest wyznaczé
residuum f(z) w z = 0, bo nie dziala w tym przypadku standardowy wzor z pochodnymi.
Tymczasem calke te mozna znacznie prosciej obliczy¢ wykorzystujac residuum f(z) w
z = 00. Rzeczywiscie: z rozwiniecia f(z) w otoczeniu pierScieniowym z = oo

1 1 2 4 11 2
f(Z)—(l—F;—'—;—i-...) (14—;—'—;—1-...) (;—@—F) y
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od razu wida¢, ze a_; = 0 (bo wyraz 1/z nie wystapi) i, jako ze na zewnatrz konturu I'
niema innych punktow osobliwych funkeji f(z), calka I jest rowna zeru.

Aby sie przekonaé, ze rzeczywiscie jest to dobry wynik, obliczmy jednak calke stan-
dardowo. Suma residuéw w z =11 z = 2 daje

1
res f(2)|,_, + res f(2)|,_, = —sin® 1 + 4 sin? 3

Aby za$ wyznaczy¢ residuum w punkcie z = 0 zapisujemy f(z) w postaci

f(z):%(l—l—zfQ—Zil) (1—608%),

z ktorej od razu widaé, ze residuum f(z) w z = 0 jest suma residuéw w z = 0 funkeji

2 2
h(z) = po— (l—cos;),

1 1 2
- 1— cos 2
o) =~y (1),

jako, ze kosinus jest funkcja parzysty i jedynka z pierwszego nawiasu funkcji f(z) nie da
wyrazu 1/z. Aby znalez¢ residuum h(z) piszemy jej rozwiniecie

M) =1 —12/2 (1 _Cosg) - {1+§+ <§)2+}§: ((;37 G)z" ‘

n=1

oraz funkcji

Wida¢ z niego, ze przy mnozeniu przez siebie tych dwu szeregdw powstanie nastepujacy
wyraz proporcjonalny do 1/z:

21

_ 2

zZ z

)

2 i (=)™  2(—1+4cosl) —4sin
z <= (2n)!

ktory daje przyczynek do residuum f(z) w z = 0 doktadnie redukujacy residuum f(z) w
z = 2. Podobnie w rozwinieciu funkeji g(2)

g(z):—%(1+z+z2+...)z((;:3? (g) ,

n=1

otrzymamy przy wymnazaniu szeregow wyraz

o0

1 3 (-2 1—cos2 sin’1

2z (2n)! 2z oz

n—
dajacy do residuum f(z) w z = 0 przyczynek redukujacy residuum f(z) w z = 1. Tak wiec
rzeczywiscie suma residuow funkcji f(z) w jej punktach osobliwych zawartych wewnatrz
konturu I' wynosi zero i standardowy sposob obliczenia calki I daje ten sam wynik, co jej
obliczenie z wykorzystaniem residuum f(z) w nieskonczonosci.
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Zadanie
Obliczy¢ calke

b dx
I = )
/ NCEDI

Rozwigzanie: Zgodnie ze zwyklymi kryteriami zbiezno$ci catek niewtasciwych catka ta
jest zbiezna. Aby ja obliczy¢ catkujemy funkcje

1 Jz—a 1
f(z):z—a b—z z—a

po konturze “ko$¢ na talerzu” pokazanym na rysunku 14. Wewnatrz konturu (tj. pomiedzy
koscia wtlasciwa, a brzegiem talerza) funkcja f(z) jest holomorficzna.
W punkcie z = oo funkcja f(z) jest regularna, bo funkcja

g9(z) = f(1/z2) =

s _al¥?
e3(Pa—ppt)
)

b—z

VA —az)(bz 1)

ma w z = 0 zero pierwszego rzedu, ale f(z) ma w z = oo nieznikajace residuum —a_; (w

“mechanicznym” wzorze na residuum k = —1):
—a_y = res f(2)],_, = — lim (2f(2))
Z—00
/2
=~ lim —— |20 st = _iF =
o0 z—a|b—z ’

gdyz w granicy z — oo (obojetne, w ktorym kierunku) obie fazy ¢, i ¢, zdefiniowane na
rysunku 13 staja sie rowne.

Tak jak w poprzednich przyktadach mozna tatwo pokazac, ze catki po malych okregach
(o promieniach ¢) obiegajacych punkty z = a i z = b znikaja w granicy € — 0.

W granicy € — 0 mamy zatem z twierdzenia o residuach réwnosé

]{fzzf(z) :/abdxf(x)+/badxf(x—z'0)+/KRdzf(z) o,

lub, po uwzglednieniu, ze zgodnie z reguta przedtuzania funkcji na dolny brzeg “kosci”
f(x —i0) = — f(x) oraz wykorzystujac koncept residuum w nieskoriczonosci

=2mia_; = 2m.

v e =

Zadanie
Obliczy¢ calke



Rozwigzanie: Rozszerzona na zbior liczb zespolonych funkcje podcatkows zapisujemy w

postaci
£(2) 3—2( z )3/4:,2—3' z

3/4
i1 (Pa—pptm)

:5—2 33—z z—5|3—z

i catkujemy po konturze “ko$¢ na talerzu” (rysunek 14). Dla z = x + i0 mamy wtedy
zgodnie z przepisem f(z =z +1i0) = f(z), na dolnym za$ prostym odcinku kosci

flz—i0) = e2™ f(x),

gdyz tam ¢, = 27, a ¢, = m. Mamy wiec (catki po malych okregach wokot punktow
a =01 b= 3 znikaja, tak jak w poprzednim przyktadzie):

ﬁdzf(z) :/03d:vf(:v)+eg’” /Oda;f(a:)+/ dz f(z) = 2mi ves f(2)],_ .

3 Kpg

Residuum w punkcie z = 5 tatwo znalezé¢ (funkcja ma tam biegun prosty):

3/4 3/4
ei%(O—O—i—w)] —9 (?) oA
2
gdyz w tym punkcie ¢, = ¢, = 0.

Nastepnie musimy obliczy¢ catke po duzym okregu o promieniu R > 5 (nie musimy
bra¢ R — oo; wystarczy taki promieni R, by funkcja f(z) bylta holomorficzna w pierscieniu
R < |z| < 00). Calke te obliczamy wykorzystujac residuum f(z) w z = oo. Zapisujac

f(2) w postaci
13/ -1\
I =157 (1—3/z) ’

z

33—z

res )]s = lim [<z -3)

widzimy, iz jej rozwiniecie w szereg Wawrzusia dla R < |z| < oo bedzie miato postaé
a_1
f(z):+7+a0,

tj. w z = oo funkcja f(z) ma biegun rzedu 0. Mozemy wiec skorzysta¢ z podanego wyzej
wWzOoru

2 df

(1%
T Zli}rgoz 7

e e I e

- (3;)3/4{(2:25)2 +Zz(33—z) iii}
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Znajdujemy wiec, ze

]

Czynnik fazowy wynosi ei%”, gdyz dla z — oo, obojetne, w ktorym kierunku, ¢, —¢p — 0
(obie linie taczace punkty z = a i z = b z punktem z — oo staja sie w granicy nawzajem
do siebie rownolegle).

Mamy wiec

<1 B 6gm) /Ogd:):f(:)s) _ _/K dz f(2) + 2mi ves f(2)],_s
= 2mi (res f(2)] ,—p + Tes f(2)],—5) -

A zatem (co potwierdza program Mathematica)
3 2mi s5\¥* a7\
d =——2(= —— ¢
1 3/4 3/4
sin(3w/4) \ 4 2 4 2
Uwaga.

Przyktady ten i poprzedni wyja$niaja dlaczego residuum w z = oo jest zdefiniowane z
minusem: chodzi o to, by po przeniesieniu catki po okregu o promieniu R na druga strone
rownosci wzor wygladal jednolicie, tj. by obliczana catka byla dana przez sume wszystkich
residuow (razy 2mi) wlaczajac w to residuum w z = oo. Pozwala to zapomnieé¢ o okregu
o promieniu R i przyja¢ bardziej wyrafinowana interpretacje, wedtug ktorej kontur “kosé
wlasciwa” jest brzegiem obszaru zwartego znajdujacego sie (z punktu widzenia rysunku
14) na zewnatrz niego i bedacego uzwarcong przez dotaczenie punktu z = oo czescia
powierzchni Riemanna!” wtasciwej dla funkcji f(2).

alw

™

Zadanie
Metoda residuéw obliczy¢ catke

/ dxVa?— z2.
Rozwigzanie: Calkujemy po konturze “kos¢” (“na talerzu”, rysunek 14) funkcje

1/2
Al ier—gatm)

a—z

f(z)==(z=q)

1"Bardzo elementarne, ale interesujace i uzupelmione rysunkami omoéwienie powierzchni Riemanna
mozna znalezé w “cegle” R. Penrosa Droga do rzeczywistosci, Prészynski i S-ka, Warszawa 2007.
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Na gornym prostym fragmencie kosci (gdzie ¢1 = 0, a po = ) redukuje sie ona do f(x),
a na dolnym fragmencie kosci (gdzie ¢y = 21, a vy = ) f(x —i0) = €™ f(z). Calki
po malych okregach znikaja jak zwykle, a poza tym funkcja f(z) jest wewnatrz obszaru
obejmowanego przez kontur holomorficzna. Mamy zatem, po “wyprostowaniu” granic
catki po dolnym fragmencie kosci, zwiazek

(1—€m) /adxf(x) = 2/ad:1: Va2 —a? =2mires f(2)],_ -

—a —a

Z postaci funkcji jest jasne, ze ma ona w z = oo biegun pierwszego rzedu (rosnie z z
liniowo), wiec

Obliczamy:

d? ) d ) a z+a\"?
- z) = — — —
dz? dz z4+a) \a—=z
B z+a\"? o« z z+a\ " a
B a—z (z4+a)? z+4+a\a—=z (a — 2)?
_[(z+a 12 a’
\a—=z (z4+a)*(z —a)
(Zauwazmy w tym miejscu, ze wynik rozniczkowan przedstawiamy zawsze w postaci z
wydzielonym czynnikiem [(z—a)/(b—2)]%, co utatwia kontrolowanie fazy.) Po pomnozeniu

przez 2% i wzigciu granicy z — 0o z uwzglednieniem tego, ze wtedy ¢ — o (tj. Ze czynnik
w duzym nawiasie dazy do €'2) znajdujemy

D e iy
res f(2)],_, = oy €a =—ga.

Residuum to mozna w zasadzie znalez¢ przez “inspekcje”™

fz) = Va2 = /22 {1— <9>T/z — iz (1—%3—2+...)

z

. a2+
= =1\ — — .
2z




Czynnik fazowy —i = —e'Z pochodzi z czynnika e bedacego dla ¢, — ¢, fazg niewy-
miernego kawalka funkcji f(z), oraz z minusa wystepujacego w przy wiodacym wyrazie
(dla z — o0) w funkeji wymiernej mnozacej czynnik niewymierny; w razie watpliwosci
catkowity czynnik fazowy residuum musi by¢ taki, by wynik catki byl dodatni!). Stad
od razu wida¢ rezultat uzyskany wyzej przez zmudne rozniczkowanie (pamietamy, ze re-
siduum jest rowne —a_!).

bLaczac wyniki, znajdujemy, ze

/ d:L'\/aZ—xZZgaz.

Wynik ten tatwo uogélni¢ na catke od a do b z funkcji [(x —a)(b—x)]'/2. Stosujac metode
“inspekcji” mamy

(c—a)b—2) = —iz 1-% N
— _iz :1+%<Z—f—(ajb))—é(;b—f—(ajb>)2+...
:_i(;-%(a+b)—@;7z“>2+...),

skad juz widac, ze a_; = (i/8)(b — a)?, czyli resf(2)|.—00 = —(1/8)(b—a)? i

b
/dat\/(x—a)(b—at):§(b—a)2.

a

Zadanie
Metoda residuéw obliczy¢ catke

a 1.4
dr ———.
—a  Va?—a?
Rozwigzanie: Znoéw, poniewaz po standardowych krokach mamy

a LU4
dr ——
—a  Va?—2a?
zadanie sprowadza sie do znalezienia residuum w z = oo funkcji

f() 24 24 zZ+a 1/2
Z) = =
\/@2—22 Z+a \a—=z ’

= 2mi res f(2)|

z=00
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z tym, ze teraz jest to mniej przyjemne, bo punkt w nieskonczonosci jest biegunem trze-
ciego rzedu (trzeba by byto liczy¢ czwarta pochodna). Mozemy jednak postuzy¢ sie me-
toda “inspekcji”

2 a 1a*> 3at
a2
:z<z +E +§—+ ..),
skad od razu wida¢, ze
3
res f(2)|,_., = —i-a’,
8
a wiec (co potwierdza program Mathematica)
a 4 3
S

a?—2x?2 8

Zadanie.
Metoda residuéw obliczy¢ catke

1
/ drvVad —at.
0

Rozwigzanie: Caltkujemy po konturze z rysunku 14 funkcje

F(z) = 22 (1 - Z)_m .

Z jej postaci od razu wida¢, ze poza rozcieciem jest ona holomorficzna az do punktu w
nieskoniczono$ci, w ktérym to punkcie ma ona biegun drugiego rzedu. Poniewaz wyktadnik

_ 1
a = —3, mamy

z=o00 °

1 1
(1—6_m)/dl’\/l’?’—ZL'452/dIVI3—$4:27TireSf(Z)|
0

0

Residuum w z = oo najprosciej znalezé przez “inspekcje” (obliczanie trzeciej pochodnej
nie jest zachecajace...). Rozwijamy wiec dla duzych z pierwiastek:

]

[fe%s

f2) :\/——,z4<1-1)1/2 ——

z

(pamietamy, ze czynnik fazowy w residuum pochodzi z czynnika e'“™, wiec tu jest rowny —i

bo a = —% oraz ze residuum jest rowne wspolczynnikowi przy 1/z wzietemu z minusem!).
Stad juz widaé, ze

165 f(2)] e = 1

=016
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a zatem

Zadanie
Metoda residuéw obliczy¢ catke

/0de [22(2 — 2)%]° .

Rozwigzanie: Caltkujemy po konturze z rysunku 14 funkcje

f<z>=<2—z>( : )/

2—z

majaca, poza rozcieciem, tylko biegun pierwszego rzedu w z = oo. Zgodnie z reguta
przedtuzania funkcji na dolna czes¢ “kosci”, mamy

<1 — ei%“> /:d:)s [2%(2 — 2)°] Y5 — ori res F(2)].—u -

Znow residuum w z = oo najlatwiej znalez¢ dokonujac rozwiniecia f(z) dla duzych z:

3/5 2
f(z) = (—25)1/5 <1 — 2) =€t |1 —l—g (—%) - 2—35 <—§) +.. ] ,

z
res f(2)].o00 = 55 €

z ktorego od razu widac, ze

Czynnik fazowy €™ jest pojawiajacym sie zawsze w tego typu rachunku czynnikiem
ei3(P1=24m) W ktorym o1 — 0o (gdy z — o0). Dodatkowy minus (kompensujacy minus
w definicji residuum pochodzi z tego, ze w “kanonicznej” postaci funkcja ma czynnik
(2 — 2) dajacy minus przy z — 00). Oczywiscie poprawnos$¢ wyznaczenia ressiduum
inspekcji mozna zawsze sprawdzi¢ stosujac uczciwie wzor z pochodnymi.

Tak wiec

) omi . [—12\ 12 =
d 2 2 _ 3 1/5 — 1ET [ = —_— —F.
/0 v [2%(2 - 2)’] 1 _ pidm ¢ 25 25 sin(27/5)

Zadanie.
Poda¢ warunek zbieznosci calki

1
/ dr (1 —2) ™
0
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i obliczy¢ ja metoda residudw.

Rozwigzanie: Calka jest zbiezna dla x — 0, gdy a > —1 i zbiezna dla dla x — 1, gdy
1 —a > —1. Stad warunkiem jej zbieznosci jest —1 < a < 2. Aby ja obliczy¢ catkujemy
po konturze z rysunku 14 funkcje

ra=-a-a ()

Funkcja ta ma tylko biegun pierwszego rzedu w z = oo. Aby znalezé jej residuum roz-
niczkujemy dwakro¢ (k = 1 bo funkcja g(z) = f(1/2) ma w z = 0 biegun prosty):

d z \“ o
= f(z) = ~1+2].
dz 1) (1 — z) [ + z
d? z \"[ 1 a—z z \“ala—1)
— f(2) = « —— + = .
dz? 1—z 22 22(1-2) 1—2/) 22(1-2)
Podstawiajac do wzoru na residuum i biorac granice z — oo otrzymujemy

(—21) ala—1)23 ( 2

resf(z)|z=oo: ZIEEO 22 (1—2) 1_Z

a 1 .
) zia(a—l)ew‘”.

Ten sam wynik mozna tez dostac przez inspekcje:

-t ()] - (-3

:_émzb_1-a+1a—axﬂn+”}'

z 2 22

Przy przejsciu do drugiej linii faze pierwszego czynnika ustaliliémy na podstawie ogolnej
reguly ustalania fazy wyrazenia [(z — a)/(b — 2)]* biorac pod uwage dodatkowy minus w
“kanonicznej postaci funkcji podcatkowej. Stad a_; = %a(l — )€™, Zatem (jak mozna
sprawdzi¢ programem Mathematica)

1 :
2 1 , ala—D7m
d a] — 11—« — _Z —1)elom — _ ]

/0 rat(l-w) 1 — e2mie 2 ala—1)e 2sin(am)

Zadanie.
Metoda residuéw obliczy¢ catke

/_11 (x — a;ljm 7

dla |a| > 1 oraz dla |a| < 1.
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Rozwiagzanie: Gdy |a| > 1, calka jest standardowa. Calkujemy po konturze z rysunku

14 funkcje
1 21\ Y2
f(z):(z—a)(z+1) (1—z) ’

ktora ma tylko biegun prosty w z = a; rozwiniecie

=509 (1) ()

w szereg dla duzych wartosci z pokazuje, ze punkt z = oo jest jej punktem regularnym.

Catki po matych okregach o promieniach ¢ jak zwykle znikaja w granicy ¢ — 0,
podobnie jak catka po duzym okregu o promieniu R > a (ta druga wlasnie dlatego, ze
z = 00 jest punktem regularnym). Zatem

! dz ,
2/_1(:E—a)m = 2mires f(2)],_, -

7 kolei

1/2
€'z,

a+1
1—a

ISIE]

1 1\"? 1
res f(z)|,_, = lim Zj_L =
z—a(z+1) \1—=2 (a+1)

bo dla a > 1 mamy ¢, = ¢ = 0, adla a < —1 mamy ¢y = p; = 7, czyli w obu
przypadkach ia(ps — 1 +7) = im/2 (oczywiscie dla a € C faza wyszlaby inna; caltka nie
bytaby wtedy rzeczywista). Zatem dla |a| > 1

1/2

/1 dz o om a1l a4 ow
“1(z —a)Vv1 — 22 (a+1)|1—a la| Va2 =1

(dla @ > 1 calka jest ujemna, a dla a < —1 - dodatnia).

Gdy |a| < 1, calka nie jest zbiezna bezwzglednie, ale istnieje w sensie wartosci glownej
i wynosi wtedy zero. Aby sie o tym przekonaé¢, zmieniamy nieco kontur calkowania:
mamy bowiem teraz biegun potozony na rozcieciu i w celu ominiecia go, zastepujemy
“kos¢ wlasciwa” z rysunku 14 konturem IV “kos$¢ z gulka” pokazanym na rysunku 15. Jak
zwykle catki po okregach o promieniach ¢ wokét punktéow z = £1 znikaja w granicy
e — 0 i pozostaje przeanalizowa¢ wptyw catek po dwu malych poétokregach o promieniu
e wokol punktu z = a. Zgodnie z regula przedtuzania funkcji mamy wiec

%/dz f(z) = /_ i_edaz fz)+ / ira(a)dz fol2) + / ;dx f(x)

2

ate dol —
—I—/l ’ d:ve”f(x)—l—/; dzf_(z)—l—/ 1dxe”f(x) =0.

K—(a) a—e
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f+(2) oznaczaja tu odpowiednio przedtuzone wartosci funkcji. Cala ta calka jest rowna
zeru, gdyz na zewnatrz konturu z rysunku 15 niema zadnych punktow osobliwych: re-
siduum w z = oo znika (dzieki czemu znika calka po okregu o promieniu R), a biegun
w z = a teraz lezy na rozcieciu, ktore z punktu widzenia konturu sktadajacego sie z du-
zego okregu o promieniu R i “kosci” (“z gulka”), lezy na zewnatrz obejmowanego przezen
obszaru.

W granicy € — 0 cztery skrajne calki z sumy szesciu calek wypisanych powyzej daja
podwojona szukang catke. Z osobna kazda z dwu calek po goérnym i dolnym fragmencie
okregu otaczajacego biegun na rozcieciu (na ktorych to obu fragmentach z = a + ¢ €'%),
daje w granicy € — 0 wynik skoriczony:

géra 0 ) 1 1 1/2 1 1/2
/ dz f1(2) :/ dpice’” — - <Z+ ) = —Iim <a+ ) )
1K~ (a) - e (l+ee?) \1—2/_ l—a/.

dél T 1/2 1/2
. 1 z+1 a+1
d — — d ) w - - = —7 .
/éK(ca 2f-(2) /% viee ge (14 ¢ee') (1—2)_ m(l—a)_

Jednaze, jak wynika z reguly przedluzania czynnika w nawiasie (warto$é¢ bezwzgledna
razy czynnik fazowy réowny % (1 — 2+ )), wartosci czynnikow w nawiasach sa dokladnie
przeciwne (jest to ta sama roéznica w znakach, ktora powoduje, ze calki po gornym i
dolnym brzegu kosci dodaja sie do siebie!) i obie te catki wzajem sie znosza. W rezultacie

1 dx
P =0 d al < 1.
/_1@_&) — gdy |al

Zauwazmy jeszcze, ze dla a = 0 wynik ten (w sensie wartosci gtownej) jest oczywisty, jako
ze jest to wtedy caltka z funkcji nieparzystej w symetrycznych granicach.

Zadanie
Obliczy¢ calke

b
J = %\/(r—a)(b—r).

Catka taka pojawia sie np. przy narzucaniu warunkéw kwantyzacji Bohra-Sommerfelda
na ruch elektronu w polu jadra atomu (potencjal Coulomba). Przy takim zastosowaniu
r jest odleglodcia od centrum, a parametry a i b sa dodatnie - sa one odlegto$ciami
najmniejsza i najwieksza punktow toru od centrum przyciagajacego (punktami zwrotnymi
ruchu radialnego). Tu jednak mozemy rozpatrzy¢ wszystkie trzy przypadki: 0 < a < b,
a<b<Ooraz a <0 <b.

Rozwigzanie: Zacznijmy od dwu pierwszych przypadkow, w ktorych osobliwosé funkcji
podcatkowej w x = 0 znajduje sie poza zakresem catkowania. Jak poprzednio catkujemy
wtedy po konturze “ko$¢ na talerzu” (rysunek 14) funkcje

1/2 12
f(z):b—z(lz)—a) Eb—z 2= al"" gyt
-z

b—z

z z
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Zgodnie z przepisem, f(r +140) = f(r), a f(r —i0) = €™ f(r) = —f(r). Poniewaz calki
po malych okregach znikaja wiec

2/ % V(r—a)(b—r) =2mi(res f(2)|,_o + res f(2)],_.) -

W 2z = 0 funkcja ma biegun prosty.

N 1/2 l_
res f(2)],_o =0 <Ta) = Vab 3™,

zgodnie z przepisem, jako ze dla 0 < a < b punkt z = 0 lezy na osi rzeczywistej albo na
lewo od obu punktow rozgalezienia (i wobec tego ¢, = ¢, = m w z = 0), albo na prawo
(i wtedy ¢, = @p =0 w 2z =0). Z kolei w z = oo funkcja f(z) ma biegun zerowego rzedu
(k =0), gdyz rozwiniecie

o= (-9 ()"

daje ao2° jako wyraz z najwyzsza potega z. Zatem

res f(2)],_,, = Z2f’(’z)‘z:oo g

gdzie
F(2) = 1 b=z](z—a 1/2+1 z—a\ VT 1 il b—=z
S 22 b—=z 2\b—=z b—z (b—2)?] =z

() L ]

Mnozac przez z2 i biorac granice z — oo znajdujemy

1 i
res f(2)| _ = —§(a +b)ez".

Ostatecznie wiec

J— b%m:%méw[@_gﬁm]:g(a+b_zm).

W przypadku a < 0 < b punkt osobliwy z = 0 funkcji podcatkowej lezy na rozcieciu.
Trzeba wowczas zastapi¢ kos¢ wlasciwg z rysunku 14 konturem “ko$c¢ia z gulka” pokazana
na rysunku 15, aby wyizolowa¢ te osobliwos¢. Mamy wtedy z twierdzenia o residuach,
po wzieciu granicy R — 00, € — 0 (tu € jest jeszcze - bo za chwile uzyjemy tego samego
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symbolu do “obrobki” catek po “gulce” - promieniem malych okregéw obiegajacych punkty
z=ualiz=>) zwiazek

faese=2([+[) Evi=an-1
+/;o'ra d,zf(z)—ir/dél dz f(z) =7w(a+Db).

KZ(0) $KZ(0)

Po prawej stronie uwzgledniony zostal teraz tylko przyczynek od residuum w z = co. Na
gornym polokregu obiegajacym z = 0 piszemy z = g€ i

gora 0
/ dzf(z):/ dei(b—ce?)
L 0) g

3K (

1/2

— —iﬂ\/%,

ce¥ —a
b—ce¥

gdyz w granicy € — 0 faza ¢, —pp+m = 0—7m+m = 0. Z kolei catka po dolnym potokregu
obiegajacym z = 0 daje

/ ) = /2 “dpi (b— < %)

1KZ(0) T

1/2

ee? —al” i gpim : fom _ ./
2T —jrvabe2 *T =imvVab,

b—cew

gdyz w granicy € — 0 faza ¢, — o + ™ = 2m — m + m = 2m. Obie calki po potokregach
znosza sie wzajemnie i wobec tego znajdujemy, ze gdy a < 0 < b

J=P %\/(r—a)(b—r):g(a—i—b).

(Dopisujemy znak wartosci gtownej, gdyz tak wlasnie nalezy interpretowaé otrzymany
wynik tej calki niewtasciwej.) Oczywiscie dla a = —b wynik jest oczywisty, gdyz jest to
wtedy calka z funkcji nieparzystej w symetrycznych granicach.

W pierwszych dwu przypadkach, 0 < a < bia < b < 0 calke te mozna takze obliczy¢
konwencjonalnie za pomoca nastepujacego chwytu. Definiujemy parametry ¢t = ab oraz
p =a+ b i piszemy

b b
J(t,p):/%\/(r—a)(b—r):/g\/—ﬂ—l—pr—t.
Mamy wtedy
2,

(tp):_E/b dr
ot 2Jo r/(r—a)b—71)

Podstawiamy teraz r = 1/, dr/r = —d§ /€, tak iz

aJ(t,p) 1 d¢

ot 2abJe JE—a)b —¢&)
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gdzie @’ = 1/bi b = 1/a. Nastepnie dokonujemy kolejnego podstawienia
]' / / ]' / /
=5 +0)+ 50 —a)n,
2 2
ktore prowadzi do wyniku

aJ(t,p) 1 o dp T

T
ot ovab)a -2 2Vab 2/t

Catkujac mamy

J(t,p)z—m/i+h(p):—7rﬁ+gp:g(a+b—2m),

gdyz bedaca “stala” calkowania funkcja h(p) musi byé¢ taka, ze J(t,p =

J=0dlaa=0»).
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Zadanie
Postugujac sie twierdzeniem o residuach zsumowaé szereg

[e.e]

S:Zn2+a2_z

n=-—00 n=-—00

Wykorzysta¢ wynik, by poda¢ sume szeregu
=1
Rozwiagzanie: Zgodnie z twierdzeniem o residuach, szereg o wyrazach dodatnich g(n),

takich, ze funkcja g(z) nie ma punktéw osobliwych na osi rzeczywistej, mozna przedstawié¢
w postaci catki z funkcji

f(z) = metg(rz) g(2),

po konturze I" pokazanym w lewej czesci rysunku 16. Rzeczywiscie: funkcja f(2) wewnatrz
tego konturu, tj. na osi rzeczywistej, ma tylko bieguny proste w z = n € Z pochodzace
(zgodnie z zalozeniem) tylko od funkcji wctg(mz). Z uwagi na periodycznosé cotangensa,
residua tych biegunow funkeji 7 ctg(mz) sa wszystkie takie same jak residuum w z = 0:

resctg(mz)|,_o = cos(mz) =1.

m
250 sin(7z)
Zatem

res f(2)],_, = g(n),

a stad, w granicy R — oo,

%dz ) = 2mi Z n).

n=—oo

Catki po malych poétokregach domykajacych proste fragmenty konturu I' znikaja w gra-
nicy, w ktorej ich promienie daza do zera.'®

Aby znalez¢ sume szeregu deformujemy teraz (przed wzieciem granicy R — 0o) kontur
I' do konturu I'" pokazanego w prawej czesci rysunku 16 sktadajacego sie z dwu zamknie-
tych konturéw potozonych jeden w gornej, a drugi w dolnej podlptaszczyznie zespolonej
zmiennej z i obieganych w kierunku zgodnym z kierunkiem ruchu wskazowek zegara (a
wiec majacych niestandardowa orientacje). Dzieki temu mozemy napisa¢

27i i g(n) zﬁdzf(z) :%dzf = —27‘(‘22 res f(2)],—., ,

n=—oo

18Trzeba przy tym dopowiedzie¢, ze bierzemy R # k € N, aby $rodki domykajacych potokregéow nie
wypadaly w biegunach funkcji cotangens.
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Rysunek 16: Deformacja konturu catkowania I' do IV umozliwiajaca sumowanie szeregow.

przy czym suma rozcigga sie na wszystkie punkty osobliwe funkcji f(z) znajdujace sie
wewnatrz obu czesci konturu I (punkty osobliwe na osi rzeczywistej sa teraz na zewngtrz
obszaréw obejmowanych przez I''!). Minus po prawej stronie jest skutkiem niestandardo-
wego kierunku obiegania konturu I, Tak wiec

o0

> gy == resf(2)l._,, .
W przypadku g(n) = 1/(n* + a?) funkcja f(z) ma wewnatrz konturu I dwa bieguny
proste w z = +i|a|, ktorych residua oblicza sie prosto:

i o wetg(imlal)  wcetg(—im|al) _ metg(ima)
n? + a? 2i|al —2i]al ia

n=—oo

_mi(e™+e™) 7 ch(ma)

ia e~T — ema a sh(ra)

Aby zsumowaé szereg 1/n? zapisujemy go w postaci®?

~1 1. > 1 1
>h-im( 3 )

n=1 n=—oo
, T l+ir%a®+ ... 1
=— lim | — : - =
=0\ a ma(l + gm2a®+...) a

N — o =

CIL%{E{<1+§7TCL +)<1—67Ta 4+ ... -1 —E

YRozwiniecia w szeregi Taylora funkcji hiperbolicznych sa takie same jak zwyktych funkcji trygono-
metrycznych z tym, ze wszystkie minusy trzeba zamieni¢ na plusy.
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Rysunek 17: Prostokat, do ktérego deformujemy potokregi konturu I”.

Aby wszystko bylo zalegalizowane, trzeba jeszcze wykaza¢, ze w granicy R — oo
znikaja calki po dwu duzych polokregach. Zamiast wykazywaé to dla tych potokregow
zdeformujemy je do prostokatnego konturu I'” pokazanego na rysunku 17 i wykazemy zni-
kanie catek po tym prostokacie w granicy, w ktorej jego rozmiary rosna do nieskonczonosci.
Taka deformacja konturu jest dopuszczalna, gdyz nie przecinamy przy tym zadnych bie-
gunow (nalezy pamietaé, ze prostokat reprezentuje dwa prostokaty, jeden w gornej, drugi
w dolnej potptaszczyznie domkniete prostymi réwnolegltymi do osi rzeczywistej, tak jak w
konturze I"). Aby przy rozszerzaniu bokow prostokata kontur nie przechodzil przez lezace
na osi rzeczywistej bieguny funkcji cotangens zaktadamy, ze jego pionowe boki przechodza
przez punkty z = +n + %; poziome boki mozna analogicznie przeprowadzi¢ przez punkty
z =1i(£m + %) (przy czym, m,n € N i m,n — 00). Szacujemy calki po bokach konturu:

7{ P ctg(mz)

|ctg(m2)]
22 4 a? sTp T s

— Jo P

(Symbol |dz| oznacza, ze kierunek catkowania wybieramy tak, by catka byla dodatnia).
Podstawiamy z = x + iy (dla calek po bokach pionowych x = +n + % 1—oc0o<y<oo,a
dla catek po bokach poziomych y = +m + % i —00 < x<0):

cos(mzx) ch(my) — ish(my) sin(7z)
sin(rx) ch(my) + ish(my) cos(mx)
(

)
_ [(cos(ﬂx) ch(my))? + (sh(my) sin Wx))2]1/2
(Sin(ﬂ'flf) Ch(ﬂ'y))2 + (Sh(ﬂ'y) COS(T{'{L’))z .

|ctg(m(z +iy))| =

cos(mx + imy)
sin(mz + iTy)

Jesli teraz podstawimy x = £n + % szacujac catki po bokach pionowych, to wyzeruja sie
cosinusy mx, a kwadraty sinusoOw 7z stana sie jedynkami; zatem na bokach, na ktorych
z==4n+ % + 1y

sh(my)
ch(my)
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Rysunek 18: Kontur catkowania z fragmentem biegnacym po osi urojonej omijajacy bie-
gun trzeciego rzedu w z = 0, pozwalajacy zsumowac szereg 1/n bezposrednio.

wobec czego (N = £n + 1)

t & d oo
/ dz%(ﬂj) S/ 5 i 2y 5 = i [arctg <L)} — 0,
bok pion 24+ a —oY +N —a N2 — g2 N2 — g2 oo

gdy N? — oo. Przy szacowaniu calek po bokach poziomych bedziemy za$ mieli

2 -2 2 1/2
cos®(mx) + sin”(7x) th (wy)] 1

lctg(m(x +iy))| = Lin2(7m) + cos?(rz) th2(my)

gdy y — oo (m — o0) i dalej szacowanie przebiega tak, jak dla bokéw pionowych. Zatem
catki bo bokach znikaja, co oznacza, ze znikaja tez catki po duzych pétokregach konturu
[V 1 wyniki uzyskane powyzej zostaja tym samym zalegalizowane.

Uwaga konicowa: W zasadzie mozna bylo od poczatku rozpatrywaé catke z f(z) =
g(z) metgmz po prostokatnym konturze pokazanym na rysunku 17 bez odwolywania sie do
konturu z lewego rysunku 16.

Zadanie
Zsumowac szereg

=1
S:Zﬁ
n=1

bezposrednio, wykorzystujac kontur pokazany na rysunku 18.
Rozwigzanie: Po pokazanym konturze catkujemy funkcje

f(2) = metg(mz) ‘

22
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Wewnatrz tego konturu ma ona tylko bieguny proste w punktach z = n (gdzie n =
1,2,3,...) o residuach rownych 1/n?. Zatem

RSl
édzf(z)—ngﬁ.

W taki sam sposob jak poprzednio wykazuje sie, ze w granicy, w ktorej rozmiary kon-
turu daza do nieskoniczonosci, znikaja catki po obu jego poziomych fragmentach oraz po
prawym pionowym (oddalajacym sie do nieskoriczonosci) fragmencie. Caltka za$ po osi
urojonej daje

c ot oo et
[ = [a T [T T ),
po osi y oo -y — -y %K;

Dwie pierwsze calki skracaja sie wzajemnie (bo funkcja podcatkowa jest nieparzysta i
wystarczy w drugiej z nich podstawi¢ y = —y'), caltke zas po polokregu o promieniu
e — 0 mozna zapisa¢ wykorzystujac szereg Wawrzusia funkcji f(z) w otoczeniu punktu
z = 0 i podstawiajac z = ¢ e'¥:

a_3 a_
/ dzf(z):/ dz<—33+—1+alz+...>
ke ke ? &
T rals 3 a-1 _,; ; .
:/ dpic e <—36_ w+—e_w—|—alaew+...> = —ima_,.
. € 5

WykorzystaliSmy tu to, ze funkcja podcatkowa jest nieparzysta (wiec asor = 0) 1 to, ze
ma ona w z = 0 biegun trzeciego rzedu.?® Residuum funkcji f(z) w 2z = 0 znajdujemy
standardowo:

1 d? w2 . d? 9. &cos§ —siné
E_r)r}) 3 {@ Tz ctg(wz)] . = ?%1_:(}1(1] [d—@ £ctg 5] . =7 %1—13(1) W
1-1e24 g4l :
= 7% lim S0 =58+ ) =458 _ I
£550 (&—...)3 3

Ostatecznie wiec z catki po konturze z rysunku 18 otrzymujemy
2 o
s 1
—im | ——= | = 2m —
(5)="%

co daje znany juz wynik.

20Wynik calki po polokregu jest taki, jaki przewiduje regutka sformulowana na stronie 15. Jednakze
trzeba pamietaé, ze bez zadnych dodatkowych warunkéw stosuje sie ona tylko do tukéw obiegajacych
bieguny proste. Tu dziala ona dlatego, ze tukiem jest pétokrag, a funkcja podcatkowa jest nieparzysta.
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Zadanie
Szereg

5= Zn n+1

n=1

mozna zsumowac ‘na piechote”, wypisujac bezposrednio ciag jego sum czastkowych. Spraw-
dzi¢, ze metoda wykorzystujaca twierdzenie o residuach daje ten sam wynik.
Rozwigzanie: Aby zsumowac szereg S wystarczy przedstawic¢ ciagg jego sum czastkowych
W postaci

piagy | 1
I et

3|*—‘

g n+1 Zﬁ_ZnJrl:lJFZ

n=1 n=1 n=2

S,

(w drugiej sumie przeszliSmy od sumowania po n do sumowania po n’ = n+ 1, co spowo-
dowalo zmiane zakresu sumowania). Wynika z niej natychmiast, ze S = 1.

Bezposrednio zastosowa¢ do badanego szeregu metody residuéw nie mozna, bo bieguny
funkcji metg(mz)/z(z+1) lezalyby wtedy na osi rzeczywistej. W zwiazku z tym zsumujemy
ta metoda szereg

~ - n(n+1)
S(a) = :
(a) n:z_oo 2+ a2[(n + 1)2 + a7
Mamy bowiem wtedy
5=y S(a)
= 3 lim St
(Nie musimy tu nic od S(a) odejmowaé gdyz wyrazy z n = 01in = —1 sa i tak zerowe).

Zgodnie z metoda przedstawiona w poprzednim zadaniu, suma S(a) jest dana przez
residua funkcji
z(z+1)
2 +a’l[(z + 1) + a?]

Y

f(z) = mctg(mz) [

w punktach osobliwych (sa one biegunami prostymi) polozonych poza osia rzeczywista.
Residua te sa rowne:

ves f(2)],yo = — mcth(ma) ilal(1 —I—»z'|a‘) |

2a 1 + 2i|al
res f(Z)\Z:_i\[q = _WCt;l:m) _i|16l|£12;\;||a|) 7
8 )y = ) L),
T
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Wykorzystana tu zostata periodycznosé funkeji cotangens oraz wzorek ctg(ima) = —icth(wa).
Ich suma daje

_ 2mila|ctg(ma) [ 1+ila] 1 —ilql
> resf(z)]._., = %0 1+2ila] 1 —2i]alf°

Po uporzadkowaniu znajdujemy, ze

Zatem

tak jak powinno bylo wyjsc.
Jeszcze prosciej mozna obliczyé S sumuja szereg

[e.e]

= B 1
Sy =2 (n—ia)(n+1+ia)’

n=—oo

o wyrazach zespolonych.?! RzeczywiScie: odpowiednia funkcja ma teraz poza osig rzeczy-
wistag dwa bieguny proste; jej residua w tych punktach sa takie same, wobec czego

2mctg(ima) _ 2micth(ra)
1+2ia 14 2ia

S'(a) =
Stad juz tatwo znalezé¢ S:
S =

1.
— 11m
2 a—0

{ 2mi cth(ma) 2 } |

1+2ia  a(l+ia)

(teraz trzeba odja¢ wyrazy z n =01in = 1). Zatem

7r(1+%7r2a2+...)
7ra(1+é7r2a2—|—...)

S:ilim{(l—Qz’a+...)

a—0

—2(1—2’&%—...)}:1.

Zadanie
Zsumowac szereg

= 1
S_Z.;(n—a)2’

21 Dlaczego nie uda si¢ tego zrobi¢ za pomocy szeregu > -

n=—oo

1/[(n—ia)(n+1—ia)] ?
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gdzie a ¢ Z. Wykorzystujac wynik podaé¢ sume szeregu >~ (1/n?).

Rozwigzanie: Tak jak w poprzednim zadaniu, mozna zastosowa¢ metode wykorzystujaca
catkowanie po konturach z rysunku 16 zaktadajac, ze a ma niezerowa cze$¢ urojona, tak
by punkt osobliwy funkcji

1
f(2) = meta(?) o

w 2z = a nie lezal na osi rzeczywistej. Na koniec mozna bedzie przej$¢ z czescia urojong a
do zera.

W z = a funkcja f(z) ma biegun drugiego rzedu. Jej residuum w tym punkcie jest
réwne

_ [detg(mz) _ w2
e e !

Zatem 7z twierdzenia o residuach otrzymujemy natychmiast

1 2

Sta) = Z (n—a)? - sin?(ma) ’

przy czym wynik ten jest stuszny dla wszystkich a ¢ Z.
Sume szeregu Y - (1/n*) mozna dostaé ze wzoru

1 1 1 1 2 1
—2:—hm{5(a)——2}——hm T 2——2
! n 2 a—0 a 2 a—0 1202 (1 _ %7.‘.2a2 + ) a
1 1 1, , S
_EHJE(HGWG+ )‘@l—z
Zadanie

Postugujac sie twierdzeniem o residuach zsumowac szereg
o0
(="
S = .
Z n2 + a?
Wykorzysta¢ wynik, by poda¢ sume szeregu

00 _1)n
s

n=1

Rozwigzanie: W przypadku szeregu naprzemiennego o wyrazach a, = (—1)"g(n) two-
rzymy funkcje




ktora na osi rzeczywistej ma bieguny proste w punktach z = n. Residua funkcji h(z) w
tych punktach sa rowne g(n) razy odpowiednie residuum funkcji 7/ sin(7z):
T (z —n) 7(z —n)

) I sin[m(z — n) + nnj o sin[m(z — n)] cos(nm) (=1)

res

W granicy R — oo otrzymujemy zatem zwiazek

2mi Yy (—1)"g(n) = ﬁdzh(z),

gdzie I' jest zamknietym konturem pokazanym w lewej czesci rysunku 16, a po zdeformo-
waniu I do konturu I

> (=1)g(n) == resh(2)],_, ., -

n=-—o00 )

Suma obejmuje tu punkty osobliwe funkcji h(z) nielezace na osi rzeczywistej. W przy-
padku szeregu tu rozpatrywanego residua, ktore nalezy uwzglednic znajduja sie w punk-
tach z; = i|a| oraz z5 = —i|al:

T T s
h = -
2 res ()] Dila|sin(inla]) | —2ila|sin(—inla]) __ash(ra)’

a zatem

$
—~ n*+a* ash(ma)

Konieczne do uzasadnienia wzoréw szacowanie catek po bokach prostokata z rysunku 17
postepuje analogicznie do szacowania przedstawionego przy sumowaniu szeregu 1/n?. Dla
z = x + 1y mamy teraz

1
sinmz

1
| sin(rx) ch(my) + i cos(wz) sh(my)|
1

\/sin2(7r:)3) ch?(my) + cos?(rx) sh?(my) |

Na bokach pionowych, na ktorych x = £+n + % redukuje sie to do

L -1 <1
sintz| ch(my) ’
a na bokach poziomych czynnik
1 1/ch?(my)
sinmz|

\/sin2(7m:) + i cos?(mx) th? (Ty)
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jest (gdy |y| — oo, tj. m — o0) ograniczony. Reszta szacowania przebiega bez zmian.

Szereg (—1)"/n? mozna zsumowaé tak jak szereg 1/n?, tj. biorac granice

=~ (- 1 =~ (=™ 1\ 1. 7r 1
Z n? _51111—% Zn2+a2_¥ _5}11—% ash(ra) a?

n=1 n=-—o00
1

I 1 1 2
= - lim - | =——.
2 a»0 \a?(1 4 gn2a®+...) d? 12

Ten sam wynik mozna takze uzyska¢ z sumy szeregu 1/n?:

.1 =1 > 1 Il = 1
D D D rr D D ren i il DIP R S c vyl

n=1 n=1 n=0

Zatem sumy odwrotnych kwadratoéw liczb nieparzystych i parzystych wynosza odpowied-
nio

i 1 B 7 17* i 1 I R
2 - 6 46 ] 2 -6 8 o4
— (2n+1) 6 46 8 — (2n) 6 8 24
Stad zas
2 T 2 2 o1 o 719
= n “—~ (2n)*> = (2n+1)* 24 8 12
Zadanie
Zsumowad szereg
> i
= (2n —1)3°

Rozwigzanie: Na pozor jest tu problem, gdyz wszystkie bieguny funkcji

f(z) = metg(nz) 22— 1)

(rowniez te, ktore sa w punktach innych niz z = n) leza na osi rzeczywistej, czyli poza
konturem I z rysunku 16. Problem ten mozna jednak bez ktopotu obej$¢ sumujac szereg

> met
L~ (2n—1—1ia)®’

i biorac granice a — 0. Poniewaz granica ta jest nieosobliwa, mozna po prostu od razu
potozy¢ a = 0.
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Wykorzystujac zatem wzory z poprzednich zadan (tak jak i tam mozna sprawdzi¢, ze

w granicy znikaja calki po duzych potokregach) mamy
= n Tz ctg(mz)
ST e T
(2n —1)3 (22 —1)3

_1
n=—oo Z=3

Biegun w 2z = % jest trzeciego rzedu, wiec

o (z;tif(gz)) _ % [j_; (é mctg(m))L:1

- d—2nctgn Tl ctgn — —
16 | dn? = 16 |dn sin?n =z

_1
2=3

=3
[ =2 _I_anosn s
© 16 [sin?n  sin’p =z 8
Zatem
= (2n—1)% 8
Zadanie
Zsumowad szereg
e~ An?+dn+50

Rozwigzanie: Szereg ten jest zbiezny tylko warunkowo, ale metoda wciaz dziata. Two-
rzymy funkcje

1 7z 1
he) === |
4 sm(wz) 22 + 2+ 5/4
i mamy
n:z_oo m - Z;L res h(z)|zzzl °
Funkcja h(z) ma poza osig rzeczywista bieguny proste w z; = —3 +i oraz w 25 = —1 — i;

residua w tych punktach obliczamy standardowo:

esh(2), 1 7z 1 T —%+i T 2414
Ir z _ — — — = — - - = ——
T dsin(mz) 21—z 4 2isin (—g + z7r) 16 sin (g — m)
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T 241 T 241

"~ 16 cos(im) 16 ch(m)’

esh(2)] 1 7z 1 T —%—i s 2—1
I z _ = — — = — _
=2 4sin(mzy) 22 — 21 4 —2isin (—g — m) 16 sin (% + z'7r)
T 2—=1 m 2—1
16 cos(im) 16 ch(m)’

Zatem

f: (-)"n

S~ dn?2 +4n+5 4dchr’
Zadanie

Postugujac sie twierdzeniem o residuach zsumowac szereg

[e.e]

1
S = n:z_oo T
Wykorzysta¢ wynik, by podaé¢ sume szeregu
S
n=1 nt

Rozwigzanie: Szereg jest bezwzglednie zbiezny. Postepujemy standardowo: tworzymy
funkcje

f(z) = metg(rz) g(2),

w ktorej g(z) = 1/(2* + a*), majaca poza osia rzeczywista bieguny proste w punktach, w
ktorych bieguny proste ma funkcja g(z), tj. w punktach

—1—|—Z"a| 1+i|a‘
7=z =—— |a|, 2= —23 = .
1 1 7 2 2=75
Residua funkcji ¢g(z2) znajdujemy wykorzystujac zwiazki 22 = 22 = —ia?, 25 = 22 = id?,
oraz
(z—21) (2 — 2) = 22 —iV2]a|z — a2,
(2 — 23)(2 — 24) = 22 +iV2]alz — d®.
Sa one réowne
() : (2) :
resg(2)],_, = , resg(z2)],_. = <
T e=ar = 5 BaPP(1 1 4) P = = T B a1 —4)
(-) 1 (2) :
resg(z)|._.. = , res g(2)|,_, = —.
T2 =5 B a3 (1 —4) P e = T R aP(L 4 )
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Ponadto, wprowadzajac oznaczenia ¢ = cosa, s = sina oraz ¢, = cha, s, = sha, gdzie
o = 7|a|/V/2, mamy
ccp 4188y cecp — 1SSy,

- , ctg 29 = —ctgesy = - .
—Scp +1CSy scy +1csy

ctgz = —ctgzy =
Zgodnie ze wzorem podstawowym na sumowanie szeregdw mamy
(o]

Z 1 B ™ 5 ccp +158y ccp — 1SSy
nt+at 220 LA +i)(=sc,+ics,)  (L—i)(scn+icsy)

n=—oo

T 1
= — 1—12)(—sc, —icsy)(cey, +1iss
2\/§|a|3 52 c,% + 2 s,% {( ) h n)(een n)

—(144)(scy, —icsp)(cen —issp)}.

Po wymnozeniu wszystkie wyrazy urojone redukuja sie i otrzymujemy

i 1 i sc+ sp e

nt +at V2|al® s*c; + sy

n=—oo

Sume szeregu 1/n* otrzymujemy biorac granice

i1 . i 1 1 . m sct+spe, 1
— =lim - —— — — | = lim -—— .
n* a0 2 nt+at  at a=0 2¢/2|al® \s%¢c; +c2s;

n=—oo

Pracowicie rozwijamy zatem wykorzystujac najpierw w mianowniku “jedynke hiperbo-
liczna” i “jedynka trygonometryczng’

sc—+ sy I sctspan o 204(1+%0z4+...) 1

S +cst o 1-+st o 2% (1+2a*+...) a

1 2, 2, 14 5
—a<1+15a +...)(1 e +) T + O(a”).

Stad
11 m\'1 (4 m
— =1 — ) ==+ 00) =—.
Zaint = 2a% (\/5) a3 {450‘ * (O‘)} 90
Wykorzystujac uzyskany wzor mozemy napisac

AN o S S R S S L S S
90 L= nt L (2n)t (2n+ 1) 16 90 (2n+1)4"

n=1 n=1 n=0
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co pozwala napisa¢ wzory na szeregi odwrotnych czwartych poteg nieparzystych i parzy-
stych liczb naturalnych:

S
o~

8
o~
o~
W~

i A S
2n—|—1 90 1690 96’

n:O n=1

A stad juz bez skomplikowanego catkowania przez residua mamy

i(—l)"_ ™ 17« at Tt

00 1600 190 96 T20°

n=1

Zadanie
Udowodni¢ wzorek Langevine’a

sin9:9H<1—n2 2).
T

n=1

Rozwigzanie: Wzorek ten, jesli prawdziwy, jest przedtuzeniem analitycznym (0 — ix)

wzoru
shx
H n27r2 :

Logarytmuja powyzszy zwiazek stronami mamy

(2)-gh(%5)

Obliczajac nastepnie pochodne po z obu stron otrzymujemy zwigzek

[e.e]

1 2z 2z 1
the -~ =S 2§y 0
R le2+n2ﬂ2 7r2;n2+(x/7r)2

o

Wykorzystujac znaleziony juz wzor na sume szeregu 1/(n? + a?):

> 1 & 1 1 1 /(7 1
2 +a2:‘<2 W&‘@) =5 (Zethtma - ).

n=1 =—

widzimy, ze (a = x/7) prawa strona tego zwiazku jest rowna

2z 1 2 1
Z SL’/ﬂ' —W22( cthx—?):cthx—;.

n= 1

c.b.d.o.
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Fizycznie ciekawe zastosowanie sumowania szeregéw

Energia skwantowanego pola elektromagnetycznego zamknietego miedzy odleglymi od
siebie 0 d dwiema metalowymi ptytkami o powierzchni L x L kazda (réwnolegtymi do
plaszczyzny zy) jest dana wzorem?

he L? 72
Ehe = Ak < k| + 2 K24+ 12 b
b 2(2>/ ||{\ i+ Z i+ d2}

Jak zwykle, w kierunkach x i y na pole zostaly natozone periodyczne warunki brzegowe,
a w kierunku osi z narzucony zostal warunek znikania na metalowych ptytkach sktadowej
pola elektrycznego rownolegtej do ptytek. Ponadto w powyzszym wzorze, zaktadajac, ze
L > d zastapiliSmy sumowanie po dyskretnym zbiorze catkowaniem zgodnie ze znang

reguta
/ ’k .

Energie te nalezy porownaé¢ z zawarta takze w objetosci L2d energia pola elektroma-
gnetycznego skwantowanego z periodycznymi warunkami we wszystkich kierunkach w
pudetku o wymiarach L x L x L. Wynosi ona

L*d he L? 9 TRy

Mierzalna jest tylko roznica tych dwu energii. Jej zalezno$¢ od odleglosci d plytek pro-
wadzi do powstania przyciagajacej ptytki do siebie sity Casimira.

nN=—000 Mm=—0o0

Zwykle w podrecznikach roéznice tych energii oblicza sie nastepujaco. Pisze sie formal-
nie k, jako I(w/d) i catkuje®® po dl zamiast po dk,, co daje

hcL? 1 -
AE =5 /dk||{§|k|||+lz +z2d2 /dl szz}
=1

Nastepnie wprowadza sie obciecia ultrafioletowe regularyzujace oba wyrazenia (przy czym
nie zawsze nawet jest jasno powiedziane, ze z powodow fizycznych réznica musi by¢ skon-
czona i ze rzeczywiscie jest skonczona) wprowadzajac funkcje f(w) taka, ze f(0) = 1,
f™0) = 01i f(w) — 0 dla w — oco. Zamieniajac odpowiednio zmienng catkowania
(kif = (m/d)*u) roznice energii zapisuje si¢ w postaci

%IZCZC{%F(O)+F(1)+F(2)+"'_/Ooole(l)} ;

22Wz6r moze nie jest od razu oczywisty, ale nie chodzi tu o jego wyprowadzenie, ktore mozna zapewne
znalezé w roznych ksiazkach (a na pewno w tajnej cze$ci mojego zbioru probleméw z kwantowej teorii
pola). . o

»Korzystajacz [~ dl =2 [ dl.
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w ktorej

l

FU)Ei/mduv@:Fﬁf<gv@:Fﬁ>::—2/q

0 +o00

T
ase? f(e).
et f(Z¢
Koncowy wynik otrzymuje sie stosujac formute sumacyjna Eulera-McLaurina

m+§:mm—lﬁmﬂm:—%&F@—%Bme

w ktorej B; sa lilczbami Bernoulliego: By = 1/6, By = —1/30. Wykorzystujac to, ze
F"(0) = —4 i 7e wszystkie dalsze pochodne F™(0) o n > 3 znikaja, otrzymuje sie
standardowy wynik:

AE  7*he 1
L2 4d3 3
dajacy jako site Casimira na jednostke powierzchni

F 0 (AE) m2he m2he
= By

2 ad

8dt  240dt”

Podejécie to nie jest satysfakcjonujace, gdyz regularyzujaca funkcja f o wymaganych
wlasciwosciach musi by¢ nieanalityczna, a formuta Eulera-McLaurina stosuje sie chyba
tylko do funkcji analitycznych.

Na szczedcie istnieje lepsza metoda uzyskania tego samego wyniku,?! ktora nie opiera
sie na wzorze Eulera-McLaurina i jasno pokazuje, ze réznica energii jest skonczona. W
metodzie tej nieskoriczone sumowania wykonuje si¢ jawnie korzystajac z techniki Matsu-
bary (ktora jest po prostu sposobem przerobienia sumy na catke) W tym celu zapisujemy
najpierw wzor na FEy. w postaci

he L2

Ebc 2

f@}j

Podobnie energie E,., zapisujemy jako sume (nie przechodzac do catkowania po z-owych
sktadowych wektora falowego)
(79

he L?
Eper = d’k
P 2(%PL / ”é;
(poniewaz pole jest tu skwantowane w pudetku o wymiarach L x L x L, uwzglednilismy
tu tak jak poprzednio czynnik d/L, aby wzia¢ pod uwage tylko energie pola zawarty w
objetosci L2d).

24L. Palové, P. Chandra & P. Coleman, Am. J. Phys. 77 (2009), 1055.
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(N Gy ¢
V1A
ps
C

Rysunek 19: Deformacja konturu catkowania. Kropki pokazuja potozenia biegunow, a
linie faliste pokazuja ciecia.

Aby wykonaé¢ sumowania korzystamy teraz ze wzoru (slusznego dla funkeji f(z) nie
majacej osobliwosci na osi urojonej)

1 3 -
o | /)= l;)of(zz),

w ktorym z, = ¢ (27r/5) l. Kontur catkowania C' jest pokazany linig przerywang w lewej
czesci wysunku 19. W naszym przypadku

J) = Jkt - 22,

tak iz funkcja podcatkowa ma bieguny proste na osi urojonej oraz dwa ciecia, ktore wy-
bieramy tak, by biegly od punktow z = |k| oraz z = —|k|| odpowiednio do +o00 i —o0
wzdtuz osi rzeczywistej.

Roznica energii moze zatem by¢ zapisana w postaci

1
d’k vk
/ | / 2mi (eﬁdz —1 ez — 1)

gdzie By = 2d, a ﬁL = L. Kontur catkowania C' mozna zdeformowa¢ do konturu sklada-
jacego sie z dwu segmentow C i Cy pokazanych w prawej czesci rysunku 19 oraz czterech
(nienarysowanych) ¢wiartek duzego okregu o promieniu R. Dzieki temu, ze obliczamy rdz-
nice energii, catki po dz po ¢éwiartkach tego okregu znikajg, gdy R — oco. Otrzymujemy
wtedy

1
12
/ 27i k- <65dz —1 Pz — 1)
Ik | 1 1
[22 _ 12 _
(/ /k“|> 270 =K sgn(:v)) <eﬁdx o 1) ’

gdzie —2i, /2% — ki sgn(z) jest nieciagloscia funkeji |/ki — 22 wzdluz cie¢.?> Poniewaz

nieciggtosé ta jest funkcja nieparzysta x, a catka jest brana w symetrycznych granicach,

**Dla Rez > 0 przedtuzamy analitycznie funkcje va? — 22 od z = zo < a (a = |k|), gdzie funkcja
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czynniki 1/(e* — 1) mozna zastapic¢ ich cze$ciami nieparzystymi

1 _)1 1 1 1 +1
eBr—1 "2\ebr—1 eBr_1) ebr_1 2

Znow dzieki temu, ze obliczamy roznice energii, czynniki 1/2, ktore czynityby kazda z
catek branych z osobna niezbiezng, redukuja sie. Tak wiec

1
k2 —
/2%@\/ I (eﬁdz—l eﬁLz—l)
1 1
_ _ = 2 _ k2 —
= 7T/k“al:m/ac k|| (eﬁdﬂc_l eBL:v_l)'

W granicy L — oo, tj. S — 00, ta cze$é calki, w ktorej wystepuje czynnik 3; dazy do
zera i otrzymujemy

AFE 2 hc 9 /72
ﬁ = /d k” /kllldl' k” 6de —

2hc © dx
:___d/o eﬁdx_l/dngxZ 62

T 27

W drugim kroku zostat tu zamieniony porzadek wykonywania catek; poza tym wprowa-
dzone zostalo oznaczenie § = |k;|. Wewnetrzna calka jest elementarna i otrzymujemy

AE 2 he d/°° dz 23

T2~ rr3), o1

Poniewaz 8 = 2d, po przeskalowaniu zmiennej catkowania daje to

AE 2 he 1 /oodxzv3
L2 712r48d3), e —1°

Pozostala calka (“catka statystyczka” - ci, co studiowali fizyke statystyczna wiedza dla-
czego taka jej nazwa) wynosi 74/15 i otrzymujemy zatem ten sam wynik, co poprzednio.

ta przyjmuje wartosci rzeczywiste dodatnie do z = x + 10, gdzie x > a wzdluz drogi lezacej w gornej
potplaszcezyznie zmiennej zespolonej z, piszac z = a — re”*? (z odpowiednim r, ktére moze sie zmienia¢
z 0) i zmieniajac 6 od 0 do 7:

\/@2—2’22\/(24—@)7“67%9—}(9—>7T)—>—i 22 —a?.

Przedluzajac zas va? — 22 do z = x — 10, gdzie © > a zmieniamy 6 od 0 do —, otrzymujac +ivz? — a?.
Podobnie, gdy Rez < 0 przedtuzamy analitycznie funkcje od z = 2o > —a do z = z 490 gdzie x < —a
piszac z = —a + 7€’ i zmieniajac 6 od 0 do 7:

\/@2—222\/(2—a)re_%‘9—> 0 —7) = +iva?—a?.

Analogicznie, aby przedtuzy¢ do z = = — i0 gdzie * < —a, zmieniamy 6 od 0 do —; rezultatem jest

—ivz? — a?.
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