
NOTATKI DO �WICZE� Z ANALIZY ZESPOLONEJ

Zebraª P.H. Chankowski

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

∮

Γ

dz
e1/z

1 + z
.

w której kontur Γ jest okr�giem o ±rodku w zerze i promieniu równym 2 (kóªko na symbolu


aªki ozna
za, »e jest to 
aªka po konturze zamkni�tym).

Rozwi¡zanie: Funk
ja pod
aªkowa f(z) ma biegun prosty (tj. pierwszego rz�du) w

z = −1 oraz punkt istotnie osobliwy w z = 0.

res f(z)|z=−1 = 1/e .

Residuum w z = 0 najªatwiej znale¹¢ przez �inspek
j��, wypisuj¡
 odpowiednie szeregi:

f(z) = e1/z(1 + z)−1 =

(

1 +
1

1! z
+

1

2! z2
+

1

3! z3
+ . . .

)

(

1− z + z2 − z3 + . . .
)

.

Wymna»aj¡
 je widzimy, »e wspóª
zynnik przy 1/z jest dany szeregiem

res f(z)|z=0 =
1

1!
− 1

2!
+

1

3!
− 1

4!
+ . . .

= 1−
(

1 +
(−1)1

1!
+

(−1)2

2!
+

(−1)3

3!
+

(−1)4

4!
+ . . .

)

= 1− e−1 .

Zatem suma residuów w z = −1 i z = 0 jest równa 1 i

∫

Γ

dz
e1/z

1 + z
= 2πi .

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

∫ 2π

0

dθ

a− sin θ
, |a| > 1 .

Rozwi¡zanie: Warunek |a| > 1 zapewnia, »e 
aªka jest dobrze okre±lona - mianownik

nigdzie si� nie zeruje. Caªk� t� mo»na obli
zy¢ konwen
jonalnie (
o zrobimy dalej), ale

mo»na te» przez residua. W tym 
elu podstawiamy z = eiθ, tak »e zmienna z przebiega

teraz zbiór li
zb zespolony
h o module równym 1. Wów
zas dz = ieiθdθ = izdθ, wi�


∫ 2π

0

dθ

a− sin θ
=

∮

|z|=1

dz

iz

1

a− (1/2i)(z − 1/z)
= −2

∮

|z|=1

dz

z2 − 2iaz − 1
.
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Rysunek 1: Kontur 
aªkowania w pªasz
zy¹nie zmiennej zespolonej z.

Zamkni�ty kontur 
aªkowania, o równaniu |z| = 1, pokazany na rysunku 1, jest tu obiegany

prze
iwnie do kierunku ru
hu wskazówek zegara. Skorzystali±my tu ze wzoru

sin θ =
1

2i

(

eiθ − e−iθ
)

.

Mianownik pod 
aªk¡ jest dwumianem i mo»na go zapisa¢ w posta
i

z2 − 2iaz − 1 = (z − z+)(z − z−) ,

w której

z± = i
(

a±
√
a2 − 1

)

,

s¡ dwoma pierwiastkami równania z2 − 2iaz− 1 = 0. Funk
ja pod
aªkowa ma zatem dwa

bieguny proste w z = z− i w z = z+. Przyjmijmy na razie, »e a > 1. W takim przypadku

|z+| > 1 ale z− le»y wewn¡trz konturu, gdy» |z−| < 1. Zatem zgodnie z twierdzeniem o

residua
h,

∫ 2π

0

dθ

a− sin θ
= 2πi res

−2

(z − z+)(z − z−)

∣

∣

∣

∣

z=z−

=
−4πi

z− − z+
=

−4πi

−2i
√
a2 − 1

=
2π√
a2 − 1

.

Dla a < −1, gdy wyj±
iowa 
aªka jest te» dobrze okre±lona, wewn¡trz konturu |z| = 1
znalazªby si� pierwiastek z+ dwumianu i mieliby±my

∫ 2π

0

dθ

a− sin θ
= 2πi res

−2

(z − z+)(z − z−)

∣

∣

∣

∣

z=z+

=
−4πi

z+ − z−
=

−4πi

2i
√
a2 − 1

= − 2π√
a2 − 1

,

2



jak te» i powinno by¢, gdy» funk
ja pod
aªkowa jest wtedy stale ujemna.

Konwen
jonalnie dokonaliby±my w wyj±
iowej 
aª
e podstawienia

t = tg
θ

2
, dθ =

2dt

1 + t2
, cos θ =

1

1 + t2
, sin θ =

2t

1 + t2
,


o sprowadziªoby j¡ do

2

a

∫

dt

t2 − (2/a)t+ 1
=

2

a

∫

dt

(t− 1/a)2 + (a2 − 1)/a2

=
2a

a2 − 1

∫

dt
[

a t√
a2−1

− 1√
a2−1

]2

+ 1

=
2√

a2 − 1
arctg

[

a√
a2 − 1

(

t− 1

a

)]

.

Gdy θ przebiega od 0 do 2π, wów
zas t = tg(θ/2) biegnie od 0 do +∞ osi¡ganej, gdy

θ → π (od strony warto±
i mniejszy
h), a nast�pnie od −∞ (gdy θ przekra
za π) do 0
osi¡ganego, gdy θ = 2π. Zatem gdy θ do
hodzi od zera do π funk
ja I(θ)

I(θ) ≡
∫ θ

0

dϕ

a− sinϕ

=
2√

a2 − 1

{

arctg

[

a√
a2 − 1

(

tg
θ

2
− 1

a

)]

− arctg

[

− 1√
a2 − 1

]}

do
hodzi (dla a > 0) do warto±
i

I(π) =
2√

a2 − 1

{

arctg(+∞)− arctg

[

− 1√
a2 − 1

]}

=
2√

a2 − 1

{

π

2
− arctg

[

− 1√
a2 − 1

]}

i po przekro
zeniu przez ϕ warto±
i π (gdy tg(θ/2) nagle spada do −∞) nie powinna

(jako 
aªka z funk
ji dodatniej!) zmale¢. Pokazuje to, »e po drugiej stronie punktu θ = π
nale»y wybra¢ t� gaª¡¹ funk
ji ar
tg, na której

arctg(−∞) = −π

2
+ π

(a nie −π/2). Na tej drugiej gaª�zi warto±
i¡ funk
ji

arctg

[

a√
a2 − 1

(

tg
θ

2
− 1

a

)]

odpowiadaj¡
¡ θ = 2π jest

arctg

[

− 1√
a2 − 1

]

+ π
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i st¡d otrzymujemy

1

I(2π) ≡
∫ 2π

0

dθ

a− sin θ
=

2π√
a2 − 1

,

tak jak metod¡ wykorzystuj¡
¡ residua. Powtarzaj¡
 powy»sz¡ analiz� dla a < 0 otrzy-

mamy o
zywi±
ie ten sam wynik z prze
iwnym znakiem.

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

2

∫ 2π

0

dθ

a+ cos θ
, |a| > 1 .

Rozwi¡zanie: Warunek |a| > 1 zapewnia, »e 
aªka jest dobrze okre±lona - mianownik

nigdzie si� nie zeruje. Dokonuj¡
 jak w poprzednim przykªadzie podstawienia z = eiθ i

korzystaj¡
 ze wzoru

cos θ =
1

2

(

eiθ + e−iθ
)

,

sprowadzamy 
aªk� do

∫ 2π

0

dθ

a+ cos θ
=

2

i

∮

|z|=1

dz

z2 + 2az + 1
.

Pierwiastkami dwumianu w mianowniku pod 
aªk¡ s¡ teraz

z+ = −a +
√
a2 − 1 , z− = −a−

√
a2 − 1 ,

z 
zego, gdy a > 0, tylko z+ le»y wewn¡trz konturu |z| = 1. Zatem

∫ 2π

0

dθ

a + cos θ
=

2

i

2πi

z+ − z−
=

2π√
a2 − 1

.

1

Aby unikn¡¢ zmieniania gaª�zi funk
ji ar
tg mo»na wyj±
iow¡ 
aªk� zapisa¢ jako sum�

I(2π) =

∫ π

0

dθ

a− sin θ
+

∫ 2π

π

dθ

a− sin θ
=

∫ π

0

dθ

a− sin θ
+

∫ π

0

dθ

a+ sin θ
.

Po dokonaniu podstawienia standardowego otrzymamy

I =
2√

a2 − 1

{

arctg

[

a√
a2 − 1

(

tg
θ

2
− 1

a

)]π

0

+ arctg

[

a√
a2 − 1

(

tg
θ

2
+

1

a

)]π

0

}

=
2π√
a2 − 1

.

2

O
zywi±
ie musi ona da¢ to samo, 
o poprzednia 
aªka, bo 
osinus przyjmuje na od
inku [0, 2π] te
same warto±
i 
o sinus, tylko dla przesuni�ty
h warto±
i k¡ta θ, ale miara dθ jest niezmienni
za wzgl�dem

przesuni�¢.
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Dla a < −1 wewn¡trz konturu |z| = 1 le»aªby pierwiastek z− i wynikiem 
aªki byªoby

−2π/
√
a2 − 1 (wyj±
iowa funk
ja pod
aªkowa byªaby wtedy stale ujemna).

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

∫ 2π

0

dθ

(1 + b cos θ)2
, |b| < 1 .

Rozwi¡zanie: Warunek |b| < 1 zapewnia, »e 
aªka jest dobrze okre±lona - mianownik

nigdzie si� nie zeruje. Dokonuj¡
 tak jak w poprzedni
h przykªada
h podstawienia z = eiθ

mamy

∫ 2π

0

dθ

(1 + b cos θ)2
=

∮

|z|=1

dz

iz

1

[1 + (b/2)(z + 1/z)]2

=
4

ib2

∮

|z|=1

dz z

[z2 + (2/b)z + 1]2
.

Podobnie jak poprzednio mianownik mo»na zapisa¢ w posta
i [(z − z+)(z − z−)]
2
, gdzie

z± =
1

b

(

−1 ±
√
1− b2

)

,

przy 
zym dla 0 < b < 1 tylko |z+| < 1, tj. wewn¡trz konturu |z| = 1 funk
ja pod
aªkowa

ma jeden biegun drugiego rz�du w z = z+. Obli
zamy residuum f(z) w tym punk
ie:

res f(z)|z=z+
=

d

dz

z

(z − z−)2

∣

∣

∣

∣

z=z+

=
1

(z+ − z−)2
− 2z+

(z+ − z−)3

= − z+ + z−
(z+ − z−)3

=
b2

4(1− b2)3/2
.

St¡d

∫ 2π

0

dθ

(1 + b cos θ)2
=

4

ib2
2πi

b2

4(1− b2)3/2
=

2π

(1− b2)3/2
.

Ten sam wynik samo mo»na uzyska¢ korzystaj¡
 z 
aªki obli
zonej w poprzednim

zadaniu:

∫ 2π

0

dθ

(1 + b cos θ)2
=

1

b2

[

− ∂

∂a

∫ 2π

0

dθ

a+ cos θ

]

a=1/b

=
1

b2

[

− ∂

∂a

2π√
a2 − 1

]

a=1/b

=
2π

b2

[

a

(a2 − 1)3/2

]

a=1/b

=
b

|b|
2π

(1− b2)3/2
.
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Caªk� t� mo»na o
zywi±
ie obli
zy¢ stosuj¡
 konwen
jonalne podstawienie, ale z uwagi

na drug¡ pot�g� w mianowniku jest to zna
znie bardziej skomplikowane (z tym, »e pod-

stawienie t = tg(θ/2) daje funk
j� pierwotn¡, a metoda residuów stosuje si� tylko do 
aªki

w grani
a
h od 0 do 2π).

Zadanie

Metod¡ residuów obli
zy¢ 
aªk�

I =

∫ 2π

0

dθ
sin2 θ

a + b cos θ
, 0 < |b| < |a| .

Poda¢ tak»e wynik 
aªki

∫ 2π

0

dθ
sin2 θ

1 + a2 − 2a cos θ
.

Rozwi¡zanie: Podstawiamy standardowo z = eiθ i otrzymujemy

I = −1

2

∮

|z|=1

dz

iz

(z − 1/z)2

2a+ b(z + 1/z)
=

i

2b

∮

|z|=1

dz
(z2 − 1)2

z2(z2 + 2(a/b)z + 1)
.

Funk
ja pod
aªkowa ma jeden biegun drugiego rz�du w z = 0 oraz dwa bieguny proste

w z± = −(a/b) ±
√

(a/b)2 − 1, z który
h, je±li a/b > 1, tylko z+ znajduje si� wewn¡trz

konturu (z−, gdy a/b < −1). Jej residua w z = z+ oraz w z = z− znajdujemy standardowo:

res f(z)|z=z+
=

(z+ − 1/z+)
2

z+ − z−
= 2

√

(a/b)2 − 1 ,

res f(z)|z=z−
=

(z− − 1/z−)
2

z− − z+
= −2

√

(a/b)2 − 1 .

Residuum w z = 0 (biegun drugiego rz�du) najªatwiej znale¹¢ dokonuj¡
 rozwini�
ia:

f(z) =
1− 2z2 + z4

z2

(

1− 2
a

b
z − z2 + . . .

)

=
1

z2
− 2

a

b

1

z
+ . . .

Tak wi�
 zgodnie z twierdzeniem o residua
h otrzymujemy

I =
i

2b
2πi

(

−2
a

b
± 2

√

a2

b2
− 1

)

=
2π

b

(

a

b
∓
√

a2

b2
− 1

)

,

gdzie górny (dolny) znak odnosi si� do a/b > 1 (a/b < −1).
Z powy»szego wyniku, podstawiaj¡
 a → 1 + a2 i b → −2a, otrzymujemy

∫ 2π

0

dθ
sin2 θ

1 + a2 − 2a cos θ
=

{

π/a2 gdy |a| > 1
π gdy |a| < 1

.

Caªki tego typu tra�aj¡ si� w obli
zenia
h w elektrodynami
e.
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Zadanie

Metod¡ residuów obli
zy¢ 
aªk�

I =

∫ 2π

0

dθ
cos2 3θ

1 + a2 − 2a cos 2θ
.

Rozpatrzy¢ przypadki |a| < 1 oraz |a| > 1.
Rozwi¡zanie: Podstawiamy standardowo z = eiθ i otrzymujemy

I =
i

4a

∮

|z|=1

dz
(z6 + 1)2

z5 (z4 − 1+a2

a
z2 + 1)

.

Biegun w z = 0 jest pi¡tego rz�du i jego residuum najªatwiej znale¹¢ metod¡ rozwini�
ia:

f(z) =
(z6 + 1)2

z5

{

1 +

(

1 + a2

a
z2 − z4

)

+

(

1 + a2

a
z2 − z4

)2

+ . . .

}

=
1

z5

{

1 +
1 + a2

a
z2 +

[

(

1 + a2

a

)2

− 1

]

z4 + . . .

}

,


zyli »e

res f(z)|z=0 =

(

1 + a2

a

)2

− 1 .

Pozostaªe bieguny s¡ w punkta
h b�d¡
y
h pierwiastkami równania bikwadratowego,

które - jak mo»na od razu dostrze
 - ma prost¡ posta¢:

z4 − 1 + a2

a
z2 + 1 = (z2 − a)

(

z2 − 1

a

)

= 0 .

Zatem, gdy |a| < 1 funk
ja f(z) ma wewn¡trz konturu |z| = 1 dwa bieguny proste w

z2± = a, gdy za± |a| > 1, dwa bieguny proste w z2± = 1/a.
Rozpatrzmy najpierw przypadek 0 < a < 1. Oba residua, w z =

√
a oraz w z = −√

a
s¡ takie same:

res f(z)|z=±√
a =

(a3 + 1)2

2a2(a2 − 1)
.

Podobnie takie same s¡ residua w z = i
√

|a| i w z = −i
√

|a|, gdy |a| < 1 i a < 0; s¡ one

równe:

res f(z)|
z=±i

√
|a| = − (a3 + 1)2

2a2(a− 1/a)|a| =
(a3 + 1)2

2a2(a2 − 1)
,

gdy» −|a|/a = 1 dla a < 0.
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Gdy |a| < 1 mamy zatem dla obu znaków a

I =
i

4a
2πi

{

(

1 + a2

a

)2

− 1 +
(a3 + 1)2

2a2(a2 − 1)

}

=
−π

2a3

{

1 + a2 + a4 +
(1 + a3)(1 + a)(1− a+ a2)

(a + 1)(a− 1)

}

i ostate
znie po uporz¡dkowaniu, gdy |a| < 1, znajdujemy, »e

∫ 2π

0

dθ
cos2 3θ

1 + a2 − 2a cos 2θ
= π

1− a+ a2

1− a
.

Gdy |a| > 1, zarówno, gdy a > 0, jak i gdy a < 0, dostajemy residua w punkta
h

z2 = 1/a równe

res f(z)|z2=±1/a =
(a3 + 1)2

2a2(1− a2)
.

i wobe
 tego

I =
−π

2a3

{

1 + a2 + a4 − (1 + a3)(1 + a)(1− a+ a2)

(a + 1)(a− 1)

}

.

Po uporz¡dkowaniu mamy wi�
 dla |a| > 1 wzór

3

∫ 2π

0

dθ
cos2 3θ

1 + a2 − 2a cos 2θ
= π

1− a+ a2

a3(a− 1)
.

Zadanie

Korzystaj¡
 z twierdzenia o residua
h obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

0

dx
x2

(x2 + a2)3
.

Rozwi¡zanie: Poniewa» funk
ja pod
aªkowa jest parzysta, roz
i¡gamy najpierw 
aªko-

wanie na 
aª¡ o± rze
zywist¡ (i bierzemy poªow� tego, 
o wyjdzie). Nast�pnie metod¡

residuów obli
zamy 
aªk�

∫

Γ

dz f(z) =

∫

Γ

dz
z2

(z2 + a2)3

po konturze Γ pokazanym na rysunku 2. Mamy wi�
:

∫

Γ

dz f(z) =

∫ R

−R

dx
x2

(x2 + a2)3
+

∫

1

2
KR

dz f(z) = 2πi res f(z)|z=+i|a| ,
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Imz

Rez

Rysunek 2: Kontur Γ skªadaj¡
y si� z od
inka dªugo±
i 2R le»¡
ego symetry
znie na osi

rze
zywistej domkni�tego du»ym póªkolem o promieniu R → ∞ w górnej póªpªasz
zy¹nie.

jako »e funk
ja f(z) ma wewn¡trz konturu Γ jeden biegun trze
iego rz�du w punk
ie

z = i|a| (bierzemy R > |a|).
Caªka po póªokr�gu o promieniu R, na którym z = Reiϕ, znika w grani
y R → ∞:

∣

∣

∣

∣

∣

∫

1

2
KR

dz f(z)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫ π

0

dϕ iR eiϕ
R2 e2iϕ

(R2 e2iϕ + a2)3

∣

∣

∣

∣

≤
∫ π

0

dϕ

∣

∣

∣

∣

iR eiϕ
R2 e2iϕ

(R2 e2iϕ + a2)3

∣

∣

∣

∣

=

∫ π

0

dϕ
R3

|R2 e2iϕ + a2|3 .

W tym miejs
u korzystamy z nierówno±
i

4

|w1 ± w2| ≥ ||w1| − |w2|| ,

która pozwala doko«
zy¢ sza
owanie (zast�pujemy |R2e2iϕ+a2| w mianowniku 
zynnikiem

mniejszym, tj. |R2 e2iϕ| − |a2|):
∣

∣

∣

∣

∣

∫

1

2
KR

dz f(z)

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∫ π

0

dϕ
R3

(R2 − a2)3
=

π R3

(R2 − a2)3
.

Pokazuje ono, »e gdy R → ∞, 
aªka po póªokr�gu znika jak 1/R3
.

Trzeba jesz
ze obli
zy¢ residuum funk
ji w z = i|a|. Mamy

res f(z)|z=i|a| =
1

2!

d2

dz2
z2

(z + i|a|)3 =
1

2!

d

dz

[

2z

(z + i|a|)3 − 3z2

(z + i|a|)4
]

=
1

2

[

2

(z + i|a|)3 − 12z

(z + i|a|)4 +
12z2

(z + i|a|)5
]

z=i|a|
=

−i

16|a|3 .

3

Oba wzory ko«
owe mo»na sprawdzi¢ programem Mathemati
a, najlepiej dla jaki
h± konkretny
h

warto±
i parametru a; w ogólnym przypadku program ten daje maªo 
zytelny wynik.

4

Dowód: dla dowolny
h dwu li
zb zespolony
h w1 i w za
hodzi nierówno±¢ |w1 + w| ≤ |w1| + |w|.
Podstawiamy w = ±w2 − w1, 
o daje |w2| ≤ |w1| + |w1 ∓ w2|. Zatem dowolne dwie li
zby w1 i w2

speªniaj¡ nierówno±¢ |w1 ∓ w2| ≥ |w2| − |w1|, nawet gdy |w2| > |w1|; poniewa» mo»na dokona¢ zamiany

w1 ↔ w2 wi�
 praw¡ stron� nierówno±
i mo»na zast¡pi¢ moduªem.
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Zatem

∫ ∞

0

dx
x2

(x2 + a2)3
=

1

2
2πi

−i

16|a|3 =
π

16|a|3 .

W przypadku tej 
aªki mogli±my byli równie dobrze zamkn¡¢ biegn¡
y po osi rze-


zywistej kontur 
aªkowania doª¡
zaj¡
 do« póªokr¡g o promieniu R → ∞ le»¡
y w

dolnej póªpªasz
zy¹nie (zamiast póªokr�gu le»¡
ego w górnej póªpªasz
zy¹nie): poniewa»

taki kontur byªby obiegany zgodnie z kierunkiem ru
hu wskazówek zegara, 
aªka by byªa

równa −2πi razy residuum w punk
ie z = −i|a|:

res f(z)|z=−i|a| =
1

2!

d2

dz2
z2

(z − i|a|)3 =
1

2!

d

dz

[

2z

(z − i|a|)3 − 3z2

(z − i|a|)4
]

=
1

2

[

2

(z − i|a|)3 − 12z

(z − i|a|)4 +
12z2

(z − i|a|)5
]

z=−i|a|
=

+i

16|a|3 .

Wynik jest o
zywi±
ie taki sam jak poprzednio.

Zadanie

Korzystaj¡
 z twierdzenia o residua
h obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

−∞
dx

x2 − x+ 2

x4 + 10x2 + 9
.

Rozwi¡zanie: Caªka jest zbie»na, bo dla |x| → ∞ funk
ja pod
aªkowa za
howuje si�

jak 1/x2
. Ponadto jest jasne, »e mianownik funk
ji pod
aªkowej nie zeruje si� nigdy dla

rze
zywisty
h warto±
i x. Caªk� t� mo»na obli
zy¢ tak jak poprzedni¡, 
aªkuj¡
 funk
j�

f(z) =
z2 − z + 2

z4 + 10z2 + 9
=

z2 − z + 2

(z2 + 1)(z2 + 9)
,

po konturze pokazanym na rysunku 2, lub podobnym konturze skªadaj¡
ym si� z osi

rze
zywistej i póªokr�gu w dolnej póªpªasz
zy¹nie. Przyjmijmy jednak kontur Γ z rysunku

2. Podobnie jak w poprzednim zadaniu pokazujemy, »e gdy R → ∞, 
aªka po póªokr�gu

d¡»y do zera:

∣

∣

∣

∣

∣

∫

1

2
KR

dz f(z)

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∫ π

0

dϕ
R |R2 e2iϕ − Reiϕ + 2|
|R4 e4iϕ + 10R2 e2iϕ + 9|

≤
∫ π

0

dϕ
R (R2 +R + 2)

R4 − 10R2 − 9
∼ 1

R
→ 0 .

Funk
ja pod
aªkowa ma 
ztery bieguny dla z21,2 = −1 i z23,4 = −9, z 
zego dwa, w z1 = i
oraz z3 = 3i le»¡ (dla dostate
znie du»ego R) wewn¡trz konturu 
aªkowania. Zatem

zgodnie z twierdzeniem o residua
h

∮

Γ

f(z) = 2πi (res f(z)|z=i + res f(z)|z=3i) .
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Obli
zamy residua:

res f(z)|z=i = lim
z→i

z2 − z + 2

(z + i)(z2 + 9)
=

1− i

16i
,

res f(z)|z=3i = lim
z→3i

z2 − z + 2

(z2 + 1)(z + 3i)
=

7 + 3i

48i
.

Zatem w grani
y R → ∞ otrzymujemy

∮

Γ

f(z) →
∫ ∞

−∞
dx

x2 − x+ 2

x4 + 10x2 + 9
= 2πi

(

3− 3i

48i
+

7 + 3i

48i

)

=
5

12
π .

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

0

dx
x6

(x4 + a4)2
.

Rozwi¡zanie: Tu zastosujemy podej±
ie �zy
zne i przeskalujemy zmienn¡ 
aªkowania,

»eby od razu uwido
zni¢ zale»no±¢ od a i mniej pisa¢. Mamy wi�
, po standardowym

wykazaniu, »e 
aªka po póªokr�gu b�d¡
ym 
z�±
i¡ zamkni�tego konturu Γ z rysunku 2

znika w grani
y R → ∞,

∫ ∞

0

dx
x6

(x4 + a4)2
=

1

2|a|

∮

Γ

dz
z6

(z4 + 1)2
=

2πi

2|a|
∑

Imzi>0

res f(z)|z=zi
.

Z 
ztere
h pierwiastków 
zwartego stopnia z li
zby −1, które s¡ poªo»eniami 
ztere
h

biegunów drugiego rz�du funk
ji pod
aªkowej, dwoma le»¡
ymi w górnej póªpªasz
zy¹nie,

a wi�
 wewn¡trz konturu, s¡

z1 = ei
π
4 =

1 + i√
2

oraz z2 = ei
3π
4 =

−1 + i√
2

,

przy 
zym z21 = i, a z22 = −i. W 
elu obli
zenia residuów w ty
h bieguna
h wygodnie jest

zapisa¢ funk
j� pod
aªkow¡ w posta
i

f(z) =
z6

(z − z1)2 (z − z2)2 (z2 + i
√
2 z − 1)2

.

Korzystamy nast�pnie ze standardowego wzoru:

res f(z)|z=z1
=

d

dz

z6

(z − z2)2 (z2 + i
√
2 z − 1)2

∣

∣

∣

∣

z=z1

=
6 z51

(z1 − z2)2 (z21 + i
√
2 z1 − 1)2

− 2 z61
(z1 − z2)3 (z21 + i

√
2 z1 − 1)2

− 2 z61(2z1 + i
√
2 )

(z1 − z2)2 (z
2
1 + i

√
2 z1 − 1)3

.
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Residum w z = z2 jest dane analogi
znym wzorem, w którym z1 ↔ z2. Poniewa» z1−z2 =√
2, z41,2 = −1, a z21 + i

√
2 z1 − 1 = −2(1− i), z22 + i

√
2 z2 − 1 = −2(1 + i), mamy

res f(z)|z=z1
=

−6z1
2 [−2(1− i)]2

− −2i

2
√
2 [−2(1− i)]2

− −2i (2z1 + i
√
2)

2 [−2(1− i)]3
,

res f(z)|z=z2
=

−6z2
2 [−2(1 + i)]2

− 2i

−2
√
2 [−2(1 + i)]2

− 2i (2z2 + i
√
2)

2 [−2(1 + i)]3
.

Sumuj¡
 odpowiadaj¡
e sobie wyrazy parami i uwzgl�dniaj¡
, »e (1 ± i)2 = ±2i oraz »e

z1 + z2 = i
√
2, znajdujemy »e

∑

Imzi>0

res f(z)|z=zi
=

3
√
2

8i
+ 0 +

3
√
2i

16
= −i

3
√
2

16
.

Zatem (
o potwierdza program Mathemati
a)

∫ ∞

0

dx
x6

(x4 + a4)2
=

2πi

2|a|

(

−i
3
√
2

16

)

=
3
√
2π

16|a| .

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

J =

∫ ∞

−∞

dx

(x2 + a2)(x2 + b2)2
.

Rozwi¡zanie: Jak zwykle roz
i¡gamy 
aªkowanie wzdªu» osi rze
zywistej na póªokr¡g o

promieniuR domykaj¡
y kontur 
aªkowania w górnej póªpªasz
zy¹nie zespolonej zmiennej

z, 
o umo»liwia zastosowanie twierdzenia o residua
h. Funk
ja pod
aªkowa

f(z) =
1

(z2 + a2)(z2 + b2)2
≡ 1

(z + i|a|)(z − i|a|)(z + i|b|)2(z − i|b|)2 ,

ma wewn¡trz tego konturu jeden biegun prosty w z = i|a| i jeden biegun drugiego rz�du

w z = i|b|. Residua ty
h biegunów znajdujemy standardowo:

res f(z)|z=i|a| =
1

2i|a|(b2 − a2)2
,

res f(z)|z=i|b| =
d

dz

1

(z2 + a2)(z + i|b|)2
∣

∣

∣

∣

z=i|b|

=

[ −2z

(z2 + a2)2(z + i|b|)2 − 2

(z2 + a2)(z + i|b|)3
∣

∣

∣

∣

z=i|b|

=
i

2(a2 − b2)2|b| −
i

4(a2 − b2)|b|3 .
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b

r=ε

−R R

Imz

Rez

Rysunek 3: Kontur Γ omijaj¡
y biegun prosty w z = b.

Mamy zatem

J = 2πi

{ −i

2(b2 − a2)2|a| +
i

2(a2 − b2)2|b| −
i

4(a2 − b2)|b|3
}

= 2πi

{

i (|a| − |b|)
2(a2 − b2)2|a||b| −

i

4(a2 − b2)|b|3
}

= 2πi

{

2i|b|2
4(a2 − b2)(|a|+ |b|)|a||b|3 −

i|a|(|a|+ |b|)
4(a2 − b2)(|a|+ |b|)|a||b|3

}

= −π

2

2b2 − a2 − |a||b|
(a2 − b2)(|a|+ |b|)|a||b|3 = −π

2

(|b| − |a|)(2|b|+ |a|)
(a2 − b2)(|a|+ |b|) |a||b|3 .

Zatem ostate
znie

∫ ∞

−∞

dx

(x2 + a2)(x2 + b2)2
=

π (2|b|+ |a|)
2(|a|+ |b|)2|a||b|3 .

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

−∞

dx

(x− b)(4x2 + a2)
,

w której a i b s¡ li
zbami rze
zywistymi.

Rozwi¡zanie: Caªka ma osobliwo±¢ (w punk
ie x = b funk
ja pod
aªkowa jest niesko«-


zona) i jest niezbie»na wedªug standardowy
h kryteriów zbie»no±
i. Mo»na jej nada¢

sens. Obli
zamy w tym 
elu 
aªk� z funk
ji

f(z) =
1

(z − b)(4z2 + a2)
,

po konturze Γ pokazanym na rysunku 3, tj. podobnym do wykorzystywanego ju» poprzed-

nio konturu z wysunku 2, ale maj¡
ym maªe �wypu
zenie� nad punktem x = b. Wewn¡trz
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konturu funk
ja ma tylko jeden punkt osobliwy (biegun prosty) w punk
ie z = i|a|/2, w
którym residuum jest równe

res f(z)|z=i|a|/2 =
i(b+ i|a|/2)
|a|(a2 + 4b2)

,

a zatem

∫

Γ

dz f(z) = − 2πb

|a|(a2 + 4b2)
− iπ

(a2 + 4b2)
.

Jak w poprzedni
h przykªada
h ªatwo pokaza¢, »e w grani
y R → ∞ 
aªka po du»ym

póªokr�gu znika. W grani
y tej mamy wi�
 równo±¢:

∫ b−ε

−∞

dx

(x− b)(4x2 + a2)
+

∫ ∞

b+ε

dx

(x− b)(4x2 + a2)

+

∫

1

2
K−

ε

dz f(z) = − 2πb

|a|(a2 + 4b2)
− iπ

(a2 + 4b2)
.

Caªk� po maªym póªokr�gu nietrudno obli
zy¢: Poniewa» interesuje nas grani
a ε → 0,
mo»emy w oto
zeniu punktu z = b rozwin¡¢ f(z) w szereg Wawrzusia, który ma posta¢

f(z) =
a−1

z − b
+ a0 + a1(z − b) + . . .

poniewa» funk
ja f(z) ma w punk
ie z = b biegun prosty. Residuum f(z) w tym punk
ie,


zyli wspóª
zynnik a−1, jest równe

res f(z)|z=b =
1

(a2 + 4b2)
.

Parametryzuj¡
 teraz póªokr¡g z = b+ εeiϕ i 
aªkuj¡
 szereg wyraz po wyrazie bez trudu

znajdujemy, »e w grani
y ε → 0 pozostaje tylko

∫

1

2
K−

ε

dz f(z) = −πia−1 =
−πi

(a2 + 4b2)
,


o dokªadnie skra
a urojon¡ 
z�±¢ 
aªki po 
aªym konturze Γ. Zatem wyj±
iowa 
aªka

zde�niowana przez wzi�
ie symetry
znie grani
y ε → 0, 
zyli jako tzw. warto±¢ gªówna


aªki, wynosi

5

P

∫ ∞

−∞

dx

(x− b)(4x2 + a2)
= − 2πb

|a|(a2 + 4b2)
.

Symbol P ozna
za tu wªa±nie warto±¢ gªówn¡ (ang. Prin
ipal Value). Nietrudno zrozu-

mie¢, »e dookre±lanie 
aªki maj¡
ej w punk
ie x0 osi rze
zywistej osobliwo±¢ typu bieguna

5

Pytanie-test: 
zy otrzymaliby±my ten sam wynik, gdyby±my rozpatrzyli kontur Γ miaj¡
y �wypu-


zenie� w dóª , tzn. gdyby póªokr¡g o promieniu ε obiegaª punkt z = b od doªu?
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jest mo»liwe wtedy, gdy w rozkªadzie mianownika takiej 
aªki na uªamki proste znikaj¡

wspóª
zynniki wszystki
h skªadników z parzystymi odwrotnymi pot�gami, tj. skªadników

1/(x− x0)
2|n|

.

Warto zapami�ta¢ udowodnion¡ tu przy okazji ogóln¡ reguªk�:

Reguªka: Je±li funk
ja f(z) ma w z = z0 biegun prosty (tj. pierwszego rz�du) o residuum

a−1, to 
aªka po opartym na k¡
ie ∆ϕ fragmen
ie okr�gu o promieniu ε i ±rodku w z0 daje,
w grani
y ε → 0, wynik ±ia−1|∆ϕ| (znak + przy obiegu zgodnym z kierunkiem ru
hu

wskazówek zegara i − przy prze
iwnym). Reguªka ta nie stosuje si� je±li funk
ja ma w z0
biegun wy»szego rz�du, lub punkt istotnie osobliwy, bo, jak ªatwo zoba
zy¢, grani
a ε → 0
naogóª wtedy nie istnieje. Wyj¡tkiem jest punkt osobliwy (istotna osobliwo±¢ lub biegun

sko«
zonego rz�du), w którym znikaj¡ wszystkie wspóª
zynniki a−2|n|: 
aªka po ªuku

opartym na k¡
ie ∆ϕ = π jest wtedy w grani
y ε → 0 dobrze okre±lona i wynosi ±πa−1.

Nietrudno zrozumie¢, »e ma to zwi¡zek z mo»liwo±
i¡ dookre±lania 
aªek maj¡
y
h na osi

rze
zywistej osobliwo±¢ typu 1/(x− x0)
2|k|+1

za pomo
¡ brania i
h warto±
i gªównej.

Zadanie.

Obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

−∞

dx

(x+ 2)(x2 + 1)2
.

Rozwi¡zanie: Post�pujemy tak jak w poprzednim przykªadzie: 
aªkujemy funk
j�

f(z) =
1

(z + 2)(z2 + 1)2
,

po konturze Γ z rysunku 3.

Res f(z)|z=i =
d

dz

1

(z + 2)(z + i)2

∣

∣

∣

∣

z=i

=
−2− 14i

100
,

Res f(z)|z=−2 =
1

25
.

St¡d,

P

∫ ∞

−∞

dx

(x+ 2)(x2 + 1)2
= 2πi

−2− 14i

100
− (−iπ)

1

25
=

7π

25
.

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

0

dx
cosx

x2 + a2
.

Rozwi¡zanie: Poniewa» 
osinus jest funk
j¡ parzyst¡ mo»emy zamiast powy»szej 
aªki

obli
za¢

1

2

∫ ∞

−∞
dx

cosx+ i sin x

x2 + a2
=

1

2

∫ ∞

−∞
dx

eix

x2 + a2
,
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bo 
aªka z sinusa da zero (
aªka z funk
ji nieparzystej w symetry
zny
h grani
a
h). Aby

obli
zy¢ t� 
aªk� 
aªkujemy funk
j�

f(z) =
eiz

z2 + a2
,

po zamkni�tym konturze Γ pokazanym na rysunku 2. Na póªokr�gu z = Reiϕ i

∣

∣

∣

∣

∣

∫

1

2
KR

dz f(z)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫ π

0

dϕ iR eiϕ
eiR cosϕ e−R sinϕ

R2 e2iϕ + a2

∣

∣

∣

∣

≤ R

∫ π

0

dϕ
e−R sinϕ

|R2 e2iϕ + a2| ≤ R

∫ π

0

dϕ
e−R sinϕ

R2 − a2
= 2R

∫ π/2

0

dϕ
e−R sinϕ

R2 − a2

≤ 2R

∫ π/2

0

dϕ
e−2(R/π)ϕ

R2 − a2
=

π

R2 − a2
(

1− e−R
)

.

Wykorzystana tu zostaªa nierówno±¢ sinϕ ≥ 2ϕ/π sªuszna dla 0 ≤ ϕ ≤ 1
2
π. Wida¢ zatem,

»e 
aªka po tym fragmen
ie konturu Γ d¡»y do zera w grani
y R → 0. Zauwa»my te»,

»e w rozpatrywanym tu przypadku 
aªka po póªokr�gu domykaj¡
ym kontur w dolnej

póªpªasz
zy¹nie nie znikaªaby w tej grani
y (bo sinϕ < 0 dla π ≤ ϕ ≤ 2π). Dlatego

kontur trzeba byªo domkn¡¢ póªokr�giem w górnej póªpªasz
zy¹nie. Ogólnie, tzw. Lemat

Jordana orzeka, »e w przypadku funk
ji posta
i

f(z) = R(z) eiaz ,

gdzie R(z) jest funk
j¡ wymiern¡ znikaj¡
¡ dla z → ∞ 
onajmniej jak 1/z, je±li Re a >
0(< 0), w grani
y R → ∞ znika 
aªka po póªokr�gu w górnej (dolnej) póªpªasz
zy¹nie.

Poniewa» w grani
y R → 0 
aªka po tym póªokr�gu znika, otrzymujemy z twierdzenia

o residua
h zwi¡zek

1

2

∫ ∞

−∞
dx

eix

x2 + a2
= πi res f(z)|z=i|a| ,

jako »e wewn¡trz konturu Γ z rysunku 2 funk
ja f(z) ma tylko jeden punkt osobliwy w

z = i|a|. Residum funk
ji f(z) w tym punk
ie znajdujemy standardowo

res f(z)|z=i|a| =
e−|a|

2i|a| .

Ostate
znie wi�


∫ ∞

0

dx
cosx

x2 + a2
=

π

2|a| e
−|a| .
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Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

−∞
dx

cosx

(x2 + a2)3
.

Rozwi¡zanie: Post�pujemy tak, jak w poprzednim zadaniu, tj. 
aªkujemy po konturze

z rysunku 2 funk
j�

f(z) =
eiz

(z2 + a2)3
.

Poniewa» zgodnie z lematem Jordana 
aªka po póªokr�gu znika w grani
y R → ∞, a

wewn¡trz konturu funk
ja ma tylko jeden punkt osobliwy w z = i|a|, otrzymujemy zwi¡zek

∫ ∞

−∞
dx

eix

(x2 + a2)3
= 2πi res f(z)|z=i|a| .

Biegun w z = i|a| jest trze
iego rz�du, wi�


res f(z)|z=i|a| =
1

2

[

d2

dz2
eiz

(z + i|a|)3
]

z=i|a|
=

1

2

[

d

dz

(

i eiz

(z + i|a|)3 − 3eiz

(z + i|a|)4
)]

z=i|a|

=
e−|a|

2

( −1

(2i|a|)3 − 6i

(2i|a|)4 +
12

(2i|a|)5
)

=
e−|a|

2

( −i

8|a|3 +
−3i

8a4
+

−3i

8|a|5
)

.

Zatem

∫ ∞

−∞
dx

cos x

(x2 + a2)3
=

π

8|a|5
(

a2 + 3|a|+ 3
)

e−|a| .

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

0

dx
cosx

(x2 + a2)(x2 + b2)
.

Otrzyma¢ te» wynik dla |a| = |b|.
Rozwi¡zanie: Caªkuj¡
 to 
o trzeba po konturze z rysunku 2 i znajduj¡
 residua dwu

biegunów prosty
h poªo»ony
h wewn¡trz konturu otrzymujemy dla |a| 6= |b| wynik
∫ ∞

−∞
dx

cosx

(x2 + a2)(x2 + b2)
=

π

b2 − a2

(

e−|a|

2|a| −
e−|b|

2|b|

)

.

Wynik dla |a| = |b| najªatwiej otrzyma¢ zauwa»aj¡
, »e

lim
|a|→|b|

π

(|b|+ |a|)(|b| − |a|)

(

e−|a|

2|a| −
e−|b|

2|b|

)

= − π

2|a|
d

d|a|

(

e−|a|

2|a|

)

=
π

2a2

(

1 +
1

|a|

)

e−|a| .
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Zatem

∫ ∞

−∞
dx

cosx

(x2 + a2)2
=

π

2a2

(

1 +
1

|a|

)

e−|a| .

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªki

∫ ∞

−∞
dx

x cosx

x2 − 2x+ 10
,

∫ ∞

−∞
dx

x sin x

x2 − 2x+ 10
.

Rozwi¡zanie: Obie 
aªki mo»na otrzyma¢ 
aªkuj¡
 funk
j�

f(z) =
z eiz

z2 − 2z + 10
=

z eiz

(z − z1)(z − z2)
,

gdzie z1 = 1+3i, z2 = 1−3i s¡ dwoma pierwiastkami równania kwadratowego z2+2z+10 =
0, po konturze z rysunku 2. Zgodnie z lematem Jordana 
aªka po póªokr�gu o promieniu

R znika w grani
y R → ∞ i otrzymujemy

∫ ∞

−∞
dx

x eix

x2 − 2x+ 10
= 2πi res f(z)|z=z1

= 2πi
(1 + 3i) e−3+i

6i
.

Rozkªadaj¡
 praw¡ stron� na 
z�±¢ rze
zywist¡ i urojon¡ znajdujemy, »e

∫ ∞

−∞
dx

x cosx

x2 − 2x+ 10
=

π

3e3
(cos 1− 3 sin 1) ,

∫ ∞

−∞
dx

x sin x

x2 − 2x+ 10
=

π

3e3
(3 cos 1 + sin 1) .

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

0

dx
x sin x

(x2 + a2)2
.

Rozwi¡zanie: Funk
ja pod
aªkowa jest parzysta, 
o pozwala roz
i¡gn¡¢ 
aªkowanie na


aª¡ o± rze
zywist¡ (potem bierzemy o
zywi±
ie poªow� tego, 
o wyjdzie). Bior¡
 jako

kontur Γ o± rze
zywist¡ domkni�t¡ póªokr�giem o promieniu R → ∞ w górnej póªpªasz-


zy¹nie (patrz rys. 2) piszemy

∫

Γ

dz
z eiz

(z2 + a2)2
=

∫ ∞

−∞
dx

x cos x+ ix sin x

(x2 + a2)2
+

∫

1

2
KR

dz f(z)

= 2i

∫ ∞

0

dx
x sin x

(x2 + a2)2
+

∫

1

2
KR

dz f(z) ,
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(
aªka z 
osinusem daje zero bo funk
ja pod
aªkowa jest nieparzysta - ten sam wniosek

wyniknie tak»e z tego, »e dana przez residuum 
aªka

∮

dz f(z) b�dzie 
zysto urojona). Z

drugiej strony 
aªka po Γ jest równa

2πi res f(z)|z=i|a| .

W punk
ie z = i|a| jest biegun drugiego rz�du, wi�


res f(z)|z=i|a| =
d

dz

z eiz

(z + i|a|)2
∣

∣

∣

∣

z=i|a|

=
e−|a|

(2i|a|)2 − |a| e−|a|

(2i|a|)2 − 2i|a| e−|a|

(2i|a|)3 =
e−|a|

4|a| .

Zatem

2i

∫ ∞

0

dx
x sin x

(x2 + a2)2
+

∫

1

2
KR

dz f(z) = 2πi
e−|a|

4|a| .

Trzeba pokaza¢ jesz
ze, »e w grani
y R → ∞ druga 
aªka znika: mamy tam z = Reiϕ:

∣

∣

∣

∣

∣

∫

1

2
KR

dz f(z)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫ π

0

dϕ iR eiϕ
Reiϕ exp(iR cosϕ−R sinϕ)

(R2e2iϕ + a2)2

∣

∣

∣

∣

≤ R2

∫ π

0

dϕ
e−R sinϕ

|R2e2iϕ + a2|2 ≤ R2

∫ π

0

dϕ
e−R sinϕ

(R2 − a2)2
,

(w ostatnim kroku u»yta zostaªa nierówno±¢ |z±w| ≥ ||z| − |w||). Mo»na teraz wykorzy-

sta¢ sªuszn¡ dla 0 ≤ ϕ ≤ 1
2
π nierówno±¢ sinϕ ≥ 2ϕ/π i napisa¢

R2

∫ π

0

dϕ
e−R sinϕ

(R2 − a2)2
≤ 2R2

(R2 − a2)2

∫ π
2

0

dϕ e−2Rϕ/π =
2R2

(R2 − a2)2
π

2R

(

1− e−R
)

.

Dla R → ∞ 
aªka jest wi�
 tªumiona przez 
zynnik 1/R3
i znika.

6

Ostate
znie wi�


∫ ∞

0

dx
x sin x

(x2 + a2)2
=

π e−|a|

4|a| .

6

Podkre±lmy jesz
ze raz, »e w tym przypadku nie mo»na konturu biegn¡
ego po osi rze
zywistej do-

mkn¡¢ póªokr�giem w dolnej póªpªasz
zy¹nie: jak ªatwo sprawdzi¢, z powodu wyst¡pienia eksponen
jalnie

rosn¡
ego 
zynnika e+R sinϕ
, 
aªka po tym póªokr�gu nie znika, gdy R → ∞. Ogólniej (lemat Jordana!)

kontury 
aªek, w który
h wyst�puje 
zynnik ei|a|z (e−i|a|z
) trzeba domyka¢ póªokr�giem w górnej (dolnej)

póªpªasz
zy¹nie, gdy» tam 
z�±¢ urojona zmiennej z jest dodatnia (ujemna), 
o w poª¡
zeniu z 
zynnikiem

+i|a| (−i|a|) daje tªumienie 
aªki dla R → ∞.
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Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

0

dx
sin(ax)

x (x2 + b2)
.

Rozwi¡zanie: Poniewa» funk
ja pod
aªkowa jest parzysta, roz
i¡gamy 
aªk� na 
aª¡ o±

rze
zywist¡ i bierzemy poªow� tego, 
o wyjdzie. Zaªó»my ponadto, »e a > 0 (wynik dla

a < 0 jest po prostu minus wynikiem dla a > 0). Mianownik funk
ji pod
aªkowej zeruje

si� w punk
ie x = 0; jest to jednak osobliwo±¢ pozorna, gdy» punkt ten jest zarazem zerem

li
znika. Kiedy jednak prze
hodzimy do 
aªkowania po zamkni�tym konturze funk
ji

f(z) =
eiaz

z (z2 + b2)

(obli
zana 
aªka b�dzie dana przez 
z�±¢ urojon¡ 
aªki z powy»szej funk
ji po osi rze
zy-

wistej), punkt z = 0 staje si� punktem osobliwym i trzeba go przy 
aªkowaniu wyizolow¢.

Dlatego te» w tym przypadku 
aªkujemy funk
j� f(z) nie po konturze z rysunku 2, a po

konturze pokazanym na rysunku 4 i bierzemy grani
� ε → 0. Z punktu widzenia 
aªki po

osi rze
zywistej z 
z�±
i rze
zywistej f(z) pro
edura taka odpowiada dookre±leniu 
aªki

niewªa±
iwej z 
osinusem w sensie warto±
i gªównej (tj. symetry
znemu zbieganiu z lewej

i prawej strony z x do zera).

Mamy zatem

∮

dz f(z) =

∫ −ε

−R

dx f(x) +

∫ R

ε

dx f(x) +

∫

1

2
KR

dz f(z) +

∫

1

2
K−

ε

dz f(z) = 2πi res f(z)|z=i|b| .

(Minus przy Kε przypomina, »e 
aªka po tym póªokr�gu jest brana w kierunku zgodnym

z ru
hem wskazówek zegara, 
zyli w kierunku prze
iwnym do standardowego). Residuum

funk
ji f(z) w jej biegunie prostym obli
zamy standardowo:

res f(z)|z=i|b| =
e−a|b|

i|b|(2i|b|) = − e−a|b|

2b2
.

Zgodnie z lematem Jordana, 
aªka po póªokr�gu o promieniu R znika w grani
y R → ∞
(bo zaªo»yli±my, »e a > 0). Z kolei w grani
y ε → 0 
aªka po maªym póªokr�gu, na którym

z = ε eiϕ, nie znika i daje (jest to zastosowanie reguªki sformuªowanej pod zadaniem, w

którym obli
zali±my warto±¢ gªówn¡ 
aªki)

lim
ε→0

∫

1

2
K−

ε

dz f(z) =

∫ 0

π

dϕ iε eiϕ
eia ε eiϕ

ε eiϕ (ε2 e2iϕ + b2)
= −i

π

b2
.

�¡
z¡
 wyniki znajdujemy, »e w podwójnej grani
y R → ∞, ε → 0

∫ ∞

−∞
dx

eiax

x (x2 + b2)
= i

π

b2
− 2πi

e−|ab|

2b2
.
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−R R

Imz

Rez−ε ε

Rysunek 4: Kontur omijaj¡
y biegun prosty w z = 0, zwany tak»e �konturem ODS�, a po

staropolsku ORZS (po dorysowaniu paru elementów kontur za
zyna przypomina¢ pewn¡

olbrzymi¡ 
z�±¢ sªonia...). Chwytliw¡ t� nazw� zawdzi�
zamy prof. J. Wojtkiewi
zowi.

St¡d, przyrównuj¡
 do siebie 
z�±
i urojone i rze
zywiste obu stron powy»szej równo±
i,

znajdujemy, »e

∫ ∞

0

dx
sin(ax)

x (x2 + b2)
=

1

2

∫ ∞

−∞
dx

sin(ax)

x (x2 + b2)
=

π

2b2
(

1− e−|ab|) ,

P

∫ ∞

−∞
dx

cos(ax)

x (x2 + b2)
= 0 .

P ozna
za tu 
aªk� w sensie warto±
i gªównej (na anglijskom jiazykie prin
ipal value -

st¡d P ) tj. otrzymywan¡, gdy grani
e dwu 
aªek zbiegaj¡ z dwu stron symetry
znie do

punktu osobliwego funk
ji pod
aªkowej.

Zadanie.

Obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

0

dx
sin x

x
.

Rozwi¡zanie: Caªka ta jest warunkowo zbie»na. Jej warto±¢ mo»na znale¹¢ tak»e meto-

dami konwen
jonalnymi, ale wymaga to wi�kszego nakªadu pra
y i sporej dozy sprytu.

7

Korzystaj¡
 twierdzenia o residua
h mo»na to zrobi¢ nast�puj¡
o. Obli
zamy 
aªk�

−i

∮

Γ

dz
eiz

z

po konturze Γ pokazanym na rysunku 4. Mamy wtedy

−i

∮

Γ

dz f(z) ≡
(
∫ −ε

−R

+

∫ R

ε

)

dx
sin x− i cosx

x
− i

∫

1

2
K−

ε

dz
eiz

z
− i

∫

1

2
KR

dz
eiz

z
= 0 ,

gdy» wewn¡trz konturu funk
ja jest holomor�
zna.

7

Patrz np. F. Leja Ra
hunek ró»ni
zkowy i 
aªkowy, PWN, Warszawa 1973 (wyd. XII) s. 299.
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Sprawdzamy najpierw, »e 
aªka po okr�gu o promieniu R
∫

1

2
KR

dz
eiz

z
=

∫ π

0

dϕ
iR eiϕ

Reiϕ
eiR(cosϕ+i sinϕ)

znika w grani
y R → ∞. W rze
zy samej:

∣

∣

∣

∣

∣

∫

1

2
KR

dz
eiz

z

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∫ π

0

dϕ e−R sinϕ = 2

∫ π/2

0

dϕ e−R sinϕ

≤ 2

∫ π/2

0

dϕ e−2Rϕ/π =
π

R

(

1− e−R
)

→ 0.

Wykorzystali±my tu tak jak poprzednio nierówno±¢ sinϕ ≥ 2ϕ/π sªuszn¡ dla 0 ≤ ϕ ≤ 1
2
π.

Nast�pnie obli
zamy 
aªk� po maªym póªokr�gu, na którym z = ε eiϕ:

lim
ε→0

∫

1

2
K−

ε

dz
eiz

z
= lim

ε→0
i

∫ 0

π

dϕ e−ε sinϕ eiε cosϕ → i

∫ 0

π

dϕ 1 = −iπ .

W grani
y R → ∞, ε → 0 mamy zatem równo±¢

lim
ε→0

(
∫ −ε

−∞
+

∫ ∞

ε

)

dx
sin x− i cosx

x
= π .

Poniewa» cosx jest funk
j¡ parzyst¡, 
aªka z 
osinusem daje zero (jest to 
aªka z funk
ji

nieparzystej w symetry
zny
h grani
a
h), 
o zgadza si� z tym, »e prawa strona jest li
zb¡


zysto rze
zywist¡ (po lewej 
aªka z 
osinusem jest 
zysto urojona). Caªka z sinusem daje

za± podwojon¡ szukan¡ 
aªk�. Zatem

∫ ∞

0

dx
sin x

x
=

π

2
.

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

−∞
dx

sin2 x

x2
.

Rozwi¡zanie: Caªka nie ma »adnej osobliwo±
i na osi rze
zywistej (i jest, w odró»nieniu

od poprzedniej zbie»na bezwzgl�dnie), ale »eby j¡ obli
zy¢ wykorzystuj¡
 twierdzenie o

residua
h trzeba przej±¢ przez 
aªki z osobliwo±
iami. Piszemy

∫ ∞

−∞
dx

sin2 x

x2
=

1

2

∫ ∞

−∞
dx

1− cos 2x

x2

=
1

2
lim
ε→0

{(
∫ −ε

−∞
+

∫ ∞

ε

)

dx

x2
−
(
∫ −ε

−∞
+

∫ ∞

ε

)

dx
cos 2x

x2

}

=
1

2
lim
ε→0

{

2

ε
−
(
∫ −ε

−∞
+

∫ ∞

ε

)

dx
cos 2x

x2

}

.
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Aby znale¹¢ drug¡ 
aªk� rozpatrujemy nast�puj¡
¡ 
aªk� po konturze ODS z rysunku 4:

∮

Γ

dz
e2iz

z2
=

(
∫ −ε

−∞
+

∫ ∞

ε

)

dx
e2ix

x2
+

∫

1

2
KR

dz
e2iz

z2
+

∫

1

2
K−

ε

dz
e2iz

z2
= 0 .

O
zywi±
ie interesuje nas tylko 
z�±¢ rze
zywista powy»szej 
aªki. Poniewa» w grani
y

R → ∞ 
aªka po póªokr�gu o promieniu R znika, otrzymujemy st¡d, »e

(
∫ −ε

−∞
+

∫ ∞

ε

)

dx
e2ix

x2
=

∫

1

2
Kε

dz
e2iz

z2
,

(
aªka po póªokr�gu o promieniu ε ma teraz obieg we wªa±
iwym kierunku). Gdy ε → 0,

aªk� t� mo»na obli
zy¢ rozwijaj¡
 funk
j� pod
aªkow¡ w szereg Wawrzusia wokóª z = 0:
∫

1

2
Kε

dz
e2iz

z2
=

∫

1

2
Kε

dz

(

1

z2
+

2i

z
− 2 + . . .

)

=

∫ π

0

dϕ iε eiϕ
(

1

ε2 e2iϕ
+

2i

ε eiϕ
− 2 + . . .

)

=
i

ε

∫ π

0

dϕ e−iϕ − 2π +O(ε)

= −1

ε
e−iϕ

∣

∣

∣

∣

π

0

− 2π +O(ε) =
2

ε
− 2π +O(ε) .

Wynik jest, jak nale»aªo o
zekiwa¢, li
zb¡ rze
zywist¡ (
aªka z (sin 2x)/x2
w symetry
z-

ny
h grani
a
h powinna by¢ równa zeru), jest on wi�
 warto±
i¡ potrzebnej nam 
aªki

z (cos 2x)/x2
. ykorzystujemy ten wynik widzimy, »e wyrazy osobliwe (tj. ∝ 1/ε) si�

skra
aj¡ i otrzymujemy ostate
znie

∫ ∞

−∞
dx

sin2 x

x2
= π ,


o potwierdza program Mathemati
a. Zauwa»my, »e jest to tyle samo, 
o 
aªka od −∞
do +∞ z funk
ji (sin x)/x (w poprzednim zadaniu 
aªka z tej funk
ji byªa obli
zona w

grani
a
h od 0 do ∞, 
o da lo π/2). Nie powinno to dziwi¢: wprawdzie funk
ja (sin x)/x
maleje wolniej ze wzrostem |x| ni» (sin2 x)/x2

, ale za to jest raz dodatnia, a raz ujemna,

wie
 przy
zynki od ró»ny
h x-ów 
z�±
iowo si� kasuj¡ i dlatego wy
hodzi tyle samo, 
o


aªka z szyb
iej malej¡
ej, ale za to zawsze dodatniej funk
ji (sin2 x)/x2
.

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

−∞
dx

sin3 x

x3
.

Rozwi¡zanie: Korzystamy z to»samo±
i sin3 x = 1
4
(3 sin x− sin 3x) i obli
zamy 
aªk�

1

4i
lim
ε→0

(
∫ −ε

−∞
+

∫ ∞

ε

)

dx

x3

(

3eix − e3ix
)

.
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Przy symetry
znym 
aªkowaniu 
osinusy powstaj¡
e z eix oraz e3ix dadz¡ zera, a i razy
sinusy dadz¡ to 
o trzeba (dlatego dzielimy wynik 
aªki przez i). Poniewa» funk
ja f(z) ≡
(3eiz − e3iz)/z3 jest holomor�
zna w obszarze ograni
zonym konturem ODS z rysunku 4,


aªka z f(z) po tym konturze daje zero, 
o ozna
za, »e

lim
ε→0

(
∫ −ε

−∞
+

∫ ∞

ε

)

dx

x3

(

3eix − e3ix
)

= lim
ε→0

∫

Kε

dz

z3
(3eiz − e3iz) = lim

ε→0

∫

Kε

dz

z3
(2 + 3z2 + . . .).

Jak zwykle parametryzujemy póªªu
zek o promieniu ε pisz¡
: z = εeiϕ i znajdujemy, »e

lim
ε→0

∫

Kε

dz

z3
(2 + 3z2 + . . .) = lim

ε→0

∫ π

0

idϕ

ε2 e2iϕ
(

2 + 3ε2 e2iϕ + . . .
)

= 3iπ .

Tu akurat 
aªka z 1/z2 daªa zero, bo k¡t na którym byª oparty ªuk o promieniu ε byª do-

kªadnie równy π (jest to wªa±nie jeden ze sz
zególny
h przypadków wspomniany
h przy

reguª
e podanej na stronie 15; tu musiaªo to tak wyj±¢, bo obli
zana 
aªka z funk
ji

(sin3 x)/x3
jest dobrze okre±lona, a nawet bezwzgl�dnie zbie»na). Zatem,

∫ ∞

−∞
dx

sin3 x

x3
=

3

4
π .

Zadanie

Obli
zy¢ �frendzelki�, tj. 
aªki Fresnela

FS ≡
∫ ∞

0

dx sin(x2) , FC ≡
∫ ∞

0

dx cos(x2) .

Rozwi¡zanie: Caªki te s¡ zbie»ne warunkowo: dzi�ki 
oraz szybszym, gdy x → ∞,

os
yla
jom funk
ji pod
aªkowy
h od −1 do +1, przy
zynki wnoszone do 
aªek przez du»e

x-y u±redniaj¡ si� do zera. Aby je obli
zy¢ 
aªkujemy funk
j� f(z) = e−z2
po konturze ΓF

pokazanym na rysunku 5. Poniewa» wewn¡trz konturu funk
ja f(z) jest holomor�
zna,

mamy

∮

ΓF

dz f(z) =

∫ R

0

dx e−x2

+

∫

1

8
KR

dz f(z) +

∫

skos

dz f(z) = 0 .

W grani
y R → ∞ 
aªka po

1
8
okr�gu o promieniu R, na którym z = Reiϕ, znika:

∣

∣

∣

∣

∣

∫

1

8
KR

dz f(z)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫ π/4

0

dϕ iR eiϕ e−R2 cos 2ϕ e−iR2 sin 2ϕ

∣

∣

∣

∣

∣

≤ R

∫ π/4

0

dϕ e−R2 cos 2ϕ ,

i korzystaj¡
 z nierówno±
i cos 2ϕ ≥ 1− 4ϕ/π (sªusznej dla 0 ≤ ϕ ≤ π/4) mamy

∣

∣

∣

∣

∣

∫

1

8
KR

dz f(z)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ Re−R2

∫ π/4

0

dϕ e4R
2ϕ/π =

π

4R

(

1− e−R2
)

→ 0 .
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R

π/4

Rez

Imz

Rysunek 5: Kontur 
aªkowania ΓF (tzw. �topserek�).

Dalej,

8

lim
R→∞

∫ R

0

dx e−x2

=

∫ ∞

0

dx e−x2

=
1

2

∫ ∞

−∞
dx e−x2

=
1

2

√
π ,

i uwzgl�dniaj¡
, »e w 
aª
e po skosie, z = r e
i
4
π
, dz = dr e

i
4
π
oraz z2 = r2 e

i
2
π = ir2, mamy

1

2

√
π + e

i
4
π

∫ 0

∞
dr e−ir2 = 0 .

St¡d,

1 + i√
2

∫ ∞

0

dr cos(r2)− i
1 + i√

2

∫ ∞

0

dr sin(r2) =
1

2

√
π ,

i przyrównuj¡
 do siebie 
z�±
i rze
zywiste i urojone po lewej i prawej stronie otrzymujemy

dwa równania

1√
2

∫ ∞

0

dr cos(r2) +
1√
2

∫ ∞

0

dr sin(r2) =
1

2

√
π ,

1√
2

∫ ∞

0

dr cos(r2)− 1√
2

∫ ∞

0

dr sin(r2) = 0 ,

który
h rozwi¡zanie daje

FS = FC =

√

π

8
.

8

Poniewa» bywaj¡ i ta
y, 
o nie wiedz¡:

(
∫ ∞

−∞

dx e−x2

)2

=

∫ ∞

−∞

dx e−x2

∫ ∞

−∞

dy e−y2

=

∫ ∫

R2

dxdy e−(x2+y2) = 2π

∫ ∞

0

dr r e−r2 = π .
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Rez

Imz

2πi

−R R

Rysunek 6: Prostok¡tny kontur 
aªkowania w pªasz
zy¹nie zmiennej zespolonej z.

Zadanie

Poda¢ warunki zbie»no±
i 
aªki

∫ ∞

−∞
dx

eax

1 + ex

i obli
zy¢ j¡ metod¡ residuów.

Rozwi¡zanie: Dla x → +∞ funk
ja pod
aªkowa za
howuje si� jak e(a−1)x
, a dla x →

−∞, jak eax. Wynika st¡d, »e 
aªka jest zbie»na (bezwzgl�dnie), je±li 0 < a < 1.
Aby znale¹¢ 
aªk� dla taki
h warto±
i a, obli
zamy 
aªk� po konturze Γ pokazanym

na rysunku 6 z funk
ji f(z) = eaz/(1 + ez). Funk
ja ta ma bieguny proste w punkta
h,

w który
h ez = −1, tj. w zn = i(π + 2nπ), n ∈ Z. Wewn¡trz konturu znajduje si�

jednak tylko punkt z0 = iπ. Kontur skªada si� z 
ztere
h od
inków prosty
h, na który
h

odpowiednio: z = x, z = R + iy, z = x+ 2πi i wresz
ie z = −R + iy. Mamy zatem

∮

Γ

dz f(z) =

∫ R

−R

dx
eax

1 + ex
+ i

∫ 2π

0

dy
eaR eiay

1 + eR eiy

+

∫ −R

R

dx
e2aπi eax

1 + ex
+ i

∫ 0

2π

dy
e−aR eiay

1 + e−R eiy
= 2πi res f(z)|z=iπ .

Kontur zostaª tak sprytnie dobrany, »e w mianownik w trze
iej 
aª
e jest taki sam jak w

pierwszej i po wyª¡
zeniu przed ni¡ staªego 
zynnika e2aπi jest ona równa (z minusem, ze

wzgl�du na prze
iwn¡ orienta
j�) pierwszej 
aª
e.

Jak zwykle musimy pokaza¢, »e w grani
y R → ∞ 
aªki po boka
h prostok¡ta znikaj¡.

Sza
ujemy. Prawy bo
zek (kroki standardowe):

∣

∣

∣

∣

∫ 2π

0

dy
eaR eiay

1 + eR eiy

∣

∣

∣

∣

≤
∫ 2π

0

dy
eaR

|1 + eR eiy| ≤
∫ 2π

0

dy
eaR

eR − 1
→ 0 ,

jako »e zaªo»yli±my, »e a < 1. Lewy podobnie:

∣

∣

∣

∣

∫ 0

2π

dy
e−aR eiay

1 + e−R eiy

∣

∣

∣

∣

≤
∫ 2π

0

dy
e−aR

1− e−R
→ 0 ,

bo z kolei 0 < a. Czyli w grani
y R → ∞ mamy:

(

1− e2aπi
)

∫ ∞

−∞
dx

eax

1 + ex
= 2πi res f(z)|z=iπ .
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Obli
zamy residuum (H nad znakiem równo±
i ozna
za zastosowanie reguªy Szpitalnika):

res f(z)|z=iπ = lim
z→iπ

(z − iπ)eaz

1 + ez

= eiaπ lim
z→iπ

z − iπ

1 + ez
=H= eiaπ

1

ez

∣

∣

∣

∣

z=iπ

= −eiaπ .

Ostate
znie wi�


9

∫ ∞

−∞
dx

eax

1 + ex
=

−2πi eiaπ

1− e2aπi
=

−2πi

e−iaπ − eaπi
=

π

sin(aπ)
.

Zadanie

Metod¡ residuów obli
zy¢ 
aªk� �kolokwialk�� tzn. typow¡ wyduman¡ (z powodu tego

π2
) 
aªk�, która nadaje si� na kolokwia

∫ ∞

−∞

dx

(x2 + π2) ch x
.

Rozwi¡zanie: Caªk� t� mo»na obli
zy¢ 
aªkuj¡
 funk
j�

f(z) =
1

(z − iπ) ch z
,

po konturze z rysunku 6. Mamy bowiem

∮

dz f(z) =

∫ R

−R

dx

(x− iπ) ch x
+

∫ −R

R

dx

(x+ 2πi− iπ) ch (x+ 2πi)

+

∫

boki

dz f(z) = 2πi
∑

i

res f(z)|z=zi
,

gdzie zi s¡ punktami osobliwymi funk
ji f(z) znajduj¡
ymi si� wewn¡trz konturu 
aªko-

wania. W grani
y R → ∞ 
aªki po boka
h konturu z rysunku 6 znikaj¡. Np. 
aªk� po

prawym boku, na którym z = R + iy, sza
ujemy nast�puj¡
o:

∣

∣

∣

∣

∫ 2π

0

i dy

(R + iy − iπ) ch (R + iy)

∣

∣

∣

∣

≤
∫ 2π

0

2dy

|R + i(y − π)| |eReiy + e−Re−iy|

≤
∫ 2π

0

2dy

|R + i(y − π)| (eR − e−R)
→ 0 .

Poniewa» jednak ch (x+ 2πi) = ch x, po odwró
eniu grani
 drugiej 
aªki otrzymujemy w

grani
y R → ∞ zwi¡zek

2πi

∫ ∞

−∞

dx

(x2 + π2) chx
= 2πi

∑

i

res f(z)|z=zi
,

9

Czy ten sam wynik dostaniemy bior¡
 górny bok konturu na rysunku 6 na wysoko±
i 4πi? A na

wysoko±
i 2πi k z k ∈ Z+ lub k ∈ Z−? (�wi
zenie w sumowaniu szeregu geometry
znego...)
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Funk
ja f(z) ma biegun prosty w z = iπ,

res f(z)|z=iπ =
1

ch(iπ)
=

1

cosπ
= −1 ,

oraz bieguny proste w zn = iπ(1
2
+ nπ), n ∈ Z, z 
zego tylko te odpowiadaj¡
e n = 0 i

n = 1 znajduj¡ si� wewn¡trz konturu 
aªkowania.

res f(z)|z=iπ
2

= lim
z→iπ

2

z − iπ
2

(z − iπ) ch z
=H=

1

−iπ
2
sh
(

iπ
2

) =
2

π
,

res f(z)|z=i 3π
2

= lim
z→i 3π

2

z − i3π
2

(z − iπ) ch z
=H=

1

iπ
2
sh
(

i3π
2

) =
2

π
.

�¡
z¡
 wszystko znajdujemy, »e

∫ ∞

−∞

dx

(x2 + π2) ch x
=

4

π
− 1 .

(A Mathemati
a na tej 
aª
e pada...).

Zadanie

Metod¡ residuów obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

0

dx
xn

1 + x2n
,

w której n ∈ N (
aªka jest zbie»na dla n ≥ 2, bo dla x → ∞ funk
ja pod
aªkowa za
howuje

si� jak ∼ 1/xn
). Ograni
zamy si� tu do naturalny
h n, aby unikn¡¢ problemu de�niowania

zn dla nie
aªkowity
h n, którym to problemem zajmiemy si� dalej; o
zywi±
ie powy»sza


aªka z funk
ji re
zywistej jest zbie»na dla dowolny
h rze
zywisty
h n > 1.
Rozwi¡zanie: Potrzebna tu sztu
zka jest podobna do tej z poprzedniego zadania z

tym, »e kontur trzeba teraz wybra¢ tak, by jednym jego fragmentem byªa dodatnia póªo±

rze
zywista i by na drugim fragmen
ie 
zynnik z2n w mianowniku byª te» równy x2n
.

Takie wymagania speªnia pokazany na rysunku 7 kontur typu �klin�. Po tym konturze


aªkujemy funk
j� f(z) = zn/(1 + z2n). Ma ona bieguny proste w miejs
a
h zerowy
h

mianownika, tj. w punkta
h b�d¡
y
h pierwiastkami 2n-tego stopnia z −1:

zk = (−1)1/2n = exp

(

i

2n
(π + 2kπ)

)

, k = 0, 1, . . . , 2n− 1 .

Jak nietrudno zauwa»y¢, wewn¡trz konturu pokazanego na rysunku 7 znajduje si� tylko

pierwiastek z0.
Mamy zatem:

∮

Γ

dz f(z) =

∫ R

0

dx f(x) +

∫ π/n

0

dϕ iR eiϕ f
(

Reiϕ
)

+

∫ 0

R

dr eiπ/n
rn eiπ

1 + r2n
= 2πi res f(z)|z=z0

.
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π/n

Rez

Imz

R

Rysunek 7: Kontur 
aªkowania typu �klin� (lub �
hudy topserek�).

W ostatniej 
aª
e po górnej �kraw�dzi klina� podstawili±my z = r eiπ/n i wykorzystali±my

to, »e wtedy z2n = r2n.
Nast�pne kroki polegaj¡ na standardowym sprawdzeniu, »e (je±li n > 1)

∣

∣

∣

∣

∣

∫ π/n

0

dϕ iR eiϕ f
(

Reiϕ
)

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∫ π/n

0

dϕ
Rn+1

R2n − 1
→ 0 ,

gdy R → ∞ oraz na zauwa»eniu, »e

∫ 0

R

dr eiπ/n
rn eiπ

1 + r2n
= −eiπ/n

∫ 0

R

dr
rn

1 + r2n
= eiπ/n

∫ R

0

dx
xn

1 + x2n
,


o w grani
y R → ∞ pozwala napisa¢

(

1 + eiπ/n
)

∫ ∞

0

dx
xn

1 + x2n
= 2πi res f(z)|z=z0

.

Residuum nietrudno obli
zy¢ (biegun prosty):

res f(z)|z=z0
= lim

z→z0

(z − z0)z
n

z2n + 1
= i lim

z→z0

z − z0
z2n + 1

=H=
i

2n z2n−1

∣

∣

∣

∣

z=z0

=
−i

2n
eiπ/2n .

Tak wi�


∫ ∞

0

dx
xn

1 + x2n
= 2πi

−i eiπ/2n

2n(1 + eiπ/n)
=

π

2n

1

cos(π/2n)
.

Zadanie

Poda¢ warunki zbie»no±
i 
aªki

I =

∫ ∞

0

dx
ch(px)

ch(qx)
cos(mx) ,

i obli
zy¢ j¡ metod¡ wykorzystuj¡
¡ residua.
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Rysunek 8: Prostok¡tny kontur 
aªkowania w pªasz
zy¹nie zmiennej zespolonej z.

Rozwi¡zanie: Caªka jest zbie»na, je±li q > p. Aby j¡ obli
zy¢ rozpatrujemy 
aªk�

∮

Γ

dz f(z) ≡
∮

Γ

dz
epz+imz

ch(qz)
,

po zamkni�tym konturze Γ pokazanym na rysunku 8.

W grani
y R → ∞ 
z�±¢ rze
zywista 
aªki po osi rze
zywistej z funk
ji f(z) da po-

dwojon¡ szukan¡ 
aªk�:

∫ ∞

−∞
dx

epx+imx

ch(qx)
=

∫ 0

−∞
dx

epx+imx

ch(qx)
+

∫ ∞

0

dx
epx+imx

ch(qx)

=

∫ ∞

0

dx
e−px−imx

ch(qx)
+

∫ ∞

0

dx
epx+imx

ch(qx)

= 2

∫ ∞

0

dx
ch(px)

ch(qx)
cos(mx) + 2i

∫ ∞

0

dx
sh(px)

ch(qx)
sin(mx) .

Wewn¡trz konturu pokazanego na rysunku 8 funk
ja f(z)ma tylko jeden biegun prosty

w z = iπ/2q. Jej residuum w tym punk
ie wynosi

res f(z)|z= iπ
2q

= e(p+im) iπ
2q lim

z→ iπ
2q

z − iπ/2q

ch(qz)

=H= e(p+im) iπ
2q lim

z→ iπ
2q

1

q sh(iπ/2)
=

e(p+im) iπ
2q

qi
.

(H nad znakiem równo±
i ozna
za zastosowanie reguªy Szpitalnika).

Caªka po górnym boku konturu z rysunku 8, na którym z = x+ iπ, jest równa
∫ −∞

∞
dx

e(p+im)(x+iπ/q)

ch(qx+ iπ)
= e(p+im) iπ

q

∫ ∞

−∞
dx

e(p+im)x

ch(qx)
,

gdy» ch(qx+ iπ) = −ch(qx). Je±li wi�
 tylko znikaj¡ 
aªki po pionowy
h boka
h konturu

z rysunku 8, otrzymujemy z twierdzenia o residua
h zwi¡zek:

∫ ∞

−∞
dx

e(p+im)x

ch(qx)
=

2π

q

e(p+im) iπ
2q

1 + e(p+im) iπ
q

=
π

q

1

cos
[

(p+ im) π
2q

]
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=
π

q

cos
(

pπ
2q

)

ch
(

mπ
2q

)

+ i sin
(

pπ
2q

)

sh
(

mπ
2q

)

cos2
(

pπ
2q

)

ch2
(

mπ
2q

)

+ sin2
(

pπ
2q

)

sh2
(

mπ
2q

) .

Zatem

∫ ∞

0

dx
ch(px)

ch(qx)
cos(mx) =

π

2q

cos
(

pπ
2q

)

ch
(

mπ
2q

)

cos2
(

pπ
2q

)

ch2
(

mπ
2q

)

+ sin2
(

pπ
2q

)

sh2
(

mπ
2q

) ,

∫ ∞

0

dx
sh(px)

ch(qx)
sin(mx) =

π

2q

sin
(

pπ
2q

)

sh
(

mπ
2q

)

cos2
(

pπ
2q

)

ch2
(

mπ
2q

)

+ sin2
(

pπ
2q

)

sh2
(

mπ
2q

) .

Pozostaje tylko pokaza¢, »e znikaj¡ 
aªki po boka
h prostok¡ta z rysunku 8. Na ty
h

boka
h z = ±R + iy i

∣

∣

∣

∣

∫

bok

dz f(z)

∣

∣

∣

∣

≤ 2

∫ π/q

0

dy
e±pR e−my

|e±qR eiqy + e∓qR e−iqy| .

Wida¢ wi�
, »e np. dla prawego boku, tj. dla z = R + iy, gdy R → ∞,

∣

∣

∣

∣

∫

prawy bok

dz f(z)

∣

∣

∣

∣

≤ 2

∫ π/q

0

dy
epR e−my

eqR − e−qR
→ 0 ,

je±li, 
o te» i byªo warunkiem zbie»no±
i wyj±
iowej 
aªki, q > p.

Przypomnienie

Funk
ja ln(z) nie mo»e by¢ okre±lona na 
aªej pªasz
zy¹nie zespolonej zmiennej z. Dla

wszystki
h k ∈ Z wyra»enie

r ei(ϕ+2πk)

reprezentuje jedn¡ i t� sam¡ li
zb� zespolon¡ z, ale warto±¢ logarytmu z,

ln(z) = ln
(

r ei(ϕ+2πk)
)

= ln r + iϕ+ 2kπi ,

zale»y od wyboru k ∈ Z. Przy ob
hodzeniu punktu z = 0, gdy faza argumentu funk-


ji ln z przyrastaªaby o 2π, warto±¢ funk
ji logarytm zmieniaªaby si� o 2πi za ka»dym

obiegni�
iem. Z tego powodu punkt z = 0 jest zwany punktem rozgaª�zienia funk
ji ln z.
Najbardziej elegan
kim sposobem zde�niowania logarytmu jako funk
ji jednozna
znej

(to jest pleonazm: funk
ja jest z de�ni
ji jednozna
zna) jest okre±lenie go nie na zwykªej

pªasz
zy¹nie zespolonej, le
z na powierz
hni Riemanna reprezentowanej przez nawijaj¡
e

si� wokóª punktu z = 0 powierz
hnie (przypominaj¡
e klu
zowy element - by¢ mo»e

dzi± ju» przedpotopowy
h - maszynek do mi�sa). Z prakty
znego punktu widzenia (tj.
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do obli
zania 
aªek z funk
ji rze
zywisty
h metod¡ residuów) wystar
zy jednak okre±li¢

logarytm na pªasz
zy¹nie zespolonej z roz
i�
iem biegn¡
ym od punktu rozgaª�zienia z =
0 do niesko«
zono±
i, 
o umo»liwia jednozna
zne przypisanie fazy ka»dej (niele»¡
ej na

roz
i�
iu) li
zbie zespolonej, jako »e na roz
i�tej pªasz
zy¹nie do tego samego z nie mo»na

powró
i¢ po drodze owijaj¡
ej si� (raz lub wi�
ej razy) wokóª punktu z = 0.
Najwygodniej jest przyj¡¢ roz
i�
ie biegn¡
e od punktu z = 0 do niesko«
zono±
i

wzdªu» dodatniej póªosi rze
zywistej i zde�niowa¢ faz� z tak, by logarytm dodatniej li
zby

rze
zywistej byª taki sam jak logarytm okre±lony na R+. Przyjmujemy zatem, »e li
zba

z = x + iδ, gdzie x > 0, a δ → 0+ (któr¡ b�dziemy ozna
za¢ x + i0), ma faz� ϕ = 0 (i

wobe
 tego ln(x + i0) = ln x), a li
zba z = x − i0 (tj. z = x − iδ) ma faz� 2π (i st¡d

ln(x−i0) = 2π+ln x). Zauwa»my te», »e logarytm z rze
zywistej li
zby ujemnej x = −|x|
jest przy takiej de�ni
ji logarytmu dobrze okre±lon¡ li
zb¡ zespolon¡ ln |x|+ iπ.

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

∮

Γ

dz f(z) ≡
∮

Γ

dz
ln z

z2 + a2

po konturze �dziurka od klu
za� pokazanym na rysunku 9.

Rozwi¡zanie: Wewn¡trz konturu funk
ja pod
aªkowa ma dwa bieguny proste w punk-

ta
h z± = ±i|a|. Zatem
∮

Γ

dz f(z) ≡
∫

K−
ε

dz f(z) +

∫ R

ε

dx f(x+ i0)

+

∫

KR

dz f(z) +

∫ ε

R

dx f(x− i0) = 2πi
(

res f(z)|z=i|a| + res f(z)|z=−i|a|

)

.

Nietrudno pokaza¢, »e 
aªka po maªym okr�gu, na którym z = ε eiϕ, znika w grani
y

ε → 0. Rze
zywi±
ie:
∣

∣

∣

∣

∫

K−
ε

dz f(z)

∣

∣

∣

∣

≤
∫ 2π−δ

δ

dϕ

∣

∣

∣

∣

ε
ln (ε eiϕ)

a2 + ε2 e2iϕ

∣

∣

∣

∣

≤
∫ 2π

0

dϕ

∣

∣

∣

∣

ε ln ε

a2 + ε2 e2iϕ

∣

∣

∣

∣

+

∫ 2π

0

dϕ

∣

∣

∣

∣

ε
ϕ

a2 + ε2 e2iϕ

∣

∣

∣

∣

→ 0 ,

gdy» w grani
y tej mianownik w obu wyraza
h d¡»y do staªej równej a2, a same 
aªki s¡

sko«
zone i propor
jonalne do znikaj¡
y
h 
zynników ε ln ε oraz ε.
Równie» 
aªka po du»ym okr�gu, na którym z = Reiϕ znika w grani
y R → ∞:

∣

∣

∣

∣

∫

KR

dz f(z)

∣

∣

∣

∣

≤
∫ 2π

0

dϕR

∣

∣

∣

∣

lnR + iϕ

R2e2iϕ + a2

∣

∣

∣

∣

≤
∫ 2π

0

dϕR
| lnR + iϕ|
R2 − a2

→ 0 .

W podwójnej grani
y ε → 0, R → ∞ mamy zatem równo±¢

∫ ∞

0

dx f(x+ i0) +

∫ 0

∞
dx f(x− i0) = 2πi

(

res f(z)|z=i|a| + res f(z)|z=−i|a|

)

.
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Rez

Imz

Rysunek 9: Kontur Γ zwany �dziurk¡ od klu
za�. Falista linia biegn¡
a wzdªu» dodatniej

póªosi rze
zywistej ozna
za roz
i�
ie, tj. zbiór li
zb nie nale»¡
y
h do dziedziny funk
ji

ln z. Promie« εmaªego okr�gu obiegaj¡
ego z = 0 d¡»y do zera; promie« R du»ego okr�gu

d¡»y do niesko«
zono±
i.

Residua ªatwo znale¹¢:

res f(z)|z=i|a| =
ln
(

|a|eiπ/2
)

2i|a| ,

res f(z)|z=−i|a| =
ln
(

|a|e3iπ/2
)

−2i|a| ,

tak i» suma residuów wynosi −π/2|a|. Poniewa»

f(x− i0) =
ln (x e2πi)

x2 + a2
=

ln x

x2 + a2
+ 2πi

1

x2 + a2
,

wyrazy z logarytmami redukuj¡ si� (po �wyprostowaniu� grani
 drugiej 
aªki) i uzysku-

jemy równo±¢

−2πi

∫ ∞

0

dx

x2 + a2
= 2πi

(

res f(z)|z=i|a| + res f(z)|z=−i|a|

)

= 2πi

(

− π

2|a|

)

,

która jakkolwiek prawdziwa, sama w sobie jest maªo interesuj¡
a - ten sam wynik, tj. 
aªk�

z f(x) = 1/(x2 + a2) mo»na znale¹¢ pro±
iej. Przykªad ten pokazuje jednak, jak nale»y

si� ob
hodzi¢ z logarytmami. �atwo tak»e na tym przykªadzie sprawdzi¢, »e uzyskiwane

wyniki nie zale»¡ od wyboru gaª�zi logarytmu, tj. otrzymaliby±my ten sam ko¢owy zwi¡-

zek, nawet gdyby zde�niowa¢ logarytm tak, »e na górnym brzegu roz
i�
ia mieliby±my

ln z = ln
(

x e2πki
)

, a na dolnym wobe
 tego ln z = ln
(

x e2π(k+1)i
)

.
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Co wi�
ej poniesion¡ tu pora»k� mo»na przeku¢ w suk
es, tj. w narz�dzie do obli
za-

nia 
aªek w grani
a
h od 0 do ∞ z funk
ji wymierny
h R(x), które nie s¡ parzyste, tj.

R(−x) 6= R(x) (i mog¡ mie¢ osobliwo±
i na ujemnej osi rze
zywistej), który
h to 
aªek

nie mo»na obli
za¢ przez roz
i¡gi�
ie 
aªkowania na 
aª¡ o± rze
zywist¡ i skorzystanie z

konturu z rysunku 2. Ilustruje to nast�puj¡
e Zadanie.

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

I =

∫ ∞

0

dx
x

(x2 + 1)(x+ 1)
,

wykorzystuj¡
 kontur typu �dziurka od klu
za� z rysunku 9.

Rozwi¡zanie: Nau
zeni do±wiad
zeniem rozpatrujemy 
aªk�

∮

Γ

dz
z ln z

(z2 + 1)(z + 1)
,

po konturze z rysunku 9. Po standardowym pokazaniu, »e 
aªki po okr�ga
h o promienia
h

ε i R znikaj¡ w grani
a
h ε → 0 i R → ∞, otrzymujemy równo±¢

∫ ∞

0

dx
x ln x

(x2 + 1)(x+ 1)
+

∫ 0

∞
dx

x ln(x e2πi)

(x2 + 1)(x+ 1)
= 2πi

∑

zi=±i,−1

res

[

z ln z

(z2 + 1)(z + 1)

]

z=zi

,


zyli, po zredukowaniu si� 
aªek z logarymami, tak jak w poprzednim przykªadzie,

−
∫ ∞

0

dx
x ln x

(x2 + 1)(x+ 1)
=

∑

zi=±i,−1

res

[

z ln z

(z2 + 1)(z + 1)

]

z=zi

,

Residua obli
zamy tak jak poprzednio:

res

[

z ln z

(z2 + 1)(z + 1)

]

z=i

=
i ln
(

ei
π
2

)

2i(1 + i)
=

1− i

4
i
π

2
,

res

[

z ln z

(z2 + 1)(z + 1)

]

z=−i

=
−i ln

(

ei
3π
2

)

−2i(1− i)
=

1 + i

4
i
3π

2
,

res

[

z ln z

(z2 + 1)(z + 1)

]

z=−1

= −1

2
ln
(

eiπ
)

= − i

2
π .

Otrzymujemy zatem

I = −π

4

(

−2i+ i
1− i

2
+ 3i

1 + i

2

)

=
π

4
.

Wynik ten mo»na o
zywi±
ie sprawdzi¢ standardow¡ metod¡:

I =

∫ ∞

0

dx

1 + x2
− 1

2
lim
Λ→∞

∫ Λ

0

dx

(

1

1 + x
− x− 1

1 + x2

)

.
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Konie
zne jest tu wprowadzenie �reularyza
ji� Λ, gdy» rozkªadaj¡
 na uªamki proste funk-


j�, z której 
aªka byªa zbie»na, otrzymali±my ró»ni
� dwu z osobna niezbie»ny
h 
aªek.

St¡d

I =
π

2
− 1

2
lim
Λ→∞

(

ln(1 + x)|Λ0 − 1

2
ln(1 + x2)

∣

∣

Λ2

0
+

π

2

)

=
π

4
,

tak jak wy»ej.

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

0

dx
ln x

x2 + a2
,

wykorzystuj¡
 kontur typu �dziurka od klu
za� z rysunku 9.

Rozwi¡zanie: Poprzedni przykªad pokazuje, »e 
aªkowanie funk
ji (z2 + a2)−1 ln z po

konturze �dziurka od klu
za� nie daje poszukiwanej 
aªki (jak zoba
zymy dalej, 
aªk� t�

mo»na jednak otrzyma¢ 
aªkuj¡
 funk
j� (z2 + a2)−1 ln z po konturze ODS pokazanym na

rysunku 4). Spróbujmy wi�
 s
aªkowa¢ po �dziur
e od klu
za� funk
j�

f(z) =
(ln z)2

z2 + a2
.

W grani
y ε → 0, R → ∞ (znikanie w tej grani
y 
aªek po okr�ga
h maªym i du»ym

wykazuje si� tak samo, jak poprzednio) otrzymujemy:

∫ ∞

0

dx
(lnx)2

x2 + a2
+

∫ 0

∞
dx

(2πi+ ln x)2

x2 + a2
= 2πi

(

res f(z)|z=+i|a| + res f(z)|z=−i|a|

)

.

Obli
zamy residua:

res f(z)|z=+i|a| =
ln2
(

|a|eiπ2
)

2i|a| ,

res f(z)|z=+i|a| =
ln2
(

|a|ei 3π2
)

−2i|a| .

I
h suma wynosi

∑

res f(z) =
1

2i|a|

{

ln2 |a|+ iπ ln |a| − π2

4
−
(

ln2 |a|+ 3iπ ln |a| − 9π2

4

)}

=
1

i|a|
(

−iπ ln |a|+ π2
)

.

Rozpisuj¡
 kwadrat logarytmu w drugiej 
aª
e i obra
aj¡
 w niej grani
e 
aªkowania

znajdujemy, »e 
aªki z ln2 x ulegaj¡ reduk
ji i otrzymujemy równo±¢:

−4πi

∫ ∞

0

dx
ln x

x2 + a2
+ 4π2

∫ ∞

0

dx

x2 + a2
= 2πi

π2 − iπ ln |a|
i|a| ,
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z której, przyrównuj¡
 do siebie 
z�±
i rze
zywiste i urojone obu stron, otrzymujemy dwie


aªki (drug¡ z ni
h ju» o
zywi±
ie znamy):

∫ ∞

0

dx
ln x

x2 + a2
=

π

2|a| ln |a| ,
∫ ∞

0

dx

x2 + a2
=

π

2|a| .

Zadanie

Obli
zy¢

∫ ∞

0

dx
ln x

x2 + a2
,

wykorzystuj¡
 kontur ODS z rysunku 4.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy po konturze ODS funk
j� (z2+a2)−1 ln z wybieraj¡
 
i�
ie tak

jak poprzednio, tj. od z = 0 do niesko«
zono±
i wzdªu» osi rze
zywistej. Standardowo

pokazujemy, »e 
aªki po maªym póªokr�gu o promieniu ε oraz po du»ym póªokr�gu o

promieniu R znikaj¡ w grani
y ε → 0, R → ∞. W tej grani
y mamy zatem

∮

ODS

dz f(z) =

∫ 0

−∞
dx

ln (|x| eiπ)
x2 + a2

+

∫ ∞

0

dx
ln x

x2 + a2
= 2πi res f(z)|z=+i|a| ,


zyli

iπ

∫ 0

−∞

dx

x2 + a2
+

∫ 0

−∞
dx

ln |x|
x2 + a2

+

∫ ∞

0

dx
ln x

x2 + a2
= 2πi

i
2
π + ln |a|
2i|a| .

Uwzgl�dnili±my tu to, »e wewn¡trz konturu ODS znajduje si� tylko biegun prosty w z =
i|a|. Dokonuj¡
 w dwu pierwszy
h 
aªka
h zamiany zmienny
h x → −x i przyrównuj¡


nast�pnie do siebie 
z�±
i rze
zywiste i urojone obu stron równo±
i dostajemy st¡d dwa

(znane ju») wyniki:

∫ ∞

0

dx
ln x

x2 + a2
=

π

2|a| ln |a| ,
∫ ∞

0

dx

x2 + a2
=

π

2|a| .

Zadanie

Do kompletu obli
zmy jesz
ze 
aªk� z funk
ji

f(z) =
ln2 z

z2 + a2
,

po konturze ODS z rysunku 4.

Rozwi¡zanie: Jak zwykle 
aªki po maªym póªokr�gu o promieniu ε oraz po du»ym

okr�gu o promieniu R znikaj¡ w grani
y ε → 0, R → ∞. W tej grani
y otrzymujemy

wi�


∮

ODS

dz f(z) =

∫ 0

−∞
dx

(iπ + ln |x|)2
x2 + a2

+

∫ ∞

0

dx
ln2 x

x2 + a2
= 2πi res f(z)|z=+i|a| .
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Residuum tej funk
ji w z = i|a| byªo ju» znalezione. Rozpisuj¡
 pierwsz¡ 
aªk� otrzymu-

jemy wi�


−π2

∫ 0

−∞

dx

x2 + a2
+ 2πi

∫ 0

−∞
dx

ln |x|
x2 + a2

+

∫ 0

−∞
dx

ln2 |x|
x2 + a2

+

∫ ∞

0

dx
ln2 x

x2 + a2
=

π

|a|

(

ln2 |a|+ iπ ln |a| − π2

4

)

.

Po dokonaniu zamiany zmienny
h x → −x w trze
h pierwszy
h 
aªka
h, przyrównanie


z�±
i urojony
h obu stron daje znan¡ ju» 
aªk�

∫ ∞

0

dx
ln x

x2 + a2
=

π

2|a| ln |a| .

Cz�±
i rze
zywiste za± daj¡ równo±¢

2

∫ ∞

0

dx
ln2 x

x2 + a2
= π2

∫ ∞

0

dx

x2 + a2
+

π

|a|

(

ln2 |a| − π2

4

)

.

Poniewa» znamy ju» 
aªk� stoj¡
¡ po prawej stronie (π/2|a|), otrzymujemy nowy wynik

(potwierdzany przez program Mathemati
a)

∫ ∞

0

dx
ln2 x

x2 + a2
=

π

8|a|
(

π2 + 4 ln2 |a|
)

.

Aby nie powstaªo mylne wra»enie, »e zawsze jest lepiej 
aªkowa¢ funk
je posta
i funk
ja

wymierna razy logarytm po konturze ODS z rysunku 4, spróbujmy rozwi¡za¢ nast�puj¡
e

zadanie.

Zadanie

Mmetod¡ residuów obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

0

dx
x ln x

(x2 + a2)(x2 + b2)
,

w której a i b s¡ li
zbami rze
zywistymi.

Rozwi¡zanie: Zoba
zmy 
o wyjdzie, je±li s
aªkujemy funk
je f(z) = z(z2 + a2)−1(z2 +
b2)−1 ln z po konturze ODS (rysunek 4). Mo»na jak zwykle pokaza¢, »e 
aªki po póª-

okr�ga
h maªym i du»ym znikaj¡ w grani
y ε → 0, R → ∞ i z twierdzenia o residua
h

otrzymujemy równo±¢

∫ 0

−∞
dx

x ln (|x| eiπ)
(x2 + a2)(x2 + b2)

+

∫ ∞

0

dx
x ln x

(x2 + a2)(x2 + b2)
= 2πi

(

res f(z)|i|a| + res f(z)|i|b|
)

.

Poniewa» jednak mno»¡
a logarytm funk
ja byªa nieparzysta (w poprzedni
h przykªada
h

funk
je takie byªy parzyste), po dokonaniu w pierwszej 
aª
e podstawienia x → −x i

obró
eniu grani
 
aªkowania, 
aªki z logarytmami ulegn¡ reduk
ji i otrzymamy równo±¢

−iπ

∫ ∞

0

dx
x

(x2 + a2)(x2 + b2)
= 2πi

(

res f(z)|z=i|a| + res f(z)|z=i|b|

)

.
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Po obli
zeniu residuów

res f(z)|z=i|a| =
i|a| ln

(

|a|eiπ2
)

2i|a|(b2 − a2)
=

ln
(

|a|eiπ2
)

2(b2 − a2)
,

res f(z)|z=i|b| =
i|b| ln

(

|b|eiπ2
)

2i|b|(a2 − b2)
=

ln
(

|b|eiπ2
)

2(a2 − b2)
,

znajdujemy, »e

−iπ

∫ ∞

0

dx
x

(x2 + a2)(x2 + b2)
= 2πi

ln(|a|/|b|)
2(b2 − a2)

,


zyli

∫ ∞

0

dx
x

(x2 + a2)(x2 + b2)
=

1

a2 − b2
ln

|a|
|b| .

Nie jest to jednak ta 
aªka, któr¡ 
h
ieli±my obli
zy¢!

W tej sytua
ji niema innego wyj±
ia ni» skorzystanie z konturu �dziurka od klu
za�

(rysunek 9) i 
aªkowanie po nim funk
ji

g(z) =
z ln2 z

(z2 + a2)(z2 + b2)
.

Po standardowym pokazaniu, »e 
aªki po obu okr�ga
h znikaj¡ w grani
y ε → 0, R → ∞
otrzymujemy równo±¢

∫ ∞

0

dx
x ln2 x

(x2 + a2)(x2 + b2)
+

∫ 0

∞
dx

x (2πi+ ln x)2

(x2 + a2)(x2 + b2)
= 2πi

∑

z0=±i|a|, ±i|b|
res g(z)|z=z0

.

Po uporz¡dkowaniu 
aªki z kwadratami logarytmów zredukuj¡ si�, ale zostanie po»¡dana


aªka z logarytmem. Po obli
zeniu residuów

res g(z)|z=i|a| =
(iπ/2 + ln |a|)2

2(b2 − a2)
,

res g(z)|z=−i|a| =
(3iπ/2 + ln |a|)2

2(b2 − a2)
,

res g(z)|z=i|b| =
(iπ/2 + ln |b|)2

2(a2 − b2)
,

res g(z)|z=−i|b| =
(3iπ/2 + ln |b|)2

2(a2 − b2)
,

otrzymujemy

−4πi

∫ ∞

0

dx
x ln x

(x2 + a2)(x2 + b2)
+ 4π2

∫ ∞

0

dx
x

(x2 + a2)(x2 + b2)

=
2πi

2(a2 − b2)

[

−4πi ln
|a|
|b| − 2

(

ln2 |a| − ln2 |b|
)

]

.
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Mamy st¡d t� sam¡ 
aªk�, 
o poprzednio:

∫ ∞

0

dx
x

(x2 + a2)(x2 + b2)
=

1

a2 − b2
ln

|a|
|b| ,

oraz 
aªk�, któr¡ 
h
ieli±my obli
zy¢ (oba wyniki potwierdza program Mathemati
a):

∫ ∞

0

dx
x ln x

(x2 + a2)(x2 + b2)
=

1

2(a2 − b2)

(

ln2 |a| − ln2 |b|
)

.

Uwaga

Z zada« ty
h pªynie nast�puj¡
a nauka: je±li pragniemy metod¡ residuów obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

0

dx f(x) =

∫ ∞

0

dxR(x) lnn x ,

w której R(x) jest funk
j¡ wymiern¡ (zakªadamy, »e tak¡, i» powy»sza 
aªka jest zbie»na,

przy 
zym wystar
zy zbie»no±¢ warunkowa), to w ogólnym przypadku musimy j¡ obli
za¢


aªkuj¡
 po konturze �dziurka od klu
za� (rysunek 9) funk
j� R(z) lnn+1 z. Z konturu

ODS z rysunku 4 mo»emy skorzysta¢ (
aªkuj¡
 po nim funk
j� R(z) lnn z) tylko wtedy,

gdy funk
ja R(x) jest parzysta.

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

0

dx
ln x

(x2 + a2)2
.

Rozwi¡zanie: Poniewa» funk
ja wymierna mno»¡
a logarytm jest parzysta, najlepiej

wykorzysta¢ w tym 
elu kontur ODS (rysunek 4). Po standardowym sprawdzeniu, »e


aªki po obu póªokr�ga
h znikaj¡ w podwójnej grani
y ε → 0, R → ∞, mamy równo±¢

∫ 0

−∞
dx

ln (|x| eiπ)
(x2 + a2)2

+

∫ ∞

0

dx
ln x

(x2 + a2)2
= 2πi res f(z)|z=i|a| .

Residuum funk
ji w jej biegunie drugiego rz�du wyzna
zamy ze standardowego wzoru

res f(z)|z=i|a| =
d

dz

ln z

(z + i|a|)2
∣

∣

∣

∣

z=i|a|

=

[

1

z (z + i|a|)2 − 2 ln z

(z + i|a|)3
]

z=i|a|

=
i

4|a|3
(

1− ln |a| − i
π

2

)

.

Zatem

iπ

∫ ∞

0

dx

(x2 + a2)2
+ 2

∫ ∞

0

dx
ln x

(x2 + a2)2
= 2πi

i

4|a|3
(

1− ln |a| − i
π

2

)

,
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a st¡d (
o potwierdza program Mathemati
a)

∫ ∞

0

dx

(x2 + a2)2
=

π

4|a|3 ,
∫ ∞

0

dx
ln x

(x2 + a2)2
=

π

4|a|3 (−1 + ln |a|) .

O
zywi±
ie te same wyniki mo»na te» otrzyma¢ ró»ni
zkuj¡
 odpowiednio po parametrze

uzyskane w
ze±niej ju» 
aªki:

∫ ∞

0

dx

(x2 + a2)2
= − d

da2

∫ ∞

0

dx

x2 + a2
= − d

da2

(

π

2
√
a2

)

,

∫ ∞

0

dx
ln x

(x2 + a2)2
= − d

da2

∫ ∞

0

dx
ln x

x2 + a2
= − d

da2

(

π

4
√
a2

ln a2
)

.

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

0

dx
ln x

(x− a)2 + b2
.

Rozwi¡zanie: Poniewa» funk
ja mno»¡
a logarytm nie jest parzysta, 
aªkujemy po kon-

turze �dziurka od klu
za� z rysunku 9 funk
j�

f(z) =
ln2 z

(z − a)2 + b2
=

ln2 z

(z − a− i|b|)(z − a+ i|b|) .

Jak zwykle 
aªki po du»ym okr�gu o promieniu R i po maªym okr�gu o promieniu ε
znikaj¡ w grani
y R → ∞, ε → 0 i po uporz¡dkowaniu grani
 
aªek otrzymujemy zwi¡zek

−4πi

∫ ∞

0

dx
ln x

(x− a)2 + b2
+ 4π2

∫ ∞

0

dx

(x− a)2 + b2

= 2πi
(

res f(z)|z=a+i|b| + res f(z)|z=a−i|b|

)

.

Residua funk
ji w punkta
h z± = a± i|b| znajdujemy standardowo:

res f(z)|z=a±i|b| =
(iϕ± + ln

√
a2 + b2 )2

±2i|b| .

ϕ+ i ϕ− s¡ tu fazami punktów z+ i z− (wyzna
zanymi zgodnie z roz
i�
iem pªasz
zyzny),

który
h moduªy s¡ jednakowe, |z±| =
√
a2 + b2. Poniewa»

2πi
(

res f(z)|z=a+i|b| + res f(z)|z=a−i|b|

)

=
π

|b|
{

2i(ϕ+ − ϕ−) ln |z±|+ ϕ2
− − ϕ2

+

}

,

otrzymujemy zwi¡zki

∫ ∞

0

dx
ln x

(x− a)2 + b2
=

1

4|b| (ϕ− − ϕ+) ln(a
2 + b2) ,

∫ ∞

0

dx

(x− a)2 + b2
=

1

4π|b| (ϕ
2
− − ϕ2

+) .
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Rε

π/4

Rez

Imz

Rysunek 10: Kontur 
aªkowania Γ (�nadgryziony topserek�).

Je±li a > 0, to

ϕ+ = arctg(|b|/|a|) , ϕ− = 2π − arctg(|b|/|a|) ,

i ϕ− − ϕ+ = 2(π − arctg(|b|/|a|). Je±li za± a < 0, to, jak ªatwo si� zorientowa¢,

ϕ± = π ∓ arctg(|b|/a) ,

i ϕ− − ϕ+ = 2arctg(|b|/a). Tak wi�


∫ ∞

0

dx
ln x

(x− a)2 + b2
=

π

2|b| ln(a
2 + b2)×

{

π − arctg(|b|/|a|) , gdy a > 0
arctg(|b|/|a|) , gdy a < 0

i podobnie

∫ ∞

0

dx

(x− a)2 + b2
=

1

|b| ×
{

π − arctg(|b|/|a|) , gdy a > 0
arctg(|b|/|a|) , gdy a < 0

.

Zadanie

Otrzyma¢ dwie 
aªki rze
zywiste z logarytmami obli
zaj¡
 
aªk�

∮

Γ

dz
ln z

z2 + a2

po konturze Γ pokazanym na rysunku 10 w grani
y ε → 0, R → ∞.

Rozwi¡zanie: Jak zwykle 
aªki po obu ªuka
h znikaj¡ w podwójnej grani
y ε → 0,
R → ∞ i otrzymujemy równo±¢

∫ ∞

0

dx
ln x

x2 + a2
+

∫ 0

∞
dr ei

π
4

ln r + iπ/4

ir2 + a2
= 0 ,

(na sko±nym fragmen
ie konturu z = |r|eiπ4 ), jako »e wewn¡trz �topserka� 
aªkowana

funk
ja (z2 + a2)−1 ln z jest holomor�
zna (ma ona bieguny w z = ±i|a|, 
zyli poza

konturem).
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Mamy zatem (po odpowiednim obró
eniu grani
 i wy
i¡gni�
iu i z mianownika)

∫ ∞

0

dx
ln x

x2 + a2
+ i ei

π
4

∫ ∞

0

dr
ln r

r2 − ia2
− ei

π
4

π

4

∫ ∞

0

dr

r2 − ia2
= 0 ,

Pierwsz¡ 
aªk� ju» obli
zyli±my w poprzedni
h zadania
h (wynik: (π/2|a|) ln |a|). Wyko-

rzystuj¡
 to»samo±¢ 1/(x2 − ia2) = (x2 + ia2)/(x4 + a4) mo»emy wi�
 napisa¢

i ei
π
4

∫ ∞

0

dx
x2 ln x

x4 + a4
− ei

π
4 a2
∫ ∞

0

dx
ln x

x4 + a4

= ei
π
4

π

4

∫ ∞

0

dx
x2

x4 + a4
+ i ei

π
4

π

4
a2
∫ ∞

0

dx

x4 + a4
− π

2|a| ln |a| .

Caªki po prawej stronie mo»na obli
zy¢ metod¡ residuów roz
i¡gaj¡
 je na 
aª¡ o± rze-


zywist¡ (i bior¡
 poªow� tego, 
o wyjdzie) i domykaj¡
 kontur póªokr�giem np. w górnej

póªpªasz
zy¹nie, jak na rysunku 2. Wewn¡trz takiego konturu mamy wtedy po dwa bie-

guny pierwszego rz�du w z1 = (−1 + i)|a|/
√
2 oraz z2 = (1 + i)|a|/

√
2. Wykorzystuj¡


rozkªad

z4 + 1 = (z − z1)(z − z2)(z
2 + i

√
2 |a|z − a2) ,

ªatwo znajdujemy (z21 = −ia2, z22 = ia2), »e:

∑

i=1,2

res
1

z4 + a4

∣

∣

∣

∣

z=zi

=
1

2
√
2 (1 + i)|a|3

+
1

−2
√
2 (1− i)|a|3

=
−i

2
√
2 |a|3

,

∑

i=1,2

res
z2

z4 + a4

∣

∣

∣

∣

z=zi

=
−ia2

2
√
2 (1 + i)|a|3

+
ia2

−2
√
2 (1− i)|a|3

=
−i

2
√
2 |a|

.

Mamy wi�
 (wykorzystali±my parzysto±¢ funk
ji pod 
aªkami po prawej stronie i pomno-

»yli±my obie strony przez e−iπ
4 = (1− i)/

√
2 )

i

∫ ∞

0

dx
x2 ln x

x4 + a4
− a2

∫ ∞

0

dx
ln x

x4 + a4

=
π

8

∫ ∞

−∞
dx

x2

x4 + a4
+ i

π

8
a2
∫ ∞

−∞

dx

x4 + a4
− π

2|a|
1− i√

2
ln |a|

=
π

8

2π

2
√
2|a|

+ i
π

8

2π

2
√
2|a|

− π

2|a|
1− i√

2
ln |a| .

Przyrównuj¡
 
z�±
i rze
zywiste i urojone obu stron otrzymujemy st¡d dwa wyniki (spraw-

dzone programem Mathemati
a):

∫ ∞

0

dx
x2 ln x

x4 + a4
=

π2 + 4π ln |a|
8
√
2 |a|

,

∫ ∞

0

dx
ln x

x4 + a4
=

−π2 + 4π ln |a|
8
√
2 |a|3

.
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1 Rez

Imz

Rysunek 11: B�d¡
y mody�ka
j¡ �dziurki od klu
za� kontur Γ′
omijaj¡
y biegun poªo»ony

na roz
i�
iu (ozna
zonym lini¡ falist¡). Promienie ε maªy
h okr�gów obiegaj¡
y
h z = 0
i z = 1 d¡»¡ do zera; promie« R du»ego okr�gu d¡»y do niesko«
zono±
i.

W zale»no±
i od warto±
i |a|, 
aªki mog¡ by¢ dodatnie b¡d¹ ujemne. Np. dla |a| = 1
druga 
aªka jest ujemna, gdy» wskutek silnego tªumienia przez mianownik, gdy x ≫ 1,
dominuj¡
y przy
zynek do niej wnosi obszar x-ów blisko zera, w którym to obszarze loga-

rytm jest ujemny. W pierwszej za± 
aª
e 
zynnik x2
w li
zniku powoduje, »e przy
zynek

od tego obszaru w
hodzi ze zna
znie mniejsz¡ wag¡ i 
aªka jest dodatnia.

Zadanie

Metod¡ residuów obli
zy¢ 
aªk�

∫ ∞

0

dx
ln x

(x− 1)(x2 + 1)
.

Rozwi¡zanie: Mimo pozornej osobliwo±
i w x = 1 
aªka ta jest zbie»na bezwzgl�dnie,

gdy» w tym samym punk
ie zeruje si� tak»e logarytm. Niemniej przy jej obli
zaniu

metod¡ residuów trzeba t� pozorn¡ osobliwo±¢ wyizolowa¢. W zwi¡zku z tym zast¡pimy

kontur typu �dziurka od klu
za� z rysunku 9 (poniewa» funk
ja mno»¡
a logarytm nie

jest parzysta, nie mo»emy skorzyst¢ z konturu typu ODS) konturem Γ′
pokazanym na

rysunku 11 i s
aªkujemy po nim jak zwykle funk
j�

f(z) =
ln2 z

(z − 1)(z2 + 1)
.

Jak zwykle w grani
y R → ∞ znika 
aªka po du»ym okr�gu, a gdy ε → 0, znika tak»e


aªka po okr�gu obiegaj¡
ym punkt z = 0 (pokazuje si� to tak samo jak w poprzedni
h
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przykªada
h). Pozostaje zatem zbada¢ 
aªki po dwó
h póªokr�ga
h obiegaj¡
y
h punkt

z = 1. Na górnym z = 1 + ε eiϕ i

∫ góra

1

2
K−

ε (1)

dz f(z) =

∫ 0

π

dϕ iε eiϕ
ln2 (1 + ε eiϕ)

ε eiϕ[1 + (1 + ε eiϕ)2]
→ 0 ,

gdy ε → 0. Na dolnym za±, zgodnie z de�ni
j¡ logarytmu na pªasz
zy¹nie z roz
i�
iem,

z = e2πi(1 + ε eiϕ) i w tej samej grani
y otrzymujemy

10

∫ dól

1

2
K−

ε (1)

dz f(z) =

∫ π

2π

dϕ i
[2πi+ ln (1 + ε eiϕ)]

2

1 + (1 + ε eiϕ)2
→ −πi

1

2
(−4π2) .

W grani
y ε → 0, R → ∞ z twierdzenia o residua
h otrzymujemy zatem (po przeniesieniu

na drug¡ stron� przy
zynku wnoszonego przez 
aªk� po okr�gu obiegaj¡
ym punkt z = 1)
równo±¢

∫ ∞

0

dx
ln2 x

(x− 1)(x2 + 1)
+ P

∫ 0

∞
dx

(2πi+ ln x)2

(x− 1)(x2 + 1)

= 2πi
(

−π2 + res f(z)|
z=ei

π
2
+ res f(z)|

z=ei
3π
2

)

.

Przed drug¡ 
aªk¡ dopisali±my tu znak P ozna
zaja
y 
aªk� w sensie warto±
i gªównej,

gdy» 
z�±¢ bez logarytmu tej 
aªki nie jest bezwzgl�dnie zbie»na.

Residua (oba bieguny s¡ pierwszego rz�du) znajdujemy standardowo:

res f(z)|
z=ei

π
2
=

ln2
(

ei
π
2

)

(i− 1)2i
=

π2

16
(1− i) ,

res f(z)|
z=ei

3π
2
=

ln2
(

ei
3π
2

)

(−i− 1)(−2i)
=

9π2

16
(1 + i) .

Po rozpisaniu i obró
eniu grani
 
aªki z ln2 x ulegaj¡ reduk
ji i wynikaj¡
a z twierdzenia

o residua
h równo±¢ przyjmuje posta¢

−4πi

∫ ∞

0

dx
ln x

(x− 1)(x2 + 1)
− 4π2 P

∫ ∞

0

dx

(x− 1)(x2 + 1)
= 2πi

(

−π2 +
π2

8
(5 + 4i)

)

,

z której otrzymujemy dwie 
aªki rze
zywiste. Pierwsz¡, której szukali±my:

∫ ∞

0

dx
ln x

(x− 1)(x2 + 1)
=

3

16
π2 ,

10

Zauwa»my, »e wszystko to jest zgodne ze sformuªowan¡ w
ze±niej reguªk¡ doty
z¡
¡ 
aªek po frag-

menta
h ªuków (in�nitezymalnie 
iasno) obiegaj¡
y
h biegun prosty: funk
ja f(z) �widziana od góry�

nie ma w z = 1 bieguna (
zyli jej residuum tam znika), widziana za± �od doªu� ma biegun o residuum

równym −2π2
.

44



(potwierdzan¡ przez program Mathemati
a) oraz drug¡

P

∫ ∞

0

dx

(x− 1)(x2 + 1)
= −π

4
,

któr¡ mo»emy sprawdzi¢ niezale»nie: rozkªadamy funk
j� pod
aªkow¡ na UAMki proste

1

(x− 1)(x2 + 1)
=

1

2

1

x− 1
− 1

2

x

x2 + 1
− 1

2

1

x2 + 1
,

i piszemy

P

∫ ∞

0

dx

(x− 1)(x2 + 1)
=

1

2

∫ 1−δ

0

dx

x− 1
+

1

2

∫ Λ

1+δ

dx

x− 1
− 1

2

∫ Λ

0

dx
x

x2 + 1
− 1

2

∫ ∞

0

dx

x2 + 1
.

Rozbi
ie funk
ji pod
aªkowej na uªamki proste spowodowaªo, »e niektóre z 
aªek staªy

si� rozbie»ne dla x → ∞; aby sobie z tym poradzi¢ wprowadzili±my i
h regularyza
j� �w

ultra�ole
ie� w posta
i ob
i�
ia Λ (w kwantowej teorii pola takie rze
zy s¡ na porz¡dku

dziennym). Poniewa» wyj±
iowa 
aªka byªa zbie»na dla x → ∞, o
zekujemy, »e wynik

b�dzie sko«
zony w grani
y Λ → ∞. Z kolei 
zynnik δ regularyzuje 
aªki rozbie»ne w

x = 1 zgodnie z przepisem na obli
zanie warto±
i gªównej (w niedziel� na Gªównym).

Caªki s¡ elementarne i daj¡

P

∫ ∞

0

dx

(x− 1)(x2 + 1)
=

1

2
ln

−δ

−1
+

1

2
ln

Λ− 1

δ
− 1

4
ln

Λ2 + 2

1
− π

4
.

Jak ªatwo zoba
zy¢, zale»no±¢ od δ wypada, a w grani
y Λ → ∞ redukuj¡ si� wyrazy z

ln Λ (pozostaªo±
i znikaj¡ 
onajmniej jak 1/Λ) i otrzymujemy ten sam wynik, 
o metod¡

residuów.

Zadanie

Obli
zy¢ metod¡ residuów 
aªk�

∫ ∞

0

dx
x2

sh2x
,

sprowadzaj¡
 j¡ do 
aªki z kwadratem logarytmu i 
aªkuj¡
 odpowiedni¡ funk
j� po od-

powiednim konturze.

Rozwi¡zanie: Podstawiaj¡
 y = e2x otrzymujemy

∫ ∞

0

dx
x2

sh2x
=

1

2

∫ ∞

−∞
dx

x2

sh2x
=

1

4

∫ ∞

0

dy
ln2 y

(y − 1)2
.

Caªka ta jest dobrze okre±lona, mimo pozornego podwójnego zera mianownika w y = 1:
w tym samym punk
ie podwójne zero ma bowiem te» li
znik. Poniewa» funk
ja mno»¡
a

logarytm nie jest parzysta, trzeba posªu»y¢ si� konturem typu �dziurka od klu
za� i to �z
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gulk¡�, takim jak na rysunku 11, gdy» konie
zne jest wyizolowanie pozornej osobliwo±
i

le»¡
ej na roz
i�
iu. Po konturze tym nau
zeni do±wiad
zeniem 
aªkujemy funk
j�

f(z) =
ln3 z

(z − 1)2
.

W standardowy sposób pokazujemy, »e w grani
y R → ∞ znika 
aªka po du»ym

okr�gu o promieniu R, a w grani
y ε → 0 znika 
aªka po maªym okr�gu (o promieniu

ε) obiegaj¡
ym punkt z = 0. Z maªym okr�giem izoluj¡
ym punkt z = 1 trzeba jednak

post�powa¢ ostro»nie. Nietrudno sprawdzi¢, »e w grani
y ε → 0 znika tak»e 
aªka po

górnej 
z�±
i tego okr�gu. Na tej 
z�±
i z = 1 + ε eiϕ i

∫ góra

1

2
K−

ε (1)

dz f(z) =

∫ 0

π

dϕ iε eiϕ
ln3 (1 + ε eiϕ)

(ε eiϕ)2

= i

∫ 0

π

dϕ e−iϕ 1

ε

(

ε eiϕ − 1

2

(

ε eiϕ
)2

+ . . .

)3

→ 0 .

Poniewa» poza roz
i�
iem funk
ja f(z) jest holomor�
zna, zgodnie z reguª¡ przedªu»ania

logarytmu na dolny brzeg roz
i�
ia piszemy:

∫ ∞

0

dx
ln3 x

(x− 1)2
+

∫ 1+ε

∞
dx

(2πi)3 + 3(2πi)2 ln x+ 3(2πi) ln2 x+ ln3 x

(x− 1)2

+

∫ 0

1−ε

dx
(2πi)3 + 3(2πi)2 ln x+ 3(2πi) ln2 x+ ln3 x

(x− 1)2
+

∫ dól

1

2
K−

ε (1)

dz f(z) = 0 .

Po odwró
eniu grani
 
aªkowania mo»na we wszystki
h 
aªka
h z trze
i¡ i drug¡ pot�g¡

logarytmu poªo»y¢ ε = 0; 
aªki z ln3 x ulegaj¡ wtedy reduk
ji i otrzymujemy

∫ dól

1

2
K−

ε (1)

dz f(z)− (2πi)3
∫ 1−ε

0

dx

(1− x)2
− (2πi)3

∫ ∞

1+ε

dx

(1− x)2

−3(2πi)2P

∫ ∞

0

dx
lnx

(x− 1)2
− 3(2πi)

∫ ∞

0

dx
ln2 x

(x− 1)2
= 0 .

Zamiast dwu 
aªek z pierwsz¡ pot�g¡ logarytmu, jednej od 0 do 1 − ε i drugiej od 1 + ε
do ∞, napisali±my tu jedn¡ 
aªk� opatrzon¡ symbolem warto±
i gªównej; 
aªka ta nie jest

bezwzgl�dnie zbie»na ale pro
edura omijania poªo»onego na roz
i�
iu bieguna w z = 1
przez rozbi
ie jej na wspomniane dwie 
aªki powoduje, »e nale»y rozumie¢ j¡ w tym

wªa±nie sensie.

Doln¡ 
z�±¢ póªokr�gu ota
zaj¡
ego z = 1, zgodnie z pro
edur¡ przedªu»ania loga-

rytmu, parametryzujemy nast�puj¡
o:

z = e2πi
(

1 + ε eiϕ
)

.
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Caªka po tym fragmen
ie konturu daje wtedy

∫ dól

1

2
K−

ε (1)

dz f(z) = i

∫ π

2π

dϕ ε−1e−iϕ
[

2πi+ ln
(

1 + ε eiϕ
)]3

= i

∫ π

2π

dϕ ε−1e−iϕ

[

2πi+ ε eiϕ +
1

2

(

ε eiϕ
)2

+ . . .

]3

=
i

ε
(2πi)3

∫ π

2π

dϕ e−iϕ + 3i(2πi)2
∫ π

2π

dϕ+O(ε) ,

gdzie O(ε) ozna
za wyrazy znikaj¡
e w grani
y ε → 0. Obli
zaj¡
 widniej¡
e tu 
aªki

oraz pozostaªe dwie elementarne 
aªki w pierwszej linii poprzedniej równo±
i, otrzymujemy

zwi¡zek:

i

ε
(2πi)3i

(

e−πi − e−2πi
)

− 3i(2πi)2π + (2πi)3

(

1

x− 1

∣

∣

∣

∣

∞

1+ε

+
1

x− 1

∣

∣

∣

∣

1−ε

0

)

−3(2πi)2P

∫ ∞

0

dx
ln x

(x− 1)2
− 3(2πi)

∫ ∞

0

dx
ln2 x

(x− 1)2
= 0 ,

którego pierwsza linia, po wzi�
iu grani
, jest równa

2

ε
(2πi)3 − 3i(2πi)2π + (2πi)3

(

1− 2

ε

)

= 4iπ3 .

Jak wida¢ wszystkie wyrazy osobliwe, gdy ε → 0, skró
iªy si�! Poniewa» 
aªka z pierwsz¡

poteg¡ logarytmu daje 
zªon 
zysto rze
zywisty, a reszta wyrazów jest 
zysto urojona,

wnosimy st¡d, »e

P

∫ ∞

0

dx
ln x

(x− 1)2
= 0 ,

oraz, »e

∫ ∞

0

dx
ln2 x

(x− 1)2
=

2

3
π2 .

Oba wyniki potwierdza program Mathemati
a.

11

Ostate
znie wi�


∫ ∞

0

dx
x2

sh2x
=

π2

6
,

(
o równie» potwierdza Mathemati
a).

11

O
zywi±
ie pierwsz¡ 
aªk� mo»na te» obli
zy¢ przez 
z�±
i w grani
a
h od δ do 1− ε i od 1+ ε do ∞
i sprawdzi¢ jej znikanie wykonuj¡
 przej±
ie grani
zne ε → 0, δ → 0.
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Zadanie

Obli
zy¢ metod¡ residuów 
aªk�

∫ ∞

0

dx
ln(1 + x2)

1 + a2x2
.

Rozwi¡zanie: Poniewa» funk
ja mno»¡
a logarytm jest parzysta spróbujemy wykorzy-

sta¢ jaki± kontur biegn¡
y po 
aªej osi rze
zywistej. Jednak»e funk
ja ln(1 + z2) mia-

ªaby dwa punkty osobliwe (punkty rozgaª�zienia) w z = ±i, które wymagaªyby roz
i�
ia

pªasz
zyzny zespolonej zmiennej z. Mo»na byªoby roz
i¡¢ j¡ dwiema liniami biegn¡
ymi

niezale»nie od ka»dego z ty
h punktów do niesko«
zono±
i. To jednak uniemo»liwiªoby

domkni�
ie konturu biegn¡
ego po osi rze
zywistej jakimkolwiek póªokr�giem o promieniu

R d¡»¡
ym do niesko«
zono±
i. Z drugiej strony roz
i�
ie ª¡
z¡
e punkt z = i z punktem
z = −i uniemo»liwiªoby poprowadzenie konturu po osi rze
zywistej. Trzeba wi�
 u
ie


si� do jakiego± wybiegu. Spróbujemy zatem 
aªkowa¢ po konturze z rysunku 2 funk
j�

g(z) =
ln(z + i)

1 + a2z2
,

która ma tylko jeden punkt rozgaª�zienia w z = −i, 
o umo»liwia poprowadzienie roz-


i�
ia od tego punktu do niesko«
zono±
i np. wzdªu» dolnej 
z�±
i osi urojonej (tj. poza

konturem 
aªkowania). Logarytm mo»na wtedy zde�niowa¢ tak, by dla z = x > 0 byª po

prostu zwykªym logarytmem.

W sposób standardowy pokazujemy nast�pnie, »e 
aªka po póªokr�gu znika w grani
y

R → ∞. Z twierdzenia o residua
h mamy wi�
 równo±¢

∫ 0

−∞
dx

ln
(

|x| eiπ + ei
π
2

)

1 + a2x2
+

∫ ∞

0

dx
ln
(

x+ ei
π
2

)

1 + a2x2
= 2πi res g(z)|z=i .

Pierwsz¡ 
aªk� mo»emy przepisa¢ jak nast�puje:

∫ 0

−∞
dx

ln
(

|x| eiπ + ei
π
2

)

1 + a2x2
=

∫ 0

−∞
dx

iπ + ln
(

|x|+ e−iπ
2

)

1 + a2x2
=

∫ ∞

0

dx
iπ + ln (x− i)

1 + a2x2
.

W drugim kroku dokonali±my zamiany zmienny
h x → −x i obró
ili±my grani
e 
aªko-

wania. Poª¡
zenie teraz obu 
aªek da akurat po»¡dan¡ funk
j� ln(1 + x2).
Residuum funk
ji g(z) znale¹¢ ªatwo:

res g(z)|z=i/|a| =
ln(z + i)

a2(z + i/|a|)

∣

∣

∣

∣

z=i/|a|
=

−i

2|a| ln
((

1 +
1

|a|

)

ei
π
2

)

=
−i

2|a| ln
(

1 +
1

|a|

)

+
π

4|a| .

Mamy wi�
 zwi¡zek

∫ ∞

0

dx
ln (1 + a2x2)

1 + x2
+ iπ

∫ ∞

0

dx

1 + a2x2
= 2πi

( −i

2|a| ln
(

1 +
1

|a|

)

+
π

4|a|

)

,
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R2

R1

θ

R1 R2

Rez

Imz

Rysunek 12: De�ni
ja k¡ta pomi�dzy wektorami R1 i R2 oraz kontur 
aªkowania funk
ji

f(θ) = ln |R1 −R2|.

który daje dwie 
aªki rze
zywiste (potwierdzane przez program Mathemati
a):

∫ ∞

0

dx
ln (1 + a2x2)

1 + x2
=

π

|a| ln
(

1 +
1

|a|

)

,

∫ ∞

0

dx

1 + a2x2
=

π

2|a| .

Zauwa»my na konie
, »e gdyby zamiast g(z) 
aªkowa¢ funk
j� h(z) = (1+a2z2)−1 ln(1−iz),
to dostaliby±my tylko pierwsz¡ 
aªk� i obli
zenia byªyby troszk� prostsze.

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

I =

∫ 2π

0

dθ ln |R1 −R2| ,

w której θ jest k¡tem pomi�dzy wektorami R1 i R2 (rysunek 12).

Rozwi¡zanie: Caªkowan¡ funk
j� trzeba zapisa¢ w taki sposób, by po przej±
iu do zmien-

nej zespolonej staªa si� ona funk
j¡ holomor�
zn¡ (w pewnym obszarze pªasz
zy¹ny ze-

spolonej zmiennej z). Jak ªatwo sprawdzi¢, logarytmowany 
zynnik mo»na zapisa¢ w

posta
i

|R1 −R2| ≡
√

R2
1 +R2

2 − 2R1R2 cos θ =
∣

∣R1 e
iθ −R2

∣

∣

2
.

Pozwala to zapisa¢ 
aªk� nast�puj¡
o:

I = 2Re

∫ 2π

0

dθ ln
(

R1 e
iθ − R2

)

.

Naturalnym krokiem jest wprowadzenie nast�pnie zmiennej z = R1 e
iθ
i 
aªkowanie po za-

mkni�tym konturze b�d¡
ym okr�giem o promieniu R1 obiegaj¡
ym punkt z = 0. Trzeba
jednak zde�niowa¢ logarytm pod 
aªk¡ (tj. roz
i�
ie pªasz
zyzny zespolonej zmiennej z)
tak, by byª on jednozna
zn¡ funk
j¡ z w 
aªym dysku |z| ≤ R1 (i na jego brzegu). Jest
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to mo»liwe, je±li R2 > R1: roz
i�
ie mo»na wtedy poprowadzi¢ tak, jak na rysunku 12.

Mamy wtedy 
aªk�

I = 2Re

∮

|z|=R1

dz

iz
ln(z − R2).

Funk
ja ta ma biegun prosty w z = 0. Wobe
 tego, zgodnie z twierdzeniem o residua
h,

I = 2Re

(

2πi res
ln(z − R2)

iz

∣

∣

∣

∣

z=0

)

.

Bior¡
 pod uwag� przyj�ta tu de�ni
j� logarytmu

res
ln(z −R2)

iz

∣

∣

∣

∣

z=0

=
1

i
lim
z→0

ln(z −R2) =
1

i
ln
(

R2 e
iπ
)

=
1

i
(lnR2 + iπ) .

Je±li R2 < R1, to wektory zamieniaj¡ si� rolami. W rezulta
ie

∫ 2π

0

dθ ln |R1 −R2| =
{

4π lnR2 gdy R2 > R1

4π lnR1 gdy R2 < R1
.

Przypomnienie

Funk
je posta
i

f(z) = (z − a)α , g(z) = (b− z)β

o wykªadnika
h α, β /∈ Z nie mog¡ by¢ okre±lone na 
aªej pªasz
zy¹nie zespolonej zmiennej

z. Punkty z = a i z = b s¡ punktami rozgaª�zienia ty
h funk
ji. Po pierwsze, jakkolwiek

same li
zby zespolone z − a i b− z mo»na przedstawi¢ w posta
ia
h

z − a = ra e
i(ϕa+2πna) , b− z = rb e

i(ϕb+2πnb) ,

z dowolnymi na ∈ Z i nb ∈ Z (s¡ to te same li
zby zespolone dla dowolny
h na i nb), to

warto±
i f(z) i g(z) zale»¡ od przyj�ty
h warto±
i na i nb. Po drugie, nawet je±li przyj¡¢

jak¡± konkretn¡ umow� doty
z¡
¡ wyboru warto±
i na i nb, to i tak po obej±
iu przez

argument z funk
ji f(z) i g(z) dookoªa punktu odpowiednio z = a i z = b (
zyli po

powró
eniu argumentu funk
ji f(z) do wyj±
iowej warto±
i), fazy ϕa i ϕb zmieni¡ si� o

2π i warto±
i funk
ji f(z) i g(z) b�d¡ si� ró»niªy od pierwotny
h odpowiednio o 
zynniki

ei2πα i ei2πβ . Tak wi�
 funk
je f(z) i g(z) (podobnie jak funk
ja ln(z)) nie mog¡ by¢

holomor�
zne (
zyli m. in. 
i¡gªe) na 
aªej pªasz
zy¹nie zespolonej zmiennej z.
Je±li α (β) jest li
zb¡ wymiern¡ posta
i k/m, to pom-krotnym obej±
iu przez z punktu

z = a (z = b) funk
ja f(z) (g(z)) wra
a do swojej wyj±
iowej warto±
i; funk
j� tak¡ mo»na

zde�niowa¢ jako jednozna
zn¡ na m-krotnie nawijaj¡
ej si� wokóª punktu z = a (z = b)
powierz
hni Riemanna o m pªata
h. Je±li α (β) nie jest li
zb¡ wymiern¡, to odpowiednia

powierz
hnia Riemanna ma niesko«
zenie wiele pªatów nawijaj¡
y
h si� wokóª punktu
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z = a (z = b). Zawsze, niezale»nie od tego, 
zy li
zba α (β) jest wymierna, 
zy nie,

mo»na funk
j� f(z) (g(z)) zde�niowa¢ jako jednozna
zn¡ (po przyj�
iu jakiej± umowy 
o

do na lub nb) na pªasz
zy¹nie zespolonej zmiennej z maj¡
ej roz
i�
ie biegn¡
e (w dowolny

sposób 
i¡gªy) od z = a (z = b) do z = ∞.

Gdy a jest li
zb¡ rze
zywist¡ zwykle przyjmuje si� roz
i�
ie biegn¡
e od z = a po osi

rze
zywistej w prawo do z = ∞, a faz� li
zby zespolonej z okre±la si� w ten sposób, by

fazy li
zb posta
i z = x+ i0, gdzie x > a byªy równe zeru.

Zadanie

Obli
zy¢ metod¡ residuów 
aªk�

∫ ∞

0

dx
ln x√

x (x+ 1)
.

Rozwi¡zanie: Caªka jest o
zywi±
ie zbie»na (wedªug standardowy
h kryteriów). Ponie-

wa» w punk
ie z = 0 zarówno logarytm jak i funk
ja go mno»¡
a (pierwiastek) maj¡

punkt rozgaª�zienia, mo»emy jednozna
znie okre±li¢ funk
j� pod
aªkow¡ na pªasz
zy¹nie

zespolonej zmiennej z maj¡
ej roz
i�
ie biegn¡
e od z = 0 wzdªu» osi rze
zywistej do

niesko«
zono±
i. Mo»emy wtedy spróbowa¢ wykorzysta¢ kontur typu �dziurka od klu
za�

z rysunku 9 i 
aªkowa¢ po nim funk
j�

12

f(z) =
ln z√

z (z + 1)
.

W grani
y ε → 0, R → ∞ 
aªki po obu okr�ga
h znikaj¡. Wewn¡trz konturu funk
ja

ma tylko jeden biegun prosty w z = −1. Z twierdzenia o residua
h otrzymujemy zatem

równo±¢

∫ ∞

0

dx
ln x√

x (x+ 1)
+

∫ 0

∞
dx

ln (x e2iπ)

(x e2iπ)1/2 (x+ 1)
= 2πi e−iπ

2 ln
(

eiπ
)

,


zyli, po uporz¡dkowaniu,

2

∫ ∞

0

dx
lnx√

x (x+ 1)
+ 2πi

∫ ∞

0

dx√
x (x+ 1)

= 2i π2 .

Poniewa» prawa strona jest 
zysto urojona, szukana 
aªka wynosi zero. Niezerowa jest za

to 
aªka (oba wnioski potwierdza program Mathemati
a)

13

∫ ∞

0

dx√
x (x+ 1)

= π .

12

Zauwa»my, »e teraz dodatkowa faza 
zynnika

√
z spowoduje, »e 
aªka z logarytmem po dolnej kra-

w�dzi roz
i�
ia nie skró
i si� z analogi
zn¡ 
aªk¡ po górnej kraw�dzi; dzi�ki temu nie musimy, tak jak w

przypadku funk
ji wymierny
h mno»¡
y
h logarytm, bra¢ wy»szej pot�gi logarytmu.

13

Znikanie szukanej 
aªki mo»na te» prosto wykaza¢ dokonuj¡
 w niej podstawienia x = 1/t (w zmiennej

t wyjdzie ta sama 
aªka, tylko z minusem). Otrzyman¡ za± 
aªk� mo»na o
zywi±
ie obli
zy¢ bezpo±rednio,

podstawiaj¡
 t =
√
x.
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Zadanie

Obli
zy¢ metod¡ residuów 
aªk�

∫ ∞

0

dx
ln2 x√
x (x+ 1)

.

Rozwi¡zanie: Tak jak w poprzednim przykªadzie mo»emy wykorzysta¢ kontur typu

�dziurka od klu
za� z rysunku 9. W grani
y ε → 0, R → ∞ 
aªki po obu okr�ga
h

znikaj¡. Wewn¡trz konturu funk
ja ma tylko jeden biegun prosty w z = −1. Podobnie

jak wy»ej otrzymujemy zatem równo±¢

2

∫ ∞

0

dx
ln2 x√
x (x+ 1)

− 4π2

∫ ∞

0

dx√
x (x+ 1)

+ 4πi

∫ ∞

0

dx
ln x√

x (x+ 1)
= 2π ln2

(

eiπ
)

.

Poniewa» teraz prawa strona jest 
zysto rze
zywista, ponownie dowiadujemy si�, »e trze
ia


aªka po lewej stronie (ta mno»ona przez 4πi) znika. Przenosz¡
 za± drug¡ 
aªk� na praw¡
stron� i wykorzystuj¡
 poprzednie zadanie otrzymujemy (znów zgadza si� to z odpowiedzi¡

programu Mathemati
a):

2

∫ ∞

0

dx
ln2 x√
x (x+ 1)

= −2π3 + 4π2

∫ ∞

0

dx√
x (x+ 1)

= −2π3 + 4π3 = 2π3 .

Zadanie

Obli
zy¢ metod¡ residuów 
aªk�

∫ ∞

0

dx
ln x√

x (x2 + a2)2
.

Rozwi¡zanie: Jak zwykle z 
aªkami tego typu 
aªkujemy po konturze �dziurka od klu
za�

z rysunku 9 funk
j�

f(z) =
ln z√

z (z2 + a2)2
.

Caªka po du»ym okr�gu znika w grani
y R → ∞, a w grani
y ε → 0 znika (bo εε1/2 ln ε →
0) 
aªka po maªym okr�gu obiegaj¡
ym punkt z = 0. W tej podwójnej grani
y z twier-

dzenia o residua
h mamy zatem równo±¢:

∫ ∞

0

dx
ln x√

x (x2 + a2)2
+

∫ 0

∞
dx

ln (x e2πi)

eiπ
√
x (x2 + a2)2

= 2πi
∑

i

res f(z)|z=zi
,

a po uporz¡dkowaniu

2

∫ ∞

0

dx
ln x√

x (x2 + a2)2
+ 2πi

∫ ∞

0

dx√
x (x2 + a2)2

= 2πi
∑

i

res f(z)|z=zi
.
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Funk
ja f(z) ma wewn¡trz konturu z rysunku 9 dwa bieguny drugiego rz�du w z = ±i|a|.
Aby znale¹¢ i
h residua ró»ni
zkujemy:

d

dz
f(z) = −1

2

ln z

z3/2(z ± i|a|)2 +
1

z3/2(z ± i|a|)2 − 2 ln z

z1/2(z ± i|a|)3 .

i li
zymy

res f(z)|z=i|a| =
(

|a|eiπ2
)−1/2

{

− ln
(

|a|eiπ2
)

2|a|i (2i|a|)2 +
1

i|a| (2i|a|)2 − 2 ln
(

|a|eiπ2
)

(2i|a|)3

}

=
1
√

|a|
e−iπ

4

{

ln |a|
8i |a|3 +

π

16|a|3 − 1

4i|a|3 +
ln |a|
4i|a|3 +

π

8|a|3
}

=
1

√

|a|
e−iπ

4

{

3 ln |a|
8i |a|3 +

3π

16|a|3 − 1

4i|a|3
}

,

res f(z)|z=−i|a| =
(

|a|ei 3π2
)−1/2







−
ln
(

|a|ei 3π2
)

−2|a|i (−2i|a|)2 +
1

−i|a| (−2i|a|)2 −
2 ln

(

|a|ei 3π2
)

(−2i|a|)3







=
−i
√

|a|
e−iπ

4

{

− ln |a|
8i |a|3 − 3π

16|a|3 +
1

4i|a|3 − ln |a|
4i|a|3 − 3π

8|a|3
}

=
−i
√

|a|
e−iπ

4

{

− 3 ln |a|
8i |a|3 − 9π

16|a|3 +
1

4i|a|3
}

.

Zbieraj¡
 te wyniki mamy

∑

i

res f(z)|z=zi
=

1− i
√

2|a|

{

3 ln |a|
8i |a|3 +

3π

16|a|3 − 1

4i|a|3 − i

[

− 3 ln |a|
8i |a|3 − 9π

16|a|3 +
1

4i|a|3
]}

.

Caªka z logarytmem jest wi�
 równa

∫ ∞

0

dx
ln x√

x (x2 + a2)2
=

π
√

2|a|

{

3 ln |a|
8 |a|3 − 1

4|a|3 −
9π

16|a|3 +
3π

16|a|3 +
3 ln |a|
8 |a|3 − 1

4|a|3
}

=
π

2
√
2 |a|7/2

{

−1 − 3

4
π +

3

2
ln |a|

}

.

Dodatkowo otrzymujemy te» drug¡ 
aªk�

∫ ∞

0

dx√
x (x2 + a2)2

=
1

√

2|a|

{

3π

16 |a|3 +
3 ln |a|
8 |a|3 − 1

4|a|3 − 3 ln |a|
8 |a|3 +

1

4|a|3 +
9π

16 |a|3
}

=
3π

4
√
2 |a|7/2

.

Oba wyniki mo»na sprawdzi¢ programem Mathemati
a.
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Zadanie

Poda¢ warunki zbie»no±
i 
aªki niewªa±
iwej

∫ ∞

0

dx
xβ−1

ax+ b
,

i obli
zy¢ j¡ metod¡ residuów wykorzystuj¡
 kontur �dziurka od klu
za� (rysunek 9).

Rozparzy¢ zarówno przypadek ab > 0 jak i ab < 0.
Rozwi¡zanie: W przypadku, gdy ab > 0, tj. gdy funk
ja pod
aªkowa nie ma osobliwo±
i

w przedziale [0,∞), 
aªka za
howuje si� dla x → 0 oraz x → ∞ odpowiednio jak

∼
∫

0

dxxβ−1 , oraz ∼
∫ ∞

dxxβ−2 .

Caªka jest zatem zbie»na, je±li, 
o dalej zakªadamy, 0 < β < 1. Poniewa» funk
ja zβ−1
ma

w z = 0 punkt rozgaª�zienia, funk
j� pod
aªkow¡ de�niujemy na pªasz
zy¹nie zespolonej

zmiennej z maj¡
ej roz
i�
ie biegn¡
e wzdªu» osi rze
zywistej od z = 0 do ∞ tak, by

(|x| + i0)β−1 = |x|β−1
. Aby upro±
i¢ sobie spraw� dokonujemy przeskalowania zmiennej


aªkowania (y = ax/b):

∫ ∞

0

dx
xβ−1

ax+ b
=

1

a

(

b

a

)β−1∫ ∞

0

dy
yβ−1

1 + y
.

i 
aªkujemy po konturze z rysunku 9 obiegaj¡
ym roz
i�
ie funk
j� f(z) = zβ−1/(z + 1).
Sza
ujemy nast�pnie w standardowy sposób 
aªki po okr�ga
h

∣

∣

∣

∣

∫

K−
ε

dz f(z)

∣

∣

∣

∣

≤
∫ 2π

0

dϕ ε
εβ−1

1− ε
→ 0 ,

bo β > 0;
∣

∣

∣

∣

∫

KR

dz f(z)

∣

∣

∣

∣

≤
∫ 2π

0

dϕR
Rβ−1

R− 1
= 2π

Rβ

R− 1
→ 0 ,

jako, »e β < 1. W podwójnej grani
y ε → 0, R → ∞ mamy zatem równo±¢:

∫ ∞

0

dy
yβ−1

1 + y
+

∫ 0

∞
dy

yβ−1 e2πi(β−1)

1 + y
= 2πi res f(z)|z=−1 .

Zgodnie z roz
i�
iem pªasz
zyzny i przyj�t¡ de�ni
j¡ fazy, z = −1 ≡ eiπ. Residuum w

z = 1 jest wi�
 równe eiπ(β−1)
i po obró
eniu grani
 drugiej 
aªki otrzymujemy

(

1− e2πi(β−1)
)

∫ ∞

0

dy
yβ−1

1 + y
= 2πi eiπ(β−1) .

Zatem

∫ ∞

0

dx
xβ−1

1 + x
=

2πi

1− e2πi(β−1)
eiπ(β−1) =

π

sin[π(1− β)]
=

π

sin(πβ)
,
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zyli

∫ ∞

0

dx
xβ−1

ax+ b
=

(

b

a

)β−1
π

a sin(πβ)
, gdy ab > 0 .

Gdy ab < 0, 
aªka nie istnieje w sensie ±
isªym, ale mo»na jej nada¢ sens przez przej±
ie

grani
zne:

P

∫ ∞

0

dx
yβ−1

y − 1
≡
(
∫ 1−ε

0

+

∫ ∞

1+ε

)

dx
yβ−1

y − 1

(po odpowiednim przeskalowaniu zmiennej 
aªkowania). Jest to 
aªka w sensie warto±
i

gªównej (o
zywi±
ie warunek zbie»no±
i 
aªki na kra«
a
h przedzialu [0,∞), tj. 0 < β < 1,
pozostaje w mo
y). Aby j¡ obli
zy¢, 
aªkujemy funk
j� g(z) = zβ−1/(z−1) po konturze z

rysunku 11 omijaj¡
ym punkt osobliwy poªo»ony na roz
i�
iu. Jako, »e teraz w obszarze

oto
zonym konturem Γ′
funk
ja g(z) jest holomor�
zna,

∮

Γ′

dz g(z) = 0 .

W rozbi
iu 
aªki po lewej stronie trzeba teraz jednak uwzgl�dni¢ 
aªki po póªokr�ga
h (o

promienia
h ε) obiegaj¡
y
h punkt z = 1 (
aªka po okr�gu obiegaj¡
ym punkt z = 0 oraz


aªka po du»ym okr�gu znikaj¡ tak jak poprzednio). Na górnym póªokr�gu z = 1+ εeiϕ i

∫ góra

1

2
K−

ε (a)

dz g(z) =

∫ 0

π

dϕ iε eiϕ
(1 + ε eiϕ)

β−1

ε eiϕ
→ −iπ .

Na dolnym za± z = e2πi (1 + ε eiϕ) i

∫ dól

1

2
K−

ε (a)

dz g(z) =

∫ π

2π

dϕ iε eiϕ
e2π(β−1)i (1 + ε eiϕ)

β−1

ε eiϕ
→ −iπ e2π(β−1)i .

Z twierdzenia o residua
h otrzymujemy zatem zwi¡zek

(

1− e2πi(β−1)
)

P

∫ ∞

0

dy
yβ−1

1 + y
= −iπ

(

1 + e2πi(β−1)
)

,

tj. (wyniki dla obu znaków ilo
zynu ab potwierdza program Mathemati
a)

P

∫ ∞

0

dx
xβ−1

ax+ b
= −π

a

∣

∣

∣

∣

b

a

∣

∣

∣

∣

β−1

ctg(πβ) , gdy ab < 0 .

Zadanie

Poda¢ warunki zbie»no±
i 
aªki niewªa±
iwej

∫ ∞

0

dx
xβ−1 lnx

ax+ b
,
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gdy ab > 0 i obli
zy¢ j¡ metod¡ residuów wykorzystuj¡
 kontur �dziurka od klu
za�

(rysunek 9).

Rozwi¡zanie: Warunki zbie»no±
i 
aªki s¡ takie same jak w poprzednim zadaniu, tj.

0 < β < 1, gdy» logarytm za
howuje si� jak zerowa pot�ga x.
Caªkujemy po konturze �dziurka od klu
za� z rysunku 9 funk
j�

f(z) =
zβ−1 ln z

az + b
.

Jak zwykle 
aªka po maªym okr�gu obiegaj¡
ym z = 0 i 
aªka po du»ym okr�gu znikaj¡

w grani
y ε → 0, R → ∞. Przedªu»aj¡
 standardowo f(z) na dolny brzeg roz
i�
ia

otrzymujemy w tej grani
y zwi¡zek

∮

Γ′

dz f(z) =

∫ ∞

0

dx
xβ−1 ln x

ax+ b
+

∫ 0

∞
dx

e2π(β−1)ixβ−1(2πi+ ln x)

ax+ b
= 2πi res f(z)|z=−b/a .

Residuum funk
ji f(z) w jedynym punk
ie osobliwym znajduj¡
ym si� wewn¡trz konturu

Γ′
jest równe

res f(z)|z=−b/a =
1

a

(

b

a

)β−1

eiπ(β−1)

(

iπ + ln
b

a

)

.

Po uporz¡dkowaniu grani
 
aªek i przeniesieniu 
aªki bez logarytmu na drug¡ stron�

dostajemy zatem zwi¡zek

(

1− e2π(β−1)i
)

∫ ∞

0

dx
xβ−1 ln x

b+ ax
=

2πi

a

(

b

a

)β−1

eiπ(β−1)

(

iπ + ln
b

a

)

+2πi e2π(β−1)i

∫ ∞

0

dx
xβ−1

b+ ax
.

Caªka wystepuj¡
a w drugiej linii zostaªa obli
zona w poprzednim zadaniu. Mamy wi�


∫ ∞

0

dx
xβ−1 ln x

b+ ax
=

π

a

(

b

a

)β−1
iπ + ln(b/a)

sin(πβ)
+

2πi e2π(β−1)i

1− e2π(β−1)i

π

a

(

b

a

)β−1
1

sin(πβ)
,

i po uporz¡dkowaniu

∫ ∞

0

dx
xβ−1 ln x

b+ ax
=

π

a

(

b

a

)β−1
ln(b/a)

sin(πβ)
− π2

a

(

b

a

)β−1
cos(πβ)

sin2(πβ)
.

Zauwa»my na konie
, »e skoro i tak trzeba byªo wykorzysta¢ wynik 
aªki obli
zonej w

poprzednim zadaniu, to mo»na to byªo zrobi¢ te» ina
zej, zauwa»aj¡
 po prostu, »e

∫ ∞

0

dx
xβ−1 ln x

b+ ax
=

d

dβ

∫ ∞

0

dx
xβ−1

b+ ax
=

d

dβ

(

b

a

)β−1
π

a sin(πβ)
,


o prowadzi naty
hmiast do powy»szego wyniku.
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Zadanie

Poda¢ warunki zbie»no±
i 
aªki niewªa±
iwej

∫ ∞

0

dx
xa

1 + x3
,

i obli
zy¢ j¡ metod¡ residuów wykorzystuj¡
 kontur �dziurka od klu
za� (rysunek 9).

Rozwi¡zanie: Dla x → 0 oraz x → ∞ 
aªka za
howuje si� odpowiednio jak

∼
∫

0

dxxa , oraz ∼
∫ ∞

dxxa−3 .

Caªka jest zatem zbie»na, je±li, 
o te» i dalej zakªadamy, −1 < a < 2.
Korzystaj¡
 z konturu Γ �dziurka od klu
za� przyjmujemy omówion¡ wy»ej de�ni
j�

funk
ji za na pªasz
zy¹nie z roz
i�
iem biegn¡
ym od z = 0 wzdªu» dodatniej póªosi

rze
zywistej do z = ∞, przy 
zym faz� wybieramy tak, by (x + i0)a = xa
, gdy x > 0.

Mamy wtedy

∮

Γ

dz f(z) ≡
∫

K−
ε

dz f(z) +

∫ R

ε

dx
xa

1 + x3

+

∫

KR

dz f(z) +

∫ ε

R

dx
(x e2πi)

a

1 + x3
=

∑

i=0,+,−
res f(z)|z=zi

,

gdzie z0, z+ i z− s¡ trzema pierwiastkami równanania z3 + 1 = 0:

z0 = −1 = eiπ , z+ =
1

2
(1 + i

√
3) = ei

π
3 , z+ =

1

2
(1− i

√
3) = ei

5π
3 .

Druga posta¢ ka»dego z ty
h pierwiastków jest zgodna z przyj�t¡ de�ni
j¡ funk
ji f(z)
na pªasz
zy¹nie z roz
i�
iem (i to ona musi by¢ u»yta wsz�dzie, gdzie zi jest podnoszony
do nie
aªkowitej pot�gi.

Sza
ujemy nast�pnie w standardowy sposób 
aªki po okr�ga
h

∣

∣

∣

∣

∫

K−
ε

dz f(z)

∣

∣

∣

∣

≤
∫ 2π

0

dϕ ε
εa

1− ε3
→ 0 ,

bo a > −1;

∣

∣

∣

∣

∫

KR

dz f(z)

∣

∣

∣

∣

≤
∫ 2π

0

dϕR
Ra

R3 − 1
= 2π

Ra+1

R3 − 1
→ 0 ,

jako, »e a < 2. W podwójnej grani
y ε → 0, R → ∞ mamy zatem równo±¢:

(

1− e2πia
)

∫ ∞

0

dx
xa

1 + x3
=

∑

i=0,+,−
res f(z)|z=zi

.
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Residua znajdujemy wykorzystuj¡
 rozkªad z3 + 1 = (z + 1)(z2 − z + 1), oraz to, »e

z+ − z− = i
√
3:

res f(z)|z=−1 =
1

3
eiπa ,

res f(z)|z=z+
=

ei
π
3
a

i
√
3 (z+ + 1)

= −1

3

ei
π
3
a

z−
= −1

3
ei

π
3
a ei

π
3 ,

res f(z)|z=z−
=

ei
5π
3
a

−i
√
3 (z− + 1)

= −1

3

ei
5π
3
a

z+
= −1

3
ei

5π
3
a e−iπ

3 .

St¡d

∫ ∞

0

dx
xa

1 + x3
=

2πi

3(1− e2πia)

(

eiπa − ei
π
3
a ei

π
3 − ei

5π
3
a e−iπ

3

)

=
2πi

3(e−iπa − eiπa)

(

1− e−i 2π
3
a ei

π
3 − ei

2π
3
a e−iπ

3

)

,


zyli, po zapisaniu wyniku przez funk
je trygonometry
zne,

∫ ∞

0

dx
xa

1 + x3
=

π

3 sin(πa)

{

2 cos
[π

3
(2a− 1)

]

− 1
}

.

Aby z tej posta
i znale¹¢ warto±¢ 
aªki dla a = 0, trzeba obli
za¢ grani
� a → 0 (wy-

nik: 2π/3
√
3). Tro
h� sztu
zek trygonometry
zny
h pozwala wynik przepisa¢ w posta
i

(takiej, w jakiej daje go program Mathemati
a)

∫ ∞

0

dx
xa

1 + x3
=

π

3 sin
[

1
3
π(1 + a)

] ,

która od razu daje sko«
zony wynik dla −1 < a < 2.

Zadanie

Poda¢ warunki zbie»no±
i 
aªki niewªa±
iwej

∫ ∞

0

dx
xa

(1 + x2)2
,

i obli
zy¢ j¡ metod¡ residuów wykorzystuj¡
 kontur �dziurka od klu
za� (rysunek 9).

Rozwi¡zanie: Caªka jest zbie»na, je±li −1 < a < 3. Caªkuj¡
 po konturze dziurka od

klu
za mamy

∮

dz f(z) =

∫ ∞

0

dx
xa

(1 + x2)2
+ e2πai

∫ 0

∞
dx

xa

(1 + x2)2

+

∫

Kε

dz f(z) = 2πi
(

res f(z)|z=i + res f(z)|z=−i

)

,
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przy 
zym i oraz −i nale»y, zgodnie z de�ni
j¡ funk
ji za na pªasz
zy¹nie z roz
i�
iem

zapisa¢ odpowiednio w posta
i ei
π
2
oraz ei

3π
2
.

Znajdujemy residua (bieguny s¡ drugiego rz�du). Po
hodna:

d

dz

za

(z ± i)2
=

a za

z (z ± i)2
− 2za

(z ± i)3
.

i residua:

res f(z)|z=i =

(

a

i(2i)2
− 2

(2i)3

)

ei
π
2
a =

i

4
(a− 1) ei

π
2
a ,

res f(z)|z=−i =

(

a

−i(−2i)2
− 2

(−2i)3

)

ei
3π
2
a =

−i

4
(a− 1) ei

3π
2
a ,

Pokazujemy nast�pnie standardowo, »e w grani
y R → ∞ 
aªka po du»ym okr�gu

za
howuje si� jak Ra+1/R4 = Ra−3
, a w grani
y ε → 0 
aªka po maªym - jak εa+1

; obie


aªki znikaj¡ zatem dla taki
h a, dla który
h wyj±
iowa 
aªka jest zbie»na.

W podwójnej grani
y R → ∞, ε → 0, po uporz¡dkowaniu grani
 drugiej 
aªki, otrzy-

mujemy zatem zwi¡zek

(

1− e2πai
)

∫ ∞

0

dx
x2

(1 + x2)2
=

π

2
(a− 1)

(

ei
3π
2 − ei

π
2

)

,

który daje:

∫ ∞

0

dx
xa

(1 + x2)2
=

π

2
(a− 1)

eiπa
(

ei
π
2
a − e−iπ

2
a
)

−eiπa (eiπa − e−iπa)
=

π

2
(a− 1)

sin(πa/2)

− sin(πa)
=

π(1− a)

4 cos(πa/2)
.

I etot riezultat, kak prawiªo, potwierd»dajet programma Mathemati
a.

Zadanie

Poda¢ warunki zbie»no±
i 
aªki niewªa±
iwej

∫ ∞

0

dz
xp

x2 − 2x cosλ+ 1
,

i obli
zy¢ j¡ metod¡ residuów wykorzystuj¡
 kontur �dziurka od klu
za� (rysunek 9).

Rozwi¡zanie: Caªka jest zbie»na dla −1 < p < 1. Caªkujemy po �dziur
e od klu
za�

funk
j�

f(z) =
zp

z2 − 2z cosλ+ 1
=

zp

(z − eiλ) (z − ei(2π−λ))
.

Poniewa» zgodnie z de�ni
j¡ funk
ji zp na pªasz
zy¹nie z roz
i�
iem, takim jak na rysunku

9, argument ka»dej li
zby zespolonej musi nale»e¢ do przedziaªu (0, 2π), przeto drugi

pierwiastek równania kwadratowego z2 − 2z cosλ+ 1 = 0 musi zosta¢ zapisany w posta
i

ei(2π−λ)
.
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W grani
y R → ∞, ε → 0 znikaj¡ jak zwykle 
aªki po okr�ga
h. Wewn¡trz konturu

funk
ja ma dwa bieguny proste; suma residuów funk
ji w ty
h punkta
h wynosi

∑

res f(z) =
eiλp

eiλ − ei(2π−λ)
+

ei(2π−λ)p

ei(2π−λ) − eiλ

=
1

eiλ − ei(2π−λ)

(

eipλ − ei(2π−λ)
)

.

Z twierdzenia o residua
h, w grani
y R → ∞, ε → 0 otrzymujemy zatem zwi¡zek

(

1− e2πpi
)

∫ ∞

0

dx
xp

x2 − 2x cos λ+ 1
=

2πi

eiλ − ei(2π−λ)

(

eipλ − ei(2π−λ)p
)

,


zyli

∫ ∞

0

dx
xp

x2 − 2x cosλ+ 1
=

2πi

eiλ − ei(2π−λ)

eipπ
(

eip(λ−π) − e−ip(λ−π)
)

eipπ (e−ipπ − eipπ)
=

π

sinλ

sin[p(π − λ)]

sin(pπ)
,


o mo»na zapisa¢ w posta
i

∫ ∞

0

dx
xp

x2 − 2x cosλ+ 1
=

π

sin λ
[cos(pλ)− ctg(pπ) sin(pλ)] .

Przypomnienie

Funk
ja

14

h(z) =

(

z − a

b− z

)α

,

ma dla α /∈ Z dwa punkty rozgaª�zienia w z = a oraz z = b. Teraz jednak mo»na

h(z) (niezale»nie od tego, 
zy wykªadnik α jest li
zb¡ wymiern¡, 
zy nie) zde�niowa¢

jako funk
j� jednozna
zn¡ na pªasz
zy¹nie zespolonej zmiennej z maj¡
ej jedno roz
i�
ie

ª¡
z¡
e punkty z = a i z = b. (O
zywi±
ie mo»na by te» zrobi¢ dwa 
i�
ia jedno od z = a
do z = ∞ i drugie od z = b do z = ∞; byªo by to jednak niewykorzystanie wszystki
h

mo»liwo±
i i nie byªoby u»yte
zne w przykªadzie rozpatrywanym poni»ej). Istotnie, je±li

h(z) zde�niujemy wzorem

h(z) =

∣

∣

∣

∣

z − a

b− z

∣

∣

∣

∣

α

eiα(ϕa−ϕb) eiπβ ,

w którym fazy ϕa i ϕb s¡ zde�niowane na rysunku 13 (faza β jest na razie dowolna;

ustalimy j¡ za 
hwil�), to po obiegni�
iu przez zmienn¡ z naokoªo 
aªego roz
i�
ia zarówno
faza ϕa, jak i faza ϕb zmieni¡ si� o 2π, ale i
h ró»ni
a nie ulegnie zmianie i warto±¢ funk
ji

h(z) zde�nowana powy»szym wzorem b�dzie taka, jak przed obiegiem. (Nie byªo by tak,
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a b

ϕa ϕb

z

Rez

Imz

Rysunek 13: Sposób zde�niowania funk
ji h(z) = [(z − a)/(b − z)]α na pªasz
zy¹nie

zmiennej zespolonej z maj¡
ej 
i�
ie od z = a do z = b.

gdyby zmienna z obiegªa np. punkt z = a prze
hodz¡
 przez roz
i�
ie: faza ϕa zmieniªaby

si� wtedy o 2π, ale faza ϕb - nie).

Faz� β mo»na wybra¢ dowolnie. Poniewa» dobrze by byªo, by warto±
i funk
ji h(z)
pokrywaªy si� z warto±
iami rze
zywistej funk
ji H : (a, b) → R+

H(x) =

(

x− a

b− x

)α

,

dla rze
zywisty
h zmienny
h z nale»¡
y
h do przedziaªu (a, b), przeto de�niujemy:

15

h(z) =

∣

∣

∣

∣

z − a

b− z

∣

∣

∣

∣

α

eiα(ϕa−ϕb) eiπα .

Jak ªatwo sprawdzi¢, dla z = x+ i0 (jak ju» byªo powiedziane, zapis ten nale»y rozumie¢

jako z = x + iδ, gdzie δ → 0+) taki
h, »e a < x < b, warto±
i tak zde�niowanej funk
ji

h(z) s¡ rze
zywiste i dodatnie. Istotnie: mamy wtedy ϕa = 0 oraz ϕb = π i 
aªkowita

faza jest równa zeru.

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

∫ 1

0

dx

(x+ 1)[x2(1− x)]1/3
.

Rozwi¡zanie: Caªka jest zbie»na: wprawdzie punkty grani
zne s¡ punktami osobliwymi

funk
ji pod
aªkowej, niemniej osobliwo±
i te s¡ 
aªkowalne (zgodnie ze zwykªymi kryte-

riami sko«
zono±
i 
aªek niewªa±
iwy
h). W 
elu obli
zenia powy»szej 
aªki 
aªkujemy

14

W zasadzie wszystko, 
o mówimy poni»ej pozostaje sªuszne dla a, b ∈ C. Poniewa» jednak intere-

sowa¢ nas b�d¡ 
aªki z funk
ji rze
zywisty
h, wi�
 ograni
zymy si� do przypadku rze
zywisty
h a i b.
Przyjmiemy tak»e dalej, »e a < b.

15

W isto
ie zde�niowana na rysunku 13 faza ϕb jest faz¡ li
zby z− b, a nie b− z; faza tej drugiej ró»ni

si� od ϕb o ±π i to jest powodem, dla którego przy narzu
onym na funk
j� h(z) warunku, konie
zne jest
uwzgl�dnienie w jej de�ni
ji dodatkowego 
zynnika eiπα.
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a b Rez

Imz

Rysunek 14: Kontur 
aªkowania Γ zwany �ko±
i¡ na talerzu�.

po konturze Γ typu �ko±¢ na talerzu� (o a = 0 i b = 1) pokazanym na rysunku 14 funk
j�

f(z) =
1

z (z + 1)

(

z

1− z

)1/3

,

przy 
zym nieb�d¡
y funk
j¡ jednozna
zn¡ na 
aªej pªasz
zy¹nie drugi 
zynnik de�niu-

jemy w sposób omówiony powy»ej na pªasz
zy¹nie z roz
i�
iem biegn¡
ym po osi rze
zy-

wistej od z = 0 do z = 1. Dla z = x + i0, gdzie 0 < x < 1 (tj. na górnym poziomy

fragmen
ie �ko±
i�) mamy wtedy zgodnie z przyj�tym przepisem

f(x+ i0) ≡ lim
δ→0+

f(x+ iδ) =
1

x (x+ 1)

(

x

1− x

)1/3

,

a dla z = x− i0, gdzie 0 < x < 1 (tj. na dolnym poziomy fragmen
ie �ko±
i�)

f(x− i0) ≡ lim
δ→0+

f(x− iδ) =
1

x (x+ 1)

(

x

1− x

)1/3

e
2

3
πi ,

jako »e aby si� tam dosta¢ od z = x+ i0 musimy okr¡»y¢ np. punkt z = 0 od lewej strony,

a wtedy faza ϕa (patrz rys. 13) wzrasta od 0 do 2π (faza ϕb pozostaje przy tym równa

π). Mogliby±my te» zamiast tego okr¡»y¢ punkt z = 1 od prawej strony: wtedy faza ϕa

nie zmieniªaby si�, za to faza ϕb zmalaªaby o 2π i wynik byªby taki sam.

Mo»emy zatem napisa¢

∮

Γ

dz f(z) =

∫ 1−ε

ε

dx f(x) + e
2

3
πi

∫ ε

1−ε

dx f(x)
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+

∫

K−
ε (0)

dz f(z) +

∫

K−
ε (1)

dz f(z) +

∫

KR

dz f(z)

= 2πi resf(z)|z=−1 .

Uwzgl�dnili±my tu to, »e w obszarze zawartym wewn¡trz konturu, tj. pomi�dzy �ko±
i¡�

wªa±
iw¡

16

a brzegiem �talerza� (du»ym okr�giem), funk
ja f(z) ma tylko jeden biegun

w z = −1. Interesuje nas o
zywi±
ie grani
a ε → 0 (K−
ε (0) oraz K−

ε (1) ozna
zaj¡ okr�gi

o promieniu ε i ±rodka
h odpowiednio w z = 0 oraz z = 1; minus u góry ozna
za, »e s¡

one obiegane zgodnie z kierunkiem ru
hu wskazówek zegara), w której 
aªki po prosty
h

fragmenta
h ko±
i staj¡ si� 
aªk¡, któr¡ 
h
emy obli
zy¢.

Osza
ujmy zatem 
aªk� po epsilonowym okr�gu wokóª z = 0. Na tym okr�gu z = εeiϕ.
Mamy

∣

∣

∣

∣

∫

K−
ε (0)

dz f(z)

∣

∣

∣

∣

≤
∫ 2π

0

dϕ ε

|(1 + ε eiϕ)[ε2 e2iϕ(1− ε eiϕ)]1/3|

≤
∫ 2π

0

dϕ ε

(1− ε)[ε2(1− ε)]1/3
= 2π

ε1/3

(1− ε)4/3
.

Podobnie sza
uje si� 
aªk� po K−
ε (1). Zatem w grani
y ε → 0 
aªki te znikaj¡.

Pozostaje zatem rozpatrzy¢ 
aªk� po brzegu �talerza�, tj. okr�gu o promieniu R. Tu

sprawa jest prosta bo na okr�gu o promieniu R, na którym z = Reiϕ 
aªka ta za
howuje

si� jak

∣

∣

∣

∣

∫

KR

dz f(z)

∣

∣

∣

∣

∼
∫ 2π

0

dϕR

R2
∼ 1

R
,

i znika w grani
y R → ∞. W nast�pny
h przykªada
h podobne 
aªki nie b�d¡ ju» znika¢

i do i
h efektywnego obli
zania przydatny b�dzie kon
ept residuum w niesko«
zono±
i.

W grani
y R → ∞, ε → 0 i po odwró
eniu grani
 drugiej z 
aªek otrzymujemy wi�


zwi¡zek:

(

1− e
2

3
πi
)

∫ 1

0

dx f(x) = 2πi res f(z)|z=−1 .

W z = −1 funk
ja f(z) ma biegun prosty i residuum jest dane przez

res f(z)|z=−1 = lim
z→−1

1

z

(

z

1− z

)1/3

=
1

−1

∣

∣

∣

∣

−1

2

∣

∣

∣

∣

1/3

e
i
3
(π−π)e

i
3
π = − e

i
3
π

21/3

(w punk
ie z = −1 le»¡
ym na rysunku 13 na osi rze
zywistej na lewo od punktu a = 0
obie fazy ϕa oraz ϕb s¡ równe π).

16

Jak w dow
ipie: �Z 
zego si� skªada pies ogólnowojskowy? Z »oªnierza prowadz¡
ego, smy
zy prze-

wodz¡
ej i psa wªa±
iwego�.

63



St¡d ostate
znie (wynik sprawdzony programem Mathemati
a)

∫ 1

0

dx

(x+ 1)[x2(1− x)]1/3
= − 2πi

21/3
e

i
3
π

1− e
2

3
πi

=
−2πi

21/3(e−
i
3
π − e

i
3
π)

=
π

21/3 sin(π/3)
=

22/3 π√
3

.

Zadanie

Wykorzystuj¡
 kontur �ko±¢ (na talerzu)� obli
zy¢ 
aªk�

I =

∫ 1

−1

dx

(ax+ b) [(1− x)(1− x2)]1/3
.

Rozpatrzy¢ przypadki |b/a| > 1 oraz |b/a| < 1.
Rozwi¡zanie: Je±li |b/a| > 1, 
aªka jest zbie»na zgodnie ze zwykªymi kryteriami zbie»-

no±
i 
aªek niewªa±
iwy
h. Aby j¡ obli
zy¢ 
aªkujemy funk
j�

f(z) =
1

(az + b)(1− z)

(

z + 1

1− z

)−1/3

≡ 1

(az + b)(1− z)

∣

∣

∣

∣

z + 1

1− z

∣

∣

∣

∣

−1/3

e−
i
3
(ϕa−ϕb+π) ,

po konturze �ko±¢ na talerzu� pokazanym na rysunku 14. Wewn¡trz konturu (tj. pomi�dzy

ko±
i¡ wªa±
iw¡, a brzegiem talerza) funk
ja f(z) ma jeden biegun prosty w punk
ie

z = −b/a. Jej residuum w tym punk
ie jest równe

res f(z)|z=−b/a =
1

a+ b

∣

∣

∣

∣

a− b

a+ b

∣

∣

∣

∣

−1/3

e−iπ
3 ,

gdy» albo ϕa = ϕb = 0 (gdy −b/a > 0), albo ϕa = ϕb = π (gdy −b/a < 0).
Nietrudno sprawdzi¢, tak jak w poprzednim zadaniu, »e w grani
y ε → 0 znikaj¡ obie


aªki po okr�ga
h (o promienia
h ε okr¡»aj¡
e punkty z = ∓1, a w grani
y R → ∞ znika


aªka po du»ym okr�gu (o promieniu R - �brzegu talerza�). W tej podwójnej grani
y

mamy zatem zwi¡zek

∮

Γ

dz f(z) =

∫ 1

−1

dx f(x) +

∫ −1

1

dx f(x− i0) =
2πi

a+ b

∣

∣

∣

∣

a− b

a+ b

∣

∣

∣

∣

−1/3

e−iπ
3 ,

lub, po uwzgl�dnieniu, »e zgodnie z reguª¡ przedªu»ania funk
ji na dolny brzeg �ko±
i�

f(x − i0) = e−i 2π
3 f(x) (na dolnym brzegu ϕa = 2π, ϕb = π) i odwró
eniu grani
 drugiej


aªki

(

1− e−i 2π
3

)

∫ 1

−1

dx f(x) =
2πi

a + b

∣

∣

∣

∣

a− b

a+ b

∣

∣

∣

∣

−1/3

e−iπ
3 .
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−1 1z0=−b/a
Rez

Imz

Rysunek 15: Kontur 
aªkowania Γ omijaj¡
y biegun poªo»ony na roz
i�
iu.

Zatem gdy |b/a| > 1

∫ 1

−1

dx

(ax+ b) [(1− x)(1− x2)]1/3
=

π

(a+ b) sin(π/3)

∣

∣

∣

∣

a+ b

a− b

∣

∣

∣

∣

1/3

=
2π√

3 (a+ b)

∣

∣

∣

∣

a+ b

a− b

∣

∣

∣

∣

1/3

.

Gdy |b/a| < 1 
aªka istnieje w sensie warto±
i gªównej (punkt osobliwy le»y w prze-

dziale 
aªkowania). Aby j¡ obli
zy¢ w tym sensie, 
aªkujemy funk
j� f(z) po konturze

Γ′
�ko±¢ z gulk¡ na talerzu�, tj. po konturze podobnym do tego z rysunku 14, ale z �ko-

±
i¡ wªa±
iw¡� zast¡pion¡ konturem z rysunku 15. Wewn¡trz konturu, tj. w obszarze

pomi�dzy �ko±
i¡ z gulk¡�, a �brzegiem talerza� funk
ja jest holomor�
zna. Zatem

∮

Γ′

dz f(z) = 0 .

Caªki po okr�ga
h okr¡»aj¡
e punkty z = ∓1 oraz 
aªka po �brzegu talerza� znikaj¡, tak

jak poprzednio, w grani
y ε → 0, R → ∞. Trzeba teraz jednak uwzgl�dni¢ tak»e 
aªki

po �gul
e� tj. po maªy
h póªokr�ga
h (o promieniu ε) okr¡»aj¡
e punkt z0 = −b/a. Na

górnym póªokr�gu z = −b/a + ε eiϕ i

∫ góra

1

2
K−

ε (z0)

dz f(z) →
∫ 0

π

dϕ
i

a + b

∣

∣

∣

∣

a− b

a+ b

∣

∣

∣

∣

−1/3

=
−iπ

a+ b

∣

∣

∣

∣

a+ b

a− b

∣

∣

∣

∣

1/3

(jako »e dla z na górnym brzegu ko±
i ϕa = 0, ϕb = π). Na dolnym za±

∫ dól

1

2
K−

ε (z0)

dz f(z) →
∫ π

2π

dϕ
i

a+ b

∣

∣

∣

∣

a− b

a+ b

∣

∣

∣

∣

−1/3

e−i 2π
3 =

−iπ

a+ b

∣

∣

∣

∣

a + b

a− b

∣

∣

∣

∣

1/3

e−i 2π
3 ,

gdy» tam ϕa = 2π, ϕb = π. Gdy |b/a| < 1 
aªka (teraz w sensie warto±
i gªównej) daje

zatem

P

∫ 1

−1

dx

(ax+ b) [(1− x)(1 − x2)]1/3
=

π ctg(π/3)

(a+ b)

∣

∣

∣

∣

a + b

a− b

∣

∣

∣

∣

1/3

=
π√

3 (a+ b)

∣

∣

∣

∣

a + b

a− b

∣

∣

∣

∣

1/3

.
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Przypomnienie:

Nie
h funk
ja f(z) b�dzie holomor�
zna w pier±
ieniu r < |z| < ∞. Obszar ten nazywamy

oto
zeniem pier±
ieniowym punktu z = ∞. W oto
zeniu tym traktowanym jako oto
zenie

pier±
ieniowe punktu z = 0 funk
ja mo»e by¢ przedstawiona w posta
i szeregu Wawrzusia

f(z) =

∞
∑

n=1

anz
n + a0 +

∞
∑

n=1

a−n

zn
,

stanowi¡
ym jedno
ze±nie (z de�ni
ji) rozwini�
ie funk
ji f(z) w oto
zeniu punktu z = ∞.

Je±li w powy»szym szeregu znikaj¡ wszystkie wspóª
zynniki an o n > 0 (
zyli znika 
aªa

pierwsza suma), to mówimy, »e funk
ja f(z) jest regularna w z = ∞. Gdy niezerowa jest

tylko sko«
zona li
zba wyrazów z dodatnimi pot�gami z, to funk
ja f(z) ma w z = ∞
biegun sko«
zonego rz�du: biegun jest rz�du k, gdy

f(z) =
∞
∑

n=1

a−n

zn
+ a0 + a1z + a2z

2 + . . .+ akz
k .

Je±li za± 
z�±¢ szeregu z dodatnimi pot�gami z nie urywa si�, to mówimy »e f(z) ma w

z = ∞ osobliwo±¢ istotn¡.

Wygodne kryterium badania 
harakteru funk
ji f(z) w punk
ie z = ∞ daje na-

st�puj¡
a obserwa
ja: je±li funk
ja f(z) jest holomor�
zna w oto
zeniu pier±
ieniowym

r < |z| < ∞, to funk
ja

g(z) ≡ f(1/z) ,

jest holomor�
zna w oto
zeniu pier±
ieniowym 0 < |z| < 1/r punktu z = 0. Zatem je±li

funk
ja g(z) ≡ f(1/z) jest w punk
ie z = 0 regularna (tj. g(z) nie jest w tym punk
ie

osobliwa), to w punk
ie z = ∞ jest te» regularna funk
ja f(z). Je±li g(z) ma w z = 0
biegun rz�du k, to funk
ja f(z) ma w z = ∞ równie» biegun rz�du k, je±li za± g(z) ma w

z = 0 punkt istotnie osobliwy, to funk
ja f(z) ma takowy w z = ∞.

Residuum funk
ji f(z) w punk
ie z = ∞ nazywa si� wzi�ty z minusem (!) wspóª-


zynnik a−1 rozwini�
ia f(z) w szereg Wawrzusia wokóª z = ∞. Zauwa»my od razu, »e

funk
ja f(z) mo»e by¢ w z = ∞ regularna w sensie podanej wy»ej de�ni
ji, a mimo to

mie¢ w z = ∞ niezerowe residuum; w przypadku punktów z 6= ∞ regularno±
 funk
ji w

takim punk
ie po
i¡gaªa za sob¡ znikanie residuum. Wspóª
zynnik a−1 rozwini�
ia f(z)
w oto
zeniu z = ∞ jest zarazem propor
jonalny do warto±¢ 
aªki z f(z) po obiegaj¡
ym

jednokrotnie punkt z = 0 zamkni�tym konturze le»¡
ym 
aªkowi
ie w oto
zeniu pier±
ie-

niowym punktu z = ∞, tj. po konturze, na którym |z| > r (w grani
y kontur mo»e by¢

uwa»any za niesko«
zenie du»y i obiegaj¡
y jednokrotnie punkt z = ∞; branie tej grani
y

nie jest jednak konie
zne):

resf(z)|z=∞ ≡ −a−1 = − 1

2πi

∮

dz f(z) .
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Zwi¡zek ten wynika jak zwykle z bezpo±redniego s
aªkowania f(z) po okr�gu o dowolnym

promieniu R > r i ±rodku w z = 0. Istotnie:

∫

KR(0)

dz f(z) =

∫ 2π

0

dϕ iR eiϕ
∞
∑

n=−∞
anR

n einϕ = 2πi a−1 .

Zauwa»my od razu, »e skoro t� sam¡ 
aªk� po mo»na tak»e obli
zy¢ jako 2πi razy suma

residuów funk
ji f(z) znajduj¡
y
h si� wewn¡trz okr�gu o b. du»ym promieniu R (tak du-

»ym, »e obejmuje wszystkie punkty pªasz
zyzny zespolonej, w który
h f(z) jest osobliwa),
musi za
hodzi¢ zwi¡zek

− resf(z)|z=∞ =
∑

i

resf(z)|z=z(i) ,

w którym suma jest brana po wszystki
h izolowany
h sko«
zony
h punkta
h osobliwy
h

funk
ji f(z) na pªasz
zy¹nie zespolonej.

Gªównym zastosowaniem poj�
ia residuum f(z) w z = ∞ jest wªa±nie obli
zanie


aªek po zamkni�ty
h kontura
h oddalony
h odpowiednio daleko od z = 0. Powodem,

dla którego residuum w niesko«
zono±
i jest zde�niowane ze znakiem minus jest (jak

zoba
zymy) nieredukowalne (i w zasadzie 
hwalebne!) d¡»enie matematyków do elegan
ji.

Je±li funk
ja f(z) ma w z = ∞ biegun rz�du k (
o naogóª najªatwiej ustali¢ badaj¡


funk
j� g(z) ≡ f(1/z) w punk
ie z = 0), jej residuum jest dane ªatwym do zrozumienia

wzorem (uwzgl�dnia on ju» ten �anomalny� minus w de�ni
ji residuum w z = ∞)

resf(z)|z=∞ =
(−1)k

(k + 1)!
lim
z→∞

(

zk+2 d
k+1f(z)

dzk+1

)

.

Zauwa»my te», »e je±li np. f(z) = 1/z, to w powy»szym wzorze k = −1 (pami�tamy, »e

0! = 1). O
zywi±
ie je±li funk
ja f(z) ma w z = ∞ osobliwo±¢ istotn¡, to powy»szy wzór

nie dziaªa i jej residuum w tym punk
ie nale»y szuka¢ rozwijaj¡
 j¡ w szereg W.

Przykªady

Jako pierwszy przykªad sprawd¹my funk
j� podobn¡ do tej z poprzedniego zadania:

f(z) =
1

z (z + 1)

(

z

1− z

)1/3

.

Bezpo±rednio dla |z| → ∞ mo»emy napisa¢:

f(z) =
1

z2(1 + 1/z)

( −1

1− 1/z

)1/3

.

Rozwijaj¡
 
zynniki 1± 1/z w szeregi pot�gowe widzimy od razu, »e

f(z) =
(−1)1/3

z2
+O

(

1

z3

)

,
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zyli »e a−1 = 0. Ten sam wniosek mo»na uzyska¢ konstruuj¡
 funk
j�

g(z) ≡ f(1/z) =
z2

1 + z

(

1

z − 1

)1/3

.

Punkt z = 0 jest jej punktem regularnym, a zatem z = ∞ jest punktem regularnym

funk
ji f(z). Samo to jesz
ze nie ozna
za, »e znika residuum f(z) w z = ∞, ale wida¢ te»

od razu, »e rozwini�
ie g(z) wokóª z = 0 za
zyna si� od wyrazu z2, 
o ozna
za wªa±nie,

»e resf(z)|z=∞ = 0.
Drugim przykªadem jest funk
ja

f(z) =
cos(1/z)

z2 + 1
.

Poniewa» funk
ja

g(z) ≡ f(1/z) =
z2 cos z

z2 + 1
,

mo»e by¢ rozwini�ta w zwykªy szereg Taylora wokóª z = 0

g(z) = z2(1− z2 + z4 + . . .)

(

1− 1

2
z2 + . . .

)

,

wi�
 sama funk
ja f(z) jest regularna w punk
ie z = ∞ i ma zerowe residuum w tym

punk
ie (bo wspóª
zynnik przy z rozwini�
ia g(z) wokóª z = 0 jest równy zeru).

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

I =

∮

Γ

dz
z2

(z − 1)(z − 2)
sin2

(

1

z

)

,

po zamkni�tym konturze Γ obejmuj¡
ym punkty z0 = 0, z1 = 1 oraz z2 = 2.
Rozwi¡zanie: Caªka o
zywi±
ie jest równa 2πi razy suma residuów funk
ji pod
aªkowej

f(z) =
z2

(z − 1)(z − 2)
sin2

(

1

z

)

.

w jej punkta
h osobliwy
h obejmowany
h przez kontur Γ. S¡ to: punkty z = 1 i z =
2, w który
h f(z) ma bieguny proste oraz z = z0 b�d¡
y punktem istotnie osobliwym

funk
ji f(z). Residua f(z) w z = 1 i z = 2 znale¹¢ ªatwo; trudniej zato jest wyzna
z¢

residuum f(z) w z = 0, bo nie dziaªa w tym przypadku standardowy wzór z po
hodnymi.

Tym
zasem 
aªk� t� mo»na zna
znie pro±
iej obli
zy¢ wykorzystuj¡
 residuum f(z) w

z = ∞. Rze
zywi±
ie: z rozwini�
ia f(z) w oto
zeniu pier±
ieniowym z = ∞

f(z) =

(

1 +
1

z
+

1

z2
+ . . .

)(

1 +
2

z
+

4

z2
+ . . .

)(

1

z
− 1

6z3
+ . . .

)2

,
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od razu wida¢, »e a−1 = 0 (bo wyraz 1/z nie wyst¡pi) i, jako »e na zewn¡trz konturu Γ
niema inny
h punktów osobliwy
h funk
ji f(z), 
aªka I jest równa zeru.

Aby si� przekona¢, »e rze
zywi±
ie jest to dobry wynik, obli
zmy jednak 
aªk� stan-

dardowo. Suma residuów w z = 1 i z = 2 daje

res f(z)|z=1 + res f(z)|z=2 = − sin2 1 + 4 sin2 1

2
.

Aby za± wyzna
zy¢ residuum w punk
ie z = 0 zapisujemy f(z) w posta
i

f(z) =
1

2

(

1 +
4

z − 2
− 1

z − 1

)(

1− cos
2

z

)

,

z której od razu wida¢, »e residuum f(z) w z = 0 jest sum¡ residuów w z = 0 funk
ji

h(z) =
2

z − 2

(

1− cos
2

z

)

,

oraz funk
ji

g(z) = −1

2

1

z − 1

(

1− cos
2

z

)

,

jako, »e kosinus jest funk
ja parzyst¡ i jedynka z pierwszego nawiasu funk
ji f(z) nie da

wyrazu 1/z. Aby znale¹¢ residuum h(z) piszemy jej rozwini�
ie

h(z) = − 1

1− z/2

(

1− cos
2

z

)

=

{

1 +
z

2
+
(z

2

)2

+ . . .

} ∞
∑

n=1

(−1)n

(2n)!

(

2

z

)2n

.

Wida¢ z niego, »e przy mno»eniu przez siebie ty
h dwu szeregów powstanie nast�puj¡
y

wyraz propor
jonalny do 1/z:

2

z

∞
∑

n=1

(−1)n

(2n)!
=

2(−1 + cos 1)

z
=

−4 sin2 1
2

z
,

który daje przy
zynek do residuum f(z) w z = 0 dokªadnie redukuj¡
y residuum f(z) w
z = 2. Podobnie w rozwini�
iu funk
ji g(z)

g(z) = −1

2

(

1 + z + z2 + . . .
)

∞
∑

n=1

(−1)n

(2n)!

(

2

z

)2n

,

otrzymamy przy wymna»aniu szeregów wyraz

− 1

2z

∞
∑

n=1

(−1)n 22n

(2n)!
=

1− cos 2

2z
=

sin2 1

z
,

daj¡
y do residuum f(z) w z = 0 przy
zynek redukuj¡
y residuum f(z) w z = 1. Tak wi�

rze
zywi±
ie suma residuów funk
ji f(z) w jej punkta
h osobliwy
h zawarty
h wewn¡trz

konturu Γ wynosi zero i standardowy sposób obli
zenia 
aªki I daje ten sam wynik, 
o jej

obli
zenie z wykorzystaniem residuum f(z) w niesko«
zono±
i.
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Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

I =

∫ b

a

dx
√

(x− a)(b− x)
.

Rozwi¡zanie: Zgodnie ze zwykªymi kryteriami zbie»no±
i 
aªek niewªa±
iwy
h 
aªka ta

jest zbie»na. Aby j¡ obli
zy¢ 
aªkujemy funk
j�

f(z) =
1

z − a

√

z − a

b− z
≡ 1

z − a

∣

∣

∣

∣

z − a

b− z

∣

∣

∣

∣

1/2

e
i
2
(ϕa−ϕb+π) ,

po konturze �ko±¢ na talerzu� pokazanym na rysunku 14. Wewn¡trz konturu (tj. pomi�dzy

ko±
i¡ wªa±
iw¡, a brzegiem talerza) funk
ja f(z) jest holomor�
zna.

W punk
ie z = ∞ funk
ja f(z) jest regularna, bo funk
ja

g(z) ≡ f(1/z) =
z

√

(1− az)(bz − 1)
,

ma w z = 0 zero pierwszego rz�du, ale f(z) ma w z = ∞ nieznikaj¡
e residuum −a−1 (w

�me
hani
znym� wzorze na residuum k = −1):

− a−1 ≡ res f(z)|z=∞ = − lim
z→∞

(zf(z))

= − lim
z→∞

z

z − a

∣

∣

∣

∣

z − a

b− z

∣

∣

∣

∣

1/2

e
i
2
(ϕa−ϕb+π) = −ei

π
2 = −i ,

gdy» w grani
y z → ∞ (oboj�tne, w którym kierunku) obie fazy ϕa i ϕb zde�niowane na

rysunku 13 staj¡ si� równe.

Tak jak w poprzedni
h przykªada
h mo»na ªatwo pokaza¢, »e 
aªki po maªy
h okr�ga
h

(o promienia
h ε) obiegaj¡
y
h punkty z = a i z = b znikaj¡ w grani
y ε → 0.
W grani
y ε → 0 mamy zatem z twierdzenia o residua
h równo±¢

∮

Γ

dz f(z) =

∫ b

a

dx f(x) +

∫ a

b

dx f(x− i0) +

∫

KR

dz f(z) = 0 ,

lub, po uwzgl�dnieniu, »e zgodnie z reguª¡ przedªu»ania funk
ji na dolny brzeg �ko±
i�

f(x− i0) = −f(x) oraz wykorzystuj¡
 kon
ept residuum w niesko«
zono±
i

2

∫ b

a

dx
√

(x− a)(b− x)
= 2πi a−1 = 2π .

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

∫ 3

0

dx
[x3(3− x)]1/4

5− x
.

70



Rozwi¡zanie: Rozszerzon¡ na zbiór li
zb zespolony
h funk
j� pod
aªkow¡ zapisujemy w

posta
i

f(z) =
3− z

5− z

(

z

3− z

)3/4

≡ z − 3

z − 5

∣

∣

∣

∣

z

3− z

∣

∣

∣

∣

3/4

ei
3

4
(ϕa−ϕb+π)

i 
aªkujemy po konturze �ko±¢ na talerzu� (rysunek 14). Dla z = x + i0 mamy wtedy

zgodnie z przepisem f(z = x+ i0) = f(x), na dolnym za± prostym od
inku ko±
i

f(x− i0) = e
3

2
πi f(x) ,

gdy» tam ϕa = 2π, a ϕb = π. Mamy wi�
 (
aªki po maªy
h okr�ga
h wokóª punktów

a = 0 i b = 3 znikaj¡, tak jak w poprzednim przykªadzie):

∮

Γ

dz f(z) =

∫ 3

0

dx f(x) + e
3

2
πi

∫ 0

3

dx f(x) +

∫

KR

dz f(z) = 2πi res f(z)|z=5 .

Residuum w punk
ie z = 5 ªatwo znale¹¢ (funk
ja ma tam biegun prosty):

res f(z)|z=5 = lim
z→5

[

(z − 3)

∣

∣

∣

∣

z

3− z

∣

∣

∣

∣

3/4

ei
3

4
(0−0+π)

]

= 2

(

5

2

)3/4

ei
3

4
π .

gdy» w tym punk
ie ϕa = ϕb = 0.
Nast�pnie musimy obli
zy¢ 
aªk� po du»ym okr�gu o promieniu R > 5 (nie musimy

bra¢ R → ∞; wystar
zy taki promie« R, by funk
ja f(z) byªa holomor�
zna w pier±
ieniu

R < |z| < ∞). Caªk� t� obli
zamy wykorzystuj¡
 residuum f(z) w z = ∞. Zapisuj¡


f(z) w posta
i

f(z) =
1− 3/z

1− 5/z

( −1

1− 3/z

)3/4

,

widzimy, i» jej rozwini�
ie w szereg Wawrzusia dla R < |z| < ∞ b�dzie miaªo posta¢

f(z) = . . .+
a−1

z
+ a0 ,

tj. w z = ∞ funk
ja f(z) ma biegun rz�du 0. Mo»emy wi�
 skorzysta¢ z podanego wy»ej

wzoru

res f(z)|z=∞ =
(−1)0

1!
lim
z→∞

z2
df

dz
.

f ′(z) =

(

z

3− z

)3/4 [
1

z − 5
− z − 3

(z − 5)2

]

+
3

4

(

z

3− z

)−1/4 [
1

3− z
+

z

(3− z)2

]

z − 3

z − 5

=

(

z

3− z

)3/4{ −2

(z − 5)2
+

3

4

3

z(3 − z)

z − 3

z − 5

}

.
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Znajdujemy wi�
, »e

res f(z)|z=∞ = lim
z→∞

z2f ′(z) = ei
3

4
π

(

−2− 9

4

)

= −17

4
ei

3

4
π .

Czynnik fazowy wynosi ei
3

4
π
, gdy» dla z → ∞, oboj�tne, w którym kierunku, ϕa−ϕb → 0

(obie linie ª¡
z¡
e punkty z = a i z = b z punktem z → ∞ staj¡ si� w grani
y nawzajem

do siebie równolegªe).

Mamy wi�


(

1− e
3

2
πi
)

∫ 3

0

dx f(x) = −
∫

KR

dz f(z) + 2πi res f(z)|z=5

= 2πi (res f(z)|z=∞ + res f(z)|z=5) .

A zatem (
o potwierdza program Mathemati
a)

∫ 3

0

dx f(x) =
2πi

1− e
3

2
πi

(

2

(

5

2

)3/4

− 17

4

)

ei
3

4
π

=
π

sin(3π/4)

(

17

4
− 2

(

5

2

)3/4
)

=
√
2π

(

17

4
− 2

(

5

2

)3/4
)

.

Uwaga.

Przykªady ten i poprzedni wyja±niaj¡ dla
zego residuum w z = ∞ jest zde�niowane z

minusem: 
hodzi o to, by po przeniesieniu 
aªki po okr�gu o promieniu R na drug¡ stron�

równo±
i wzór wygl¡daª jednoli
ie, tj. by obli
zana 
aªka byªa dana przez sum� wszystki
h

residuów (razy 2πi) wª¡
zaj¡
 w to residuum w z = ∞. Pozwala to zapomnie¢ o okr�gu

o promieniu R i przyj¡¢ bardziej wyra�nowan¡ interpreta
j�, wedªug której kontur �ko±¢

wªa±
iwa� jest brzegiem obszaru zwartego znajduj¡
ego si� (z punktu widzenia rysunku

14) na zewn¡trz niego i b�d¡
ego uzwar
on¡ przez doª¡
zenie punktu z = ∞ 
z�±
i¡

powierz
hni Riemanna

17

wªa±
iwej dla funk
ji f(z).

Zadanie

Metod¡ residuów obli
zy¢ 
aªk�

∫ a

−a

dx
√
a2 − x2 .

Rozwi¡zanie: Caªkujemy po konturze �ko±¢� (�na talerzu�, rysunek 14) funk
j�

f(z) = −(z − a)

∣

∣

∣

∣

z + a

a− z

∣

∣

∣

∣

1/2

e
i
2
(ϕ1−ϕ2+π) .

17

Bardzo elementarne, ale interesuj¡
e i uzupeªnione rysunkami omówienie powierz
hni Riemanna

mo»na znale¹¢ w �
egle� R. Penrosa Droga do rze
zywisto±
i, Prószy«ski i S-ka, Warszawa 2007.
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Na górnym prostym fragmen
ie ko±
i (gdzie ϕ1 = 0, a ϕ2 = π) redukuje si� ona do f(x),
a na dolnym fragmen
ie ko±
i (gdzie ϕ2 = 2π, a ϕ2 = π) f(x − i0) = eiπ f(x). Caªki

po maªy
h okr�ga
h znikaj¡ jak zwykle, a poza tym funk
ja f(z) jest wewn¡trz obszaru

obejmowanego przez kontur holomor�
zna. Mamy zatem, po �wyprostowaniu� grani



aªki po dolnym fragmen
ie ko±
i, zwi¡zek

(

1− eiπ
)

∫ a

−a

dx f(x) = 2

∫ a

−a

dx
√
a2 − x2 = 2πi res f(z)|z=∞ .

Z posta
i funk
ji jest jasne, »e ma ona w z = ∞ biegun pierwszego rz�du (ro±nie z z
liniowo), wi�


res f(z)|z=∞ = −1

2
lim
z→∞

z3
d2

dz2
f(z) .

Obli
zamy:

d

dz
f(z) = −

(

z + a

a− z

)1/2

− (z − a)

(

z + a

a− z

)−1/2
1

2

[

1

a− z
+

z + a

(a− z)2

]

= −
(

z + a

a− z

)1/2 [

1 + (z − a)
a− z

z + a

a

(a− z)2

]

,

d2

dz2
f(z) =

d

dz

{

−
(

1− a

z + a

)(

z + a

a− z

)1/2
}

= −
(

z + a

a− z

)1/2
a

(z + a)2
− z

z + a

(

z + a

a− z

)−1/2
a

(a− z)2

=

(

z + a

a− z

)1/2
a2

(z + a)2(z − a)
.

(Zauwa»my w tym miejs
u, »e wynik ró»ni
zkowa« przedstawiamy zawsze w posta
i z

wydzielonym 
zynnikiem [(z−a)/(b−z)]α, 
o uªatwia kontrolowanie fazy.) Po pomno»eniu

przez z3 i wzi�
iu grani
y z → ∞ z uwzgl�dnieniem tego, »e wtedy ϕ1 → ϕ2 (tj. »e 
zynnik

w du»ym nawiasie d¡»y do ei
π
2
) znajdujemy

res f(z)|z=∞ =
(−1)1

2!
ei

π
2 a2 = − i

2
a2 .

Residuum to mo»na w zasadzie znale¹¢ przez �inspek
j��:

f(z) =
√
a2 − z2 =

√
−z2

[

1−
(a

z

)2
]1/2

= −iz

(

1− 1

2

a2

z2
+ . . .

)

= −i

(

z − a2

2z
+ . . .

)

.
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Czynnik fazowy −i = −ei
π
2
po
hodzi z 
zynnika eiπα b�d¡
ego dla ϕ1 → ϕ2 faz¡ niewy-

miernego kawaªka funk
ji f(z), oraz z minusa wyst�puj¡
ego w przy wiod¡
ym wyrazie

(dla z → ∞) w funk
ji wymiernej mno»¡
ej 
zynnik niewymierny; w razie w¡tpliwo±
i


aªkowity 
zynnik fazowy residuum musi by¢ taki, by wynik 
aªki byª dodatni!). St¡d

od razu wida¢ rezultat uzyskany wy»ej przez »mudne ró»ni
zkowanie (pami�tamy, »e re-

siduum jest równe −a−1!).

�¡
z¡
 wyniki, znajdujemy, »e

∫ a

−a

dx
√
a2 − x2 =

π

2
a2 .

Wynik ten ªatwo uogólni¢ na 
aªk� od a do b z funk
ji [(x−a)(b−x)]1/2. Stosuj¡
 metod�

�inspek
ji� mamy

√

(z − a)(b− z) = −iz

[

1− (a+ b) + ab
z2

z

]1/2

= −iz

[

1 +
1

2

(

ab

z2
− (a+ b)

z

)

− 1

8

(

ab

z2
− (a + b)

z

)2

+ . . .

]

= −i

(

z − 1

2
(a+ b)− (b− a)2

8z
+ . . .

)

,

sk¡d ju» wida¢, »e a−1 = (i/8)(b− a)2, 
zyli resf(z)|z=∞ = −(i/8)(b− a)2 i

∫ b

a

dx
√

(x− a)(b− x) =
π

8
(b− a)2 .

Zadanie

Metod¡ residuów obli
zy¢ 
aªk�

∫ a

−a

dx
x4

√
a2 − x2

.

Rozwi¡zanie: Znów, poniewa» po standardowy
h kroka
h mamy

2

∫ a

−a

dx
x4

√
a2 − x2

= 2πi res f(z)|z=∞ ,

zadanie sprowadza si� do znalezienia residuum w z = ∞ funk
ji

f(z) =
z4√

a2 − z2
=

z4

z + a

(

z + a

a− z

)1/2

,
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z tym, »e teraz jest to mniej przyjemne, bo punkt w niesko«
zono±
i jest biegunem trze-


iego rz�du (trzeba by byªo li
zy¢ 
zwart¡ po
hodn¡). Mo»emy jednak posªu»y¢ si� me-

tod¡ �inspek
ji�

f(z) =
z4√
−z2

[

1−
(a

z

)2
]−1/2

= i
z4

z

(

1 +
1

2

a2

z2
+

3

8

a4

z4
. . .

)

= i

(

z3 +
a2

2
z +

3

8

a4

z
+ . . .

)

,

sk¡d od razu wida¢, »e

res f(z)|z=∞ = −i
3

8
a4 ,

a wi�
 (
o potwierdza program Mathemati
a)

∫ a

−a

dx
x4

√
a2 − x2

=
3

8
πa4 .

Zadanie.

Metod¡ residuów obli
zy¢ 
aªk�

∫ 1

0

dx
√
x3 − x4 .

Rozwi¡zanie: Caªkujemy po konturze z rysunku 14 funk
j�

f(z) = z2
(

z

1− z

)−1/2

.

Z jej posta
i od razu wida¢, »e poza roz
i�
iem jest ona holomor�
zna a» do punktu w

niesko«
zono±
i, w którym to punk
ie ma ona biegun drugiego rz�du. Poniewa» wykªadnik

α = −1
2
, mamy

(

1− e−iπ
)

∫ 1

0

dx
√
x3 − x4 ≡ 2

∫ 1

0

dx
√
x3 − x4 = 2πi res f(z)|z=∞ .

Residuum w z = ∞ najpro±
iej znale¹¢ przez �inspek
j�� (obli
zanie trze
iej po
hodnej

nie jest za
h�
aj¡
e...). Rozwijamy wi�
 dla du»y
h z pierwiastek:

f(z) =
√
−z4

(

1− 1

z

)1/2

= −iz2

[

1 +
1

2

(

−1

z

)

− 1

8

(

−1

z

)2

+
1

16

(

−1

z

)3

+ . . .

]

(pami�tamy, »e 
zynnik fazowy w residuum po
hodzi z 
zynnika eiαπ, wi�
 tu jest równy −i
bo α = −1

2
oraz »e residuum jest równe wspóª
zynnikowi przy 1/z wzi�temu z minusem!).

St¡d juz wida¢, »e

res f(z)|z=∞ =
−i

16
,
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a zatem

∫ 1

0

dx
√
x3 − x4 =

π

16
.

Zadanie

Metod¡ residuów obli
zy¢ 
aªk�

∫ 2

0

dx
[

x2(2− x)3
]1/5

.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy po konturze z rysunku 14 funk
j�

f(z) = (2− z)

(

z

2− z

)2/5

,

maj¡
¡, poza roz
i�
iem, tylko biegun pierwszego rz�du w z = ∞. Zgodnie z reguª¡

przedªu»ania funk
ji na doln¡ 
z�±¢ �ko±
i�, mamy

(

1− ei
4

5
π
)

∫ 2

0

dx
[

x2(2− x)3
]1/5

= 2πi res f(z)|z=∞ .

Znów residuum w z = ∞ najªatwiej znale¹¢ dokonuj¡
 rozwini�
ia f(z) dla du»y
h z:

f(z) =
(

−z5
)1/5

(

1− 2

z

)3/5

= −ei
2

5
π z

[

1 +
3

5

(

−2

z

)

− 3

25

(

−2

z

)2

+ . . .

]

,

z którego od razu wida¢, »e

res f(z)|z=∞ =
−12

25
ei

2

5
π .

Czynnik fazowy ei
2

5
π
jest pojawiaj¡
ym si� zawsze w tego typu ra
hunku 
zynnikiem

ei
2

5
(ϕ1−ϕ2+π)

, w którym ϕ1 → ϕ2 (gdy z → ∞). Dodatkowy minus (kompensuj¡
y minus

w de�ni
ji residuum po
hodzi z tego, »e w �kanoni
znej� posta
i funk
ja ma 
zynnik

(2 − z) daj¡
y minus przy z → ∞). O
zywi±
ie poprawno±¢ wyzna
zenia ressiduum

inspek
ji mo»na zawsze sprawdzi¢ stosuj¡
 u
z
iwie wzór z po
hodnymi.

Tak wi�


∫ 2

0

dx
[

x2(2− x)3
]1/5

=
2πi

1− ei
4

5
π
ei

2

5
π

(−12

25

)

=
12

25

π

sin(2π/5)
.

Zadanie.

Poda¢ warunek zbie»no±
i 
aªki

∫ 1

0

dxxα(1− x)1−α
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i obli
zy¢ j¡ metod¡ residuów.

Rozwi¡zanie: Caªka jest zbie»na dla x → 0, gdy α > −1 i zbie»na dla dla x → 1, gdy
1 − α > −1. St¡d warunkiem jej zbie»no±
i jest −1 < α < 2. Aby j¡ obli
zy¢ 
aªkujemy

po konturze z rysunku 14 funk
j�

f(z) = (1− z)

(

z

1− z

)α

.

Funk
ja ta ma tylko biegun pierwszego rz�du w z = ∞. Aby znale¹¢ jej residuum ró»-

ni
zkujemy dwakro¢ (k = 1 bo funk
ja g(z) ≡ f(1/z) ma w z = 0 biegun prosty):

d

dz
f(z) =

(

z

1− z

)α
[

−1 +
α

z

]

.

d2

dz2
f(z) = α

(

z

1− z

)α [

− 1

z2
+

α− z

z2 (1− z)

]

=

(

z

1− z

)α
α (α− 1)

z2 (1− z)
.

Podstawiaj¡
 do wzoru na residuum i bior¡
 grani
� z → ∞ otrzymujemy

res f(z)|z=∞ =
(−1)

2
lim
z→∞

α (α− 1)z3

z2 (1− z)

(

z

1− z

)α

=
1

2
α (α− 1) eiαπ .

Ten sam wynik mo»na te» dosta¢ przez inspek
j�:

f(z) = [z (1− z)
1−α
α ]α =

[

z(−z)−1+ 1

α

(

1− 1

z

)
1−α
α

]α

=
[

−(−z)
1

α

]α
(

1− 1

z

)1−α

= −eiαπz

[

1− 1− α

z
+

1

2

(1− α)(−α)

z2
+ . . .

]

.

Przy przej±
iu do drugiej linii faz� pierwszego 
zynnika ustalili±my na podstawie ogólnej

reguªy ustalania fazy wyra»enia [(z − a)/(b− z)]α bior¡
 pod uwag� dodatkowy minus w

�kanoni
znej posta
i funk
ji pod
aªkowej. St¡d a−1 =
1
2
α(1 − α)eiαπ. Zatem (jak mo»na

sprawdzi¢ programem Mathemati
a)

∫ 1

0

dxxα(1− x)1−α =
2πi

1− e2πiα
1

2
α(α− 1) eiαπ = − α (α− 1)π

2 sin(απ)
.

Zadanie.

Metod¡ residuów obli
zy¢ 
aªk�

∫ 1

−1

dx

(x− a)
√
1− x2

,

dla |a| > 1 oraz dla |a| < 1.
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Rozwi¡zanie: Gdy |a| > 1, 
aªka jest standardowa. Caªkujemy po konturze z rysunku

14 funk
j�

f(z) =
1

(z − a)(z + 1)

(

z + 1

1− z

)1/2

,

która ma tylko biegun prosty w z = a; rozwini�
ie

f(z) =
1

z2

(

1− a

z

)−1
(

1 +
1

z

)−1/2(

−1 +
1

z

)−1/2

,

w szereg dla du»y
h warto±
i z pokazuje, »e punkt z = ∞ jest jej punktem regularnym.

Caªki po maªy
h okr�ga
h o promienia
h ε jak zwykle znikaj¡ w grani
y ε → 0,
podobnie jak 
aªka po du»ym okr�gu o promieniu R > a (ta druga wªa±nie dlatego, »e

z = ∞ jest punktem regularnym). Zatem

2

∫ 1

−1

dx

(x− a)
√
1− x2

= 2πi res f(z)|z=a .

Z kolei

res f(z)|z=a = lim
z→a

1

(z + 1)

(

z + 1

1− z

)1/2

=
1

(a + 1)

∣

∣

∣

∣

a+ 1

1− a

∣

∣

∣

∣

1/2

ei
π
2 ,

bo dla a > 1 mamy ϕ2 = ϕ1 = 0, a dla a < −1 mamy ϕ2 = ϕ1 = π, 
zyli w obu

przypadka
h iα(ϕ2 − ϕ1 + π) = iπ/2 (o
zywi±
ie dla a ∈ C faza wyszªaby inna; 
aªka nie

byªaby wtedy rze
zywista). Zatem dla |a| > 1

∫ 1

−1

dx

(x− a)
√
1− x2

= − π

(a + 1)

∣

∣

∣

∣

a + 1

1− a

∣

∣

∣

∣

1/2

= − a

|a|
π√

a2 − 1
,

(dla a > 1 
aªka jest ujemna, a dla a < −1 - dodatnia).

Gdy |a| < 1, 
aªka nie jest zbie»na bezwzgl�dnie, ale istnieje w sensie warto±
i gªównej

i wynosi wtedy zero. Aby si� o tym przekona¢, zmieniamy nie
o kontur 
aªkowania:

mamy bowiem teraz biegun poªo»ony na roz
i�
iu i w 
elu omini�
ia go, zast�pujemy

�ko±¢ wªa±
iw¡� z rysunku 14 konturem Γ′
�ko±¢ z gulk¡� pokazanym na rysunku 15. Jak

zwykle 
aªki po okr�ga
h o promienia
h ε wokóª punktów z = ±1 znikaj¡ w grani
y

ε → 0 i pozostaje przeanalizowa¢ wpªyw 
aªek po dwu maªy
h póªokr�ga
h o promieniu

ε wokóª punktu z = a. Zgodnie z reguª¡ przedªu»ania funk
ji mamy wi�


∮

Γ′

dz f(z) =

∫ a−ε

−1

dx f(x) +

∫ góra

1

2
K−(a)

dz f+(z) +

∫ 1

a+ε

dx f(x)

+

∫ a+ε

1

dx eiπ f(x) +

∫ dól

1

2
K−(a)

dz f−(z) +

∫ −1

a−ε

dx eiπ f(x) = 0 .
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f±(z) ozna
zaj¡ tu odpowiednio przedªu»one warto±
i funk
ji. Caªa ta 
aªka jest równa

zeru, gdy» na zewn¡trz konturu z rysunku 15 niema »adny
h punktów osobliwy
h: re-

siduum w z = ∞ znika (dzi�ki 
zemu znika 
aªka po okr�gu o promieniu R), a biegun

w z = a teraz le»y na roz
i�
iu, które z punktu widzenia konturu skªadaj¡
ego si� z du-

»ego okr�gu o promieniu R i �ko±
i� (�z gulk¡�), le»y na zewn¡trz obejmowanego przeze«

obszaru.

W grani
y ε → 0 
ztery skrajne 
aªki z sumy sze±
iu 
aªek wypisany
h powy»ej daj¡

podwojon¡ szukan¡ 
aªk�. Z osobna ka»da z dwu 
aªek po górnym i dolnym fragmen
ie

okr�gu ota
zaj¡
ego biegun na roz
i�
iu (na który
h to obu fragmenta
h z = a + ε eiϕ),
daje w grani
y ε → 0 wynik sko«
zony:

∫ góra

1

2
K−(a)

dz f+(z) =

∫ 0

π

dϕ iε eiϕ
1

ε eiϕ (1 + ε eiϕ)

(

z + 1

1− z

)1/2

+

= −iπ

(

a+ 1

1− a

)1/2

+

,

∫ dól

1

2
K−(a)

dz f−(z) =

∫ π

2π

dϕ iε eiϕ
1

ε eiϕ (1 + ε eiϕ)

(

z + 1

1− z

)1/2

−
= −iπ

(

a+ 1

1− a

)1/2

−
.

Jedna»e, jak wynika z reguªy przedªu»ania 
zynnika w nawiasie (warto±¢ bezwzgl�dna

razy 
zynnik fazowy równy

i
2
(ϕ1−ϕ2+π)), warto±
i 
zynników w nawiasa
h s¡ dokªadnie

prze
iwne (jest to ta sama ró»ni
a w znaka
h, która powoduje, »e 
aªki po górnym i

dolnym brzegu ko±
i dodaj¡ si� do siebie!) i obie te 
aªki wzajem si� znosz¡. W rezulta
ie

P

∫ 1

−1

dx

(x− a)
√
1− x2

= 0 gdy |a| < 1 .

Zauwa»my jesz
ze, »e dla a = 0 wynik ten (w sensie warto±
i gªównej) jest o
zywisty, jako

»e jest to wtedy 
aªka z funk
ji nieparzystej w symetry
zny
h grani
a
h.

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk�

J =

∫ b

a

dr

r

√

(r − a)(b− r) .

Caªka taka pojawia si� np. przy narzu
aniu warunków kwantyza
ji Bohra-Sommerfelda

na ru
h elektronu w polu j¡dra atomu (poten
jaª Coulomba). Przy takim zastosowaniu

r jest odlegªo±
i¡ od 
entrum, a parametry a i b s¡ dodatnie - s¡ one odlegªo±
iami

najmniejsz¡ i najwi�ksz¡ punktów toru od 
entrum przy
i¡gaj¡
ego (punktami zwrotnymi

ru
hu radialnego). Tu jednak mo»emy rozpatrzy¢ wszystkie trzy przypadki: 0 < a < b,
a < b < 0 oraz a < 0 < b.
Rozwi¡zanie: Za
znijmy od dwu pierwszy
h przypadków, w który
h osobliwo±¢ funk
ji

pod
aªkowej w x = 0 znajduje si� poza zakresem 
aªkowania. Jak poprzednio 
aªkujemy

wtedy po konturze �ko±¢ na talerzu� (rysunek 14) funk
j�

f(z) =
b− z

z

(

z − a

b− z

)1/2

≡ b− z

z

∣

∣

∣

∣

z − a

b− z

∣

∣

∣

∣

1/2

e
i
2
(ϕa−ϕb+π) .
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Zgodnie z przepisem, f(r + i0) = f(r), a f(r − i0) = eiπ f(r) = −f(r). Poniewa» 
aªki

po maªy
h okr�ga
h znikaj¡ wi�


2

∫ b

a

dr

r

√

(r − a)(b− r) = 2πi (res f(z)|z=0 + res f(z)|z=∞) .

W z = 0 funk
ja ma biegun prosty.

res f(z)|z=0 = b

(−a

b

)1/2

=
√
ab e

i
2
π ,

zgodnie z przepisem, jako »e dla 0 < a < b punkt z = 0 le»y na osi rze
zywistej albo na

lewo od obu punktów rozgaª�zienia (i wobe
 tego ϕa = ϕb = π w z = 0), albo na prawo

(i wtedy ϕa = ϕb = 0 w z = 0). Z kolei w z = ∞ funk
ja f(z) ma biegun zerowego rz�du

(k = 0), gdy» rozwini�
ie

f(z) = −
(

1− b

z

)(

−1− a/z

1− b/z

)1/2

,

daje a0z
0
jako wyraz z najwy»sz¡ pot�g¡ z. Zatem

res f(z)|z=∞ = z2f ′(z)
∣

∣

z=∞ ,

gdzie

f ′(z) =

[

−1

z
− b− z

z2

](

z − a

b− z

)1/2

+
1

2

(

z − a

b− z

)−1/2 [
1

b− z
+

z − a

(b− z)2

]

b− z

z

=

(

z − a

b− z

)1/2 [

− b

z2
+

b− z

2z

b− a

(z − a)(b− z)

]

.

Mno»¡
 przez z2 i bior¡
 grani
� z → ∞ znajdujemy

res f(z)|z=∞ = −1

2
(a+ b) e

i
2
π .

Ostate
znie wi�


J =

∫ b

a

dr

r

√

(r − a)(b− r) =
1

2
2πi e

i
2
π

[√
ab− 1

2
(a + b)

]

=
π

2

(

a+ b− 2
√
ab
)

.

W przypadku a < 0 < b punkt osobliwy z = 0 funk
ji pod
aªkowej le»y na roz
i�
iu.

Trzeba wów
zas zast¡pi¢ ko±¢ wªa±
iw¡ z rysunku 14 konturem �ko±¢i¡ z gulk¡� pokazan¡

na rysunku 15, aby wyizolowa¢ t� osobliwo±¢. Mamy wtedy z twierdzenia o residua
h,

po wzi�
iu grani
y R → ∞, ε → 0 (tu ε jest jesz
ze - bo za 
hwil� u»yjemy tego samego
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symbolu do �obróbki� 
aªek po �gul
e� - promieniem maªy
h okr�gów obiegaj¡
y
h punkty

z = a i z = b) zwi¡zek

∮

Γ′

dz f(z) = 2

(
∫ −ε

a

+

∫ b

ε

)

dr

r

√

(r − a)(b− r)

+

∫ góra

1

2
K−

ε (0)

dz f(z) +

∫ dól

1

2
K−

ε (0)

dz f(z) = π(a+ b) .

Po prawej stronie uwzgl�dniony zostaª teraz tylko przy
zynek od residuum w z = ∞. Na

górnym póªokr�gu obiegaj¡
ym z = 0 piszemy z = ε eiϕ i

∫ góra

1

2
K−

ε (0)

dz f(z) =

∫ 0

π

dϕ i
(

b− ε eiϕ
)

∣

∣

∣

∣

ε eiϕ − a

b− ε eiϕ

∣

∣

∣

∣

1/2

→ −iπ
√
ab ,

gdy» w grani
y ε → 0 faza ϕa−ϕb+π = 0−π+π = 0. Z kolei 
aªka po dolnym póªokr�gu

obiegaj¡
ym z = 0 daje

∫ dól

1

2
K−

ε (0)

dz f(z) =

∫ π

2π

dϕ i
(

b− ε eiϕ
)

∣

∣

∣

∣

ε eiϕ − a

b− ε eiϕ

∣

∣

∣

∣

1/2

e
i
2
(ϕa−ϕb+π) → −iπ

√
ab e

i
2
2π = iπ

√
ab ,

gdy» w grani
y ε → 0 faza ϕa − ϕb + π = 2π − π + π = 2π. Obie 
aªki po póªokr�ga
h

znosz¡ si� wzajemnie i wobe
 tego znajdujemy, »e gdy a < 0 < b

J = P

∫ b

a

dr

r

√

(r − a)(b− r) =
π

2
(a + b) .

(Dopisujemy znak warto±
i gªównej, gdy» tak wªa±nie nale»y interpretowa¢ otrzymany

wynik tej 
aªki niewªa±
iwej.) O
zywi±
ie dla a = −b wynik jest o
zywisty, gdy» jest to

wtedy 
aªka z funk
ji nieparzystej w symetry
zny
h grani
a
h.

W pierwszy
h dwu przypadka
h, 0 < a < b i a < b < 0 
aªk� t� mo»na tak»e obli
zy¢

konwen
jonalnie za pomo
¡ nast�puj¡
ego 
hwytu. De�niujemy parametry t ≡ ab oraz

p ≡ a+ b i piszemy

J(t, p) =

∫ b

a

dr

r

√

(r − a)(b− r) =

∫ b

a

dr

r

√

−r2 + pr − t .

Mamy wtedy

∂J(t, p)

∂t
= −1

2

∫ b

a

dr

r
√

(r − a)(b− r)
.

Podstawiamy teraz r = 1/ξ, dr/r = −dξ/ξ, tak i»

∂J(t, p)

∂t
= − 1

2
√
ab

∫ b′

a′

dξ
√

(ξ − a′)(b′ − ξ)
,
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gdzie a′ = 1/b i b′ = 1/a. Nast�pnie dokonujemy kolejnego podstawienia

ξ =
1

2
(a′ + b′) +

1

2
(b′ − a′)η ,

które prowadzi do wyniku

∂J(t, p)

∂t
= − 1

2
√
ab

∫ +1

−1

dη
√

1− η2
= − π

2
√
ab

= − π

2
√
t

Caªkuj¡
 mamy

J(t, p) = −π
√
t + h(p) = −π

√
t +

π

2
p =

π

2

(

a+ b− 2
√
ab
)

,

gdy» b�d¡
a �staª¡� 
aªkowania funk
ja h(p) musi by¢ taka, »e J(t, p = 2
√
t) = 0 (tj.

J = 0 dla a = b).
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Zadanie

Posªuguj¡
 si� twierdzeniem o residua
h zsumowa¢ szereg

S =

∞
∑

n=−∞

1

n2 + a2
≡

∞
∑

n=−∞
g(n) .

Wykorzysta¢ wynik, by poda¢ sum� szeregu

∞
∑

n=1

1

n2
.

Rozwi¡zanie: Zgodnie z twierdzeniem o residua
h, szereg o wyraza
h dodatni
h g(n),
taki
h, »e funk
ja g(z) nie ma punktów osobliwy
h na osi rze
zywistej, mo»na przedstawi¢

w posta
i 
aªki z funk
ji

f(z) = π ctg(πz) g(z) ,

po konturze Γ pokazanym w lewej 
z�±
i rysunku 16. Rze
zywi±
ie: funk
ja f(z) wewn¡trz
tego konturu, tj. na osi rze
zywistej, ma tylko bieguny proste w z = n ∈ Z po
hodz¡
e

(zgodnie z zaªo»eniem) tylko od funk
ji π ctg(πz). Z uwagi na periody
zno±¢ 
otangensa,

residua ty
h biegunów funk
ji π ctg(πz) s¡ wszystkie takie same jak residuum w z = 0:

resπ ctg(πz)|z=0 = lim
z→0

πz

sin(πz)
cos(πz) = 1 .

Zatem

res f(z)|z=n = g(n) ,

a st¡d, w grani
y R → ∞,

∮

Γ

dz f(z) = 2πi
∞
∑

n=−∞
g(n) .

Caªki po maªy
h póªokr�ga
h domykaj¡
y
h proste fragmenty konturu Γ znikaj¡ w gra-

ni
y, w której i
h promienie d¡»¡ do zera.

18

Aby znale¹¢ sum� szeregu deformujemy teraz (przed wzi�
iem grani
y R → ∞) kontur

Γ do konturu Γ′
pokazanego w prawej 
z�±
i rysunku 16 skªadaj¡
ego si� z dwu zamkni�-

ty
h konturów poªo»ony
h jeden w górnej, a drugi w dolnej póªpªasz
zy¹nie zespolonej

zmiennej z i obiegany
h w kierunku zgodnym z kierunkiem ru
hu wskazówek zegara (a

wi�
 maj¡
y
h niestandardow¡ orienta
j�). Dzi�ki temu mo»emy napisa¢

2πi

∞
∑

n=−∞
g(n) =

∮

Γ

dz f(z) =

∮

Γ′

dz f(z) = −2πi
∑

i

res f(z)|z=zi
,

18

Trzeba przy tym dopowiedzie¢, »e bierzemy R 6= k ∈ N+, aby ±rodki domykaj¡
y
h póªokr�gów nie

wypadaªy w bieguna
h funk
ji 
otangens.
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−R

Γ
Rez

Imz

R

−→

Γ′

Rez

Imz

Rysunek 16: Deforma
ja konturu 
aªkowania Γ do Γ′
umo»liwiaj¡
a sumowanie szeregów.

przy 
zym suma roz
i¡ga si� na wszystkie punkty osobliwe funk
ji f(z) znajduj¡
e si�

wewn¡trz obu 
z�±
i konturu Γ′
(punkty osobliwe na osi rze
zywistej s¡ teraz na zewn¡trz

obszarów obejmowany
h przez Γ′
!). Minus po prawej stronie jest skutkiem niestandardo-

wego kierunku obiegania konturu Γ′
. Tak wi�


∞
∑

n=−∞
g(n) = −

∑

i

res f(z)|z=zi
.

W przypadku g(n) = 1/(n2 + a2) funk
ja f(z) ma wewn¡trz konturu Γ′
dwa bieguny

proste w z = ±i|a|, który
h residua obli
za si� prosto:

∞
∑

n=−∞

1

n2 + a2
= −

(

π ctg(iπ|a|)
2i|a| +

π ctg(−iπ|a|)
−2i|a|

)

= − π ctg(iπa)

ia

= − π

ia

i (e−πa + eπa)

e−πa − eπa
=

π

a

ch(πa)

sh(πa)
.

Aby zsumowa¢ szereg 1/n2
zapisujemy go w posta
i

19

∞
∑

n=1

1

n2
=

1

2
lim
a→0

( ∞
∑

n=−∞

1

n2 + a2
− 1

a2

)

=
1

2
lim
a→0

(

π

a

1 + 1
2
π2a2 + . . .

πa(1 + 1
6
π2a2 + . . .)

− 1

a2

)

=
1

2
lim
a→0

{

1

a2

[(

1 +
1

2
π2a2 + . . .

)(

1− 1

6
π2a2 + . . .

)

− 1

]}

=
π2

6
.

19

Rozwini�
ia w szeregi Taylora funk
ji hiperboli
zny
h s¡ takie same jak zwykªy
h funk
ji trygono-

metry
zny
h z tym, »e wszystkie minusy trzeba zamieni¢ na plusy.
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i(m+ 1

2
)

n+ 1

2

Γ′′

Rez

Imz

Rysunek 17: Prostokat, do którego deformujemy póªokregi konturu Γ′
.

Aby wszystko byªo zalegalizowane, trzeba jesz
ze wykaza¢, »e w grani
y R → ∞
znikaj¡ 
aªki po dwu du»y
h póªokr�ga
h. Zamiast wykazywa¢ to dla ty
h póªokr�gów

zdeformujemy je do prostok¡tnego konturu Γ′′
pokazanego na rysunku 17 i wyka»emy zni-

kanie 
aªek po tym prostok¡
ie w grani
y, w której jego rozmiary rosn¡ do niesko«
zono±
i.

Taka deforma
ja konturu jest dopusz
zalna, gdy» nie prze
inamy przy tym »adny
h bie-

gunów (nale»y pami�ta¢, »e prostok¡t reprezentuje dwa prostok¡ty, jeden w górnej, drugi

w dolnej póªpªasz
zy¹nie domkni�te prostymi równolegªymi do osi rze
zywistej, tak jak w

konturze Γ′
). Aby przy rozszerzaniu boków prostok¡ta kontur nie prze
hodziª przez le»¡
e

na osi rze
zywistej bieguny funk
ji 
otangens zakªadamy, »e jego pionowe boki prze
hodz¡

przez punkty z = ±n + 1
2
; poziome boki mo»na analogi
znie przeprowadzi¢ przez punkty

z = i(±m+ 1
2
) (przy 
zym, m,n ∈ N i m,n → ∞). Sza
ujemy 
aªki po boka
h konturu:

∣

∣

∣

∣

∮

Γ′′

dz
π ctg(πz)

z2 + a2

∣

∣

∣

∣

≤ π

∮

Γ′′

|dz| |ctg(πz)||z|2 − a2
.

(Symbol |dz| ozna
za, »e kierunek 
aªkowania wybieramy tak, by 
aªka byªa dodatnia).

Podstawiamy z = x+ iy (dla 
aªek po boka
h pionowy
h x = ±n + 1
2
i −∞ < y < ∞, a

dla 
aªek po boka
h poziomy
h y = ±m+ 1
2
i −∞ < x < ∞):

|ctg(π(x+ iy))| =
∣

∣

∣

∣

cos(πx+ iπy)

sin(πx+ iπy)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

cos(πx) ch(πy)− i sh(πy) sin(πx)

sin(πx) ch(πy) + i sh(πy) cos(πx)

∣

∣

∣

∣

=

[

(cos(πx) ch(πy))2 + (sh(πy) sin(πx))2

(sin(πx) ch(πy))2 + (sh(πy) cos(πx))2

]1/2

.

Je±li teraz podstawimy x = ±n + 1
2
sza
uj¡
 
aªki po boka
h pionowy
h, to wyzeruj¡ si�


osinusy πx, a kwadraty sinusów πx stan¡ si� jedynkami; zatem na boka
h, na który
h

z = ±n + 1
2
+ iy

|ctg(π(x+ iy))| =
∣

∣

∣

∣

sh(πy)

ch(πy)

∣

∣

∣

∣

= |th(πy)| < 1 ,
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Γ

Rez

Imz

Rysunek 18: Kontur 
aªkowania z fragmentem biegn¡
ym po osi urojonej omijaj¡
y bie-

gun trze
iego rzedu w z = 0, pozwalaj¡
y zsumowa¢ szereg 1/n bezpo±rednio.

wobe
 
zego (N ≡ ±n + 1
2
)

∣

∣

∣

∣

∫

bok pion

dz
π ctg(πz)

z2 + a2

∣

∣

∣

∣

≤
∫ ∞

−∞

π dy

y2 +N2 − a2
=

π√
N2 − a2

[

arctg

(

y√
N2 − a2

)]∞

−∞
→ 0 ,

gdy N2 → ∞. Przy sza
owaniu 
aªek po boka
h poziomy
h b�dziemy za± mieli

|ctg(π(x+ iy))| =
[

cos2(πx) + sin2(πx) th2(πy)

sin2(πx) + cos2(πx) th2(πy)

]1/2

→ 1 ,

gdy y → ∞ (m → ∞) i dalej sza
owanie przebiega tak, jak dla boków pionowy
h. Zatem


aªki bo boka
h znikaj¡, 
o ozna
za, »e znikaj¡ te» 
aªki po du»y
h póªokr�ga
h konturu

Γ′
i wyniki uzyskane powy»ej zostaj¡ tym samym zalegalizowane.

Uwaga ko«
owa: W zasadzie mo»na byªo od po
z¡tku rozpatrywa¢ 
aªk� z f(z) =
g(z)πctgπz po prostok¡tnym konturze pokazanym na rysunku 17 bez odwoªywania si� do

konturu z lewego rysunku 16.

Zadanie

Zsumowa¢ szereg

S =
∞
∑

n=1

1

n2

bezpo±rednio, wykorzystuj¡
 kontur pokazany na rysunku 18.

Rozwi¡zanie: Po pokazanym konturze 
aªkujemy funk
j�

f(z) =
π ctg(πz)

z2
.
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Wewn¡trz tego konturu ma ona tylko bieguny proste w punkta
h z = n (gdzie n =
1, 2, 3, . . .) o residua
h równy
h 1/n2

. Zatem

∮

Γ

dz f(z) = 2πi

∞
∑

n=1

1

n2
.

W taki sam sposób jak poprzednio wykazuje si�, »e w grani
y, w której rozmiary kon-

turu d¡»¡ do niesko«
zono±
i, znikaj¡ 
aªki po obu jego poziomy
h fragmenta
h oraz po

prawym pionowym (oddalaj¡
ym si� do niesko«
zono±
i) fragmen
ie. Caªka za± po osi

urojonej daje

∫

po osi y

dz f(z) =

∫ ε

∞
dy

iπctgπy

−y2
+

∫ −∞

−ε

dy
iπctgπy

−y2
+

∫

1

2
K−

ε

dz f(z) .

Dwie pierwsze 
aªki skra
aj¡ si� wzajemnie (bo funk
ja pod
aªkowa jest nieparzysta i

wystar
zy w drugiej z ni
h podstawi¢ y = −y′), 
aªk� za± po póªokr�gu o promieniu

ε → 0 mo»na zapisa¢ wykorzystuj¡
 szereg Wawrzusia funk
ji f(z) w oto
zeniu punktu

z = 0 i podstawiaj¡
 z = ε eiϕ:

∫

1

2
K−

ε

dz f(z) =

∫

1

2
K−

ε

dz
(a−3

z3
+

a−1

z
+ a1z + . . .

)

=

∫ −π/2

π/2

dϕ iε eiϕ
(a−3

ε3
e−3iϕ +

a−1

ε
e−iϕ + a1ε e

iϕ + . . .
)

= −iπ a−1.

Wykorzystali±my tu to, »e funk
ja pod
aªkowa jest nieparzysta (wi�
 a±2k = 0) i to, »e
ma ona w z = 0 biegun trze
iego rz�du.

20

Residuum funk
ji f(z) w z = 0 znajdujemy

standardowo:

lim
z→0

1

2

[

d2

dz2
πz ctg(πz)

]

z=0

=
π2

2
lim
ξ→0

[

d2

dξ2
ξ ctg ξ

]

ξ=0

= π2 lim
ξ→0

ξ cos ξ − sin ξ

sin2 ξ

= π2 lim
ξ→0

ξ(1− 1
2
ξ2 + . . .)− ξ + 1

6
ξ3 − . . .

(ξ − . . .)3
= −π2

3
.

Ostate
znie wi�
 z 
aªki po konturze z rysunku 18 otrzymujemy

−iπ

(

−π2

3

)

= 2πi
∞
∑

n=1

1

n2


o daje znany ju» wynik.

20

Wynik 
aªki po póªokr�gu jest taki, jaki przewiduje reguªka sformuªowana na stronie 15. Jednak»e

trzeba pami�ta¢, »e bez »adny
h dodatkowy
h warunków stosuje si� ona tylko do ªuków obiegaj¡
y
h

bieguny proste. Tu dziaªa ona dlatego, »e ªukiem jest póªokr¡g, a funk
ja pod
aªkowa jest nieparzysta.
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Zadanie

Szereg

S =

∞
∑

n=1

1

n (n+ 1)
,

mo»na zsumowa¢ �na pie
hot��, wypisuj¡
 bezpo±rednio 
i¡g jego sum 
z¡stkowy
h. Spraw-

dzi¢, »e metoda wykorzystuj¡
a twierdzenie o residua
h daje ten sam wynik.

Rozwi¡zanie: Aby zsumowa¢ szereg S wystar
zy przedstawi¢ 
i¡g jego sum 
z¡stkowy
h

w posta
i

SN ≡
N
∑

n=1

1

n (n+ 1)
=

N
∑

n=1

1

n
−

N
∑

n=1

1

n + 1
= 1 +

N
∑

n=2

1

n
−

N+1
∑

n′=2

1

n′ = 1− 1

N + 1
,

(w drugiej sumie przeszli±my od sumowania po n do sumowania po n′ = n+1, 
o spowo-

dowaªo zmian� zakresu sumowania). Wynika z niej naty
hmiast, »e S = 1.
Bezpo±rednio zastosowa¢ do badanego szeregu metody residuów nie mo»na, bo bieguny

funk
ji πctg(πz)/z(z+1) le»aªyby wtedy na osi rze
zywistej. W zwi¡zku z tym zsumujemy

t¡ metod¡ szereg

S̃(a) =
∞
∑

n=−∞

n(n+ 1)

[n2 + a2][(n+ 1)2 + a2]
.

Mamy bowiem wtedy

S =
1

2
lim
a→0

S̃(a) .

(Nie musimy tu ni
 od S̃(a) odejmowa¢ gdy» wyrazy z n = 0 i n = −1 s¡ i tak zerowe).

Zgodnie z metod¡ przedstawion¡ w poprzednim zadaniu, suma S̃(a) jest dana przez

residua funk
ji

f(z) = π ctg(πz)
z (z + 1)

[z2 + a2][(z + 1)2 + a2]
,

w punkta
h osobliwy
h (s¡ one biegunami prostymi) poªo»ony
h poza osia rze
zywist¡.

Residua te s¡ równe:

res f(z)|z=i|a| = − π cth(πa)

2a

i|a|(1 + i|a|)
1 + 2i|a| ,

res f(z)|z=−i|a| = −π cth(πa)

2a

−i|a|(1− i|a|)
1− 2i|a| ,

res f(z)|z=−1+i|a| = −π cth(πa)

2a

i|a|(−1 + i|a|)
1− 2i|a| ,

res f(z)|z=−1−i|a| = −π cth(πa)

2a

−i|a|(−1 − i|a|)
1 + 2i|a| .
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Wykorzystana tu zostaªa periody
zno±¢ funk
ji 
otangens oraz wzorek ctg(iπa) = −icth(πa).
I
h suma daje

∑

res f(z)|z=zi
= − 2π i|a| ctg(πa)

2a

{

1 + i|a|
1 + 2i|a| −

1− i|a|
1− 2i|a|

}

.

Po uporzadkowaniu znajdujemy, »e

S̃(a) =
2πa

1 + 4a2
cth(πa) .

Zatem

S =
1

2
lim
a→0

S̃(a) = 1 ,

tak jak powinno byªo wyj±¢.

Jesz
ze pro±
iej mo»na obli
zy¢ S sumuj¡ szereg

S̃ ′(a) =

∞
∑

n=−∞

1

(n− ia)(n + 1 + ia)
,

o wyraza
h zespolony
h.

21

Rze
zywi±
ie: odpowiednia funk
ja ma teraz poza osi¡ rze
zy-

wist¡ dwa bieguny proste; jej residua w ty
h punkta
h s¡ takie same, wobe
 
zego

S̃ ′(a) = −2π ctg(iπa)

1 + 2ia
=

2πi cth(πa)

1 + 2ia
.

St¡d ju» ªatwo znale¹¢ S:

S =
1

2
lim
a→0

{

2πi cth(πa)

1 + 2ia
− 2i

a(1 + ia)

}

.

(teraz trzeba odj¡¢ wyrazy z n = 0 i n = 1). Zatem

S = i lim
a→0

{

(1− 2ia+ . . .)
π
(

1 + 1
2
π2a2 + . . .

)

πa
(

1 + 1
6
π2a2 + . . .

) − 1

a
(1− ia+ . . .)

}

= 1 .

Zadanie

Zsumowa¢ szereg

S =

∞
∑

−∞

1

(n− a)2
,

21

Dla
zego nie uda si� tego zrobi¢ za pomo
¡ szeregu

∑∞
n=−∞ 1/[(n− ia)(n+ 1− ia)] ?
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gdzie a /∈ Z. Wykorzystuj¡
 wynik poda¢ sum� szeregu

∑∞
n=1(1/n

2).
Rozwi¡zanie: Tak jak w poprzednim zadaniu, mo»na zastosowa¢ metod� wykorzystuj¡
¡


aªkowanie po kontura
h z rysunku 16 zakªadaj¡
, »e a ma niezerow¡ 
z�±¢ urojon¡, tak

by punkt osobliwy funk
ji

f(z) = π ctg(πz)
1

(z − a)2
,

w z = a nie le»aª na osi rze
zywistej. Na konie
 mo»na b�dzie przej±¢ z 
z�±
i¡ urojon¡ a
do zera.

W z = a funk
ja f(z) ma biegun drugiego rz�du. Jej residuum w tym punk
ie jest

równe

res f(z)|z=a = π

[

d ctg(πz)

dz

]

z=a

= − π2

sin2(πa)
.

Zatem z twierdzenia o residua
h otrzymujemy naty
hmiast

S(a) =
∞
∑

−∞

1

(n− a)2
=

π2

sin2(πa)
,

przy 
zym wynik ten jest sªuszny dla wszystki
h a /∈ Z.

Sum� szeregu

∑∞
n=1(1/n

2) mo»na dosta¢ ze wzoru

∞
∑

n=1

1

n2
=

1

2
lim
a→0

[

S(a)− 1

a2

]

=
1

2
lim
a→0

[

π2

π2a2
(

1− 1
6
π2a2 + . . .

)2 − 1

a2

]

=
1

2
lim
a→0

[

1

a2

(

1 +
1

6
π2a2 + . . .

)2

− 1

a2

]

=
π2

6
.

Zadanie

Posªuguj¡
 si� twierdzeniem o residua
h zsumowa¢ szereg

S =
∞
∑

n=−∞

(−1)n

n2 + a2
.

Wykorzysta¢ wynik, by poda¢ sum� szeregu

∞
∑

n=1

(−1)n

n2
.

Rozwi¡zanie: W przypadku szeregu naprzemiennego o wyraza
h an = (−1)ng(n) two-
rzymy funk
j�

h(z) =
π

sin πz
g(z) ,
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która na osi rze
zywistej ma bieguny proste w punkta
h z = n. Residua funk
ji h(z) w
ty
h punkta
h s¡ równe g(n) razy odpowiednie residuum funk
ji π/ sin(πz):

res
π

sin πz

∣

∣

∣

z=n
= lim

z→n

π(z − n)

sin[π(z − n) + nπ]
= lim

z→n

π(z − n)

sin[π(z − n)] cos(nπ)
= (−1)n .

W grani
y R → ∞ otrzymujemy zatem zwi¡zek

2πi

∞
∑

n=−∞
(−1)ng(n) =

∮

Γ

dz h(z) ,

gdzie Γ jest zamkni�tym konturem pokazanym w lewej 
z�±
i rysunku 16, a po zdeformo-

waniu Γ do konturu Γ′

∞
∑

n=−∞
(−1)ng(n) = −

∑

i

resh(z)|z=zi 6=n .

Suma obejmuje tu punkty osobliwe funk
ji h(z) niele»¡
e na osi rze
zywistej. W przy-

padku szeregu tu rozpatrywanego residua, które nale»y uwzgl�dni

 znajduj¡ si� w punk-

ta
h z1 = i|a| oraz z2 = −i|a|:
∑

resh(z)|z=±i|a| =
π

2i|a| sin(iπ|a|) +
π

−2i|a| sin(−iπ|a|) = − π

a sh(πa)
,

a zatem

∞
∑

n=−∞

(−1)n

n2 + a2
=

π

a sh(πa)
.

Konie
zne do uzasadnienia wzorów sza
owanie 
aªek po boka
h prostok¡ta z rysunku 17

post�puje analogi
znie do sza
owania przedstawionego przy sumowaniu szeregu 1/n2
. Dla

z = x+ iy mamy teraz

∣

∣

∣

∣

1

sin πz

∣

∣

∣

∣

=
1

| sin(πx) ch(πy) + i cos(πx) sh(πy)|

=
1

√

sin2(πx) ch2(πy) + cos2(πx) sh2(πy)
.

Na boka
h pionowy
h, na który
h x = ±n + 1
2
redukuje si� to do

∣

∣

∣

∣

1

sin πz

∣

∣

∣

∣

=
1

ch(πy)
< 1 ,

a na boka
h poziomy
h 
zynnik

∣

∣

∣

∣

1

sin πz

∣

∣

∣

∣

=
1/ch2(πy)

√

sin2(πx) + i cos2(πx) th2(πy)
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jest (gdy |y| → ∞, tj. m → ∞) ograni
zony. Reszta sza
owania przebiega bez zmian.

Szereg (−1)n/n2
mo»na zsumowa¢ tak jak szereg 1/n2

, tj. bior¡
 grani
�

∞
∑

n=1

(−1)n

n2
=

1

2
lim
a→0

( ∞
∑

n=−∞

(−1)n

n2 + a2
− 1

a2

)

=
1

2
lim
a→0

(

π

a sh(πa)
− 1

a2

)

=
1

2
lim
a→0

(

1

a2(1 + 1
6
π2a2 + . . .)

− 1

a2

)

= −π2

12
.

Ten sam wynik mo»na tak»e uzyska¢ z sumy szeregu 1/n2
:

π2

6
=

∞
∑

n=1

1

n2
=

∞
∑

n=1

1

(2n)2
+

∞
∑

n=0

1

(2n+ 1)2
=

1

4

∞
∑

n=1

1

n2
+

∞
∑

n=0

1

(2n+ 1)2
.

Zatem sumy odwrotny
h kwadratów li
zb nieparzysty
h i parzysty
h wynosz¡ odpowied-

nio

∞
∑

n=0

1

(2n+ 1)2
=

π2

6
− 1

4

π2

6
=

π2

8
,

∞
∑

n=1

1

(2n)2
=

π2

6
− π2

8
=

π2

24
.

St¡d za±

∞
∑

n=1

(−1)n

n2
=

∞
∑

n=1

1

(2n)2
−

∞
∑

n=0

1

(2n+ 1)2
=

π2

24
− π2

8
= −π2

12
.

Zadanie

Zsumowa¢ szereg

∞
∑

n=−∞

n

(2n− 1)3
.

Rozwi¡zanie: Na pozór jest tu problem, gdy» wszystkie bieguny funk
ji

f(z) = π ctg(πz)
z

(2z − 1)3
,

(równie» te, które s¡ w punkta
h inny
h ni» z = n) le»¡ na osi rze
zywistej, 
zyli poza

konturem Γ′
z rysunku 16. Problem ten mo»na jednak bez kªopotu obej±¢ sumuj¡
 szereg

∞
∑

n=−∞

n

(2n− 1− ia)3
,

i bior¡
 grani
� a → 0. Poniewa» grani
a ta jest nieosobliwa, mo»na po prostu od razu

poªo»y¢ a = 0.
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Wykorzystuj¡
 zatem wzory z poprzedni
h zada« (tak jak i tam mo»na sprawdzi¢, »e

w grani
y znikaj¡ 
aªki po du»y
h póªokr�ga
h) mamy

∞
∑

n=−∞

n

(2n− 1)3
= − res

πz ctg(πz)

(2z − 1)3

∣

∣

∣

∣

z= 1

2

.

Biegun w z = 1
2
jest trze
iego rz�du, wi�


res

(

πz ctg(πz)

(2z − 1)3

)
∣

∣

∣

∣

z= 1

2

=
1

2

[

d2

dz2

(

1

8
πz ctg(πz)

)]

z= 1

2

=
π2

16

[

d2

dη2
η ctgη

]

η=π
2

=
π2

16

[

d

dη

(

ctgη − η

sin2 η

)]

η=π
2

=
π2

16

[ −2

sin2 η
+

2η cos η

sin3 η

]

η=π
2

= −π2

8
.

Zatem

∞
∑

n=−∞

n

(2n− 1)3
=

π2

8
.

Zadanie

Zsumowa¢ szereg

∞
∑

n=−∞

(−1)n n

4n2 + 4n+ 5
.

Rozwi¡zanie: Szereg ten jest zbie»ny tylko warunkowo, ale metoda w
i¡» dziaªa. Two-

rzymy funk
j�

h(z) =
1

4

πz

sin(πz)

1

z2 + z + 5/4
,

i mamy

∞
∑

n=−∞

(−1)nn

4n2 + 4n + 5
= −

∑

zi 6=n

resh(z)|z=zi
.

Funk
ja h(z) ma poza osi¡ rze
zywist¡ bieguny proste w z1 = −1
2
+ i oraz w z2 = −1

2
− i;

residua w ty
h punkta
h obli
zamy standardowo:

resh(z)|z=z1
=

1

4

πz1
sin(πz1)

1

z1 − z2
=

π

4

−1
2
+ i

2i sin
(

−π
2
+ iπ

) = − π

16

2 + i

sin
(

π
2
− iπ

)
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= − π

16

2 + i

cos(iπ)
= − π

16

2 + i

ch(π)
,

resh(z)|z=z2
=

1

4

πz2
sin(πz2)

1

z2 − z1
=

π

4

−1
2
− i

−2i sin
(

−π
2
− iπ

) = − π

16

2− i

sin
(

π
2
+ iπ

)

= − π

16

2− i

cos(iπ)
= − π

16

2− i

ch(π)
.

Zatem

∞
∑

n=−∞

(−1)n n

4n2 + 4n+ 5
=

π

4 chπ
.

Zadanie

Posªuguj¡
 si� twierdzeniem o residua
h zsumowa¢ szereg

S =

∞
∑

n=−∞

1

n4 + a4
.

Wykorzysta¢ wynik, by poda¢ sum� szeregu

∞
∑

n=1

1

n4
.

Rozwi¡zanie: Szereg jest bezwzgl�dnie zbie»ny. Post�pujemy standardowo: tworzymy

funk
j�

f(z) = π ctg(πz) g(z) ,

w której g(z) = 1/(z4 + a4), maj¡
¡ poza osi¡ rze
zywist¡ bieguny proste w punkta
h, w

który
h bieguny proste ma funk
ja g(z), tj. w punkta
h

z1 = −z4 =
−1 + i√

2
|a| , z2 = −z3 =

1 + i√
2

|a| .

Residua funk
ji g(z) znajdujemy wykorzystuj¡
 zwi¡zki z21 = z24 = −ia2, z22 = z23 = ia2,
oraz

(z − z1)(z − z2) = z2 − i
√
2 |a|z − a2 ,

(z − z3)(z − z4) = z2 + i
√
2 |a|z − a2 .

S¡ one równe

res g(z)|z=z1
=

1

2
√
2 |a|3(1 + i)

, res g(z)|z=z2
=

1

−2
√
2 |a|3(1− i)

,

res g(z)|z=z3
=

1

2
√
2 |a|3(1− i)

, res g(z)|z=z4
=

1

−2
√
2 |a|3(1 + i)

.
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Ponadto, wprowadzaj¡
 ozna
zenia c ≡ cosα, s ≡ sinα oraz ch ≡ ch α, sh ≡ sh α, gdzie
α ≡ π|a|/

√
2, mamy

ctg z1 = − ctg z4 =
c ch + i s sh
−s ch + i c sh

, ctg z2 = − ctg z3 =
c ch − i s sh
s ch + i c sh

.

Zgodnie ze wzorem podstawowym na sumowanie szeregów mamy

∞
∑

n=−∞

1

n4 + a4
= − π

2
√
2 |a|3

2

{

c ch + i s sh
(1 + i)(−s ch + i c sh)

− c ch − i s sh
(1− i)(s ch + i c sh)

}

= − π

2
√
2 |a|3

1

s2 c2h + c2 s2h
{(1− i)(−s ch − ic sh)(c ch + is sh)

−(1 + i)(s ch − ic sh)(c ch − is sh)} .

Po wymno»eniu wszystkie wyrazy urojone redukuj¡ si� i otrzymujemy

∞
∑

n=−∞

1

n4 + a4
=

π√
2 |a|3

s c+ sh ch
s2 c2h + c2 s2h

.

Sum� szeregu 1/n4
otrzymujemy bior¡
 grani
�

∞
∑

n=1

1

n4
= lim

a→0

1

2

( ∞
∑

n=−∞

1

n4 + a4
− 1

a4

)

= lim
a→0

π

2
√
2 |a|3

(

s c+ sh ch
s2 c2h + c2 s2h

− 1

α

)

.

Pra
owi
ie rozwijamy zatem wykorzystuj¡
 najpierw w mianowniku �jedynk� hiperbo-

li
zn¡� i �jedynk¡ trygonometry
zn¡�

s c+ sh ch
s2 c2h + c2 s2h

− 1

α
=

s c+ sh ch
1− c2 + s2h

− 1

α
=

2α
(

1 + 2
15
α4 + . . .

)

2α2
(

1 + 2
45
α4 + . . .

) − 1

α

=
1

α

(

1 +
2

15
α4 + . . .

)(

1− 2

45
α4 + . . .

)

− 1

α
=

4

45
α3 +O(α5) .

St¡d

∞
∑

n=1

1

n4
=

1

2
lim
a→0

(

π√
2

)4
1

α3

{

4

45
α3 +O(α5)

}

=
π4

90
.

Wykorzystuj¡
 uzyskany wzór mo»emy napisa¢

π4

90
=

∞
∑

n=1

1

n4
=

∞
∑

n=1

1

(2n)4
= +

∞
∑

n=0

1

(2n+ 1)4
=

1

16

π4

90
+

∞
∑

n=0

1

(2n+ 1)4
,
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o pozwala napisa¢ wzory na szeregi odwrotny
h 
zwarty
h pot�g nieparzysty
h i parzy-

sty
h li
zb naturalny
h:

∞
∑

n=0

1

(2n+ 1)4
=

π4

90
− 1

16

π4

90
=

π4

96
,

∞
∑

n=1

1

(2n)4
=

π4

90
− π4

96
=

π4

1440
.

A st¡d ju» bez skomplikowanego 
aªkowania przez residua mamy

∞
∑

n=1

(−1)n

n4
= −π4

90
+

1

16

π4

90
+

π4

90
− π4

96
= −7π4

720
.

Zadanie

Udowodni¢ wzorek Langevine'a

sin θ = θ
∞
∏

n=1

(

1− θ2

n2π2

)

.

Rozwi¡zanie: Wzorek ten, je±li prawdziwy, jest przedªu»eniem anality
znym (θ → ix)
wzoru

shx

x
=

∞
∏

n=1

(

1 +
x2

n2π2

)

.

Logarytmuj¡ powy»szy zwi¡zek stronami mamy

ln

(

shx

x

)

=
∑

n=1

ln

(

x2 + n2π2

n2π2

)

.

Obli
zaj¡
 nast�pnie po
hodne po x obu stron otrzymujemy zwi¡zek

cthx− 1

x
=

∞
∑

n=1

2x

x2 + n2π2
=

2x

π2

∞
∑

n=1

1

n2 + (x/π)2
.

Wykorzystuj¡
 znaleziony ju» wzór na sum� szeregu 1/(n2 + a2):

∞
∑

n=1

1

n2 + a2
=

1

2

( ∞
∑

n=−∞

1

n2 + a2
− 1

a2

)

=
1

2

(

π

a
cth(πa)− 1

a2

)

,

widzimy, »e (a = x/π) prawa strona tego zwi¡zku jest równa

2x

π2

∞
∑

n=1

1

n2 + (x/π)2
=

2x

π2

1

2

(

π2

x
cthx− π2

x2

)

= cthx− 1

x
.


.b.d.o.
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Fizy
znie 
iekawe zastosowanie sumowania szeregów

Energia skwantowanego pola elektromagnety
znego zamkni�tego mi�dzy odlegªymi od

siebie o d dwiema metalowymi pªytkami o powierz
hni L × L ka»da (równolegªymi do

pªasz
zyzny xy) jest dana wzorem

22

Ebc =
~c

2

L2

(2π)2

∫

d2k‖

{

|k‖|+ 2

∞
∑

l=1

√

k2
‖ + l2

π2

d2

}

.

Jak zwykle, w kierunka
h x i y na pole zostaªy naªo»one periody
zne warunki brzegowe,

a w kierunku osi z narzu
ony zostaª warunek znikania na metalowy
h pªytka
h skªadowej

pola elektry
znego równolegªej do pªytek. Ponadto w powy»szym wzorze, zakªadaj¡
, »e

L ≫ d zast¡pili±my sumowanie po dyskretnym zbiorze 
aªkowaniem zgodnie ze znan¡

reguª¡

∞
∑

n=−∞

∞
∑

m=−∞
→ L2

(2π)2

∫

d2k‖ .

Energi� t� nale»y porówna¢ z zawart¡ tak»e w obj�to±
i L2d energi¡ pola elektroma-

gnety
znego skwantowanego z periody
znymi warunkami we wszystki
h kierunka
h w

pudeªku o wymiara
h L× L× L. Wynosi ona

Eper =
L2d

L3
· ~c
2

L3

(2π)3
· 2
∫

d2k‖dk⊥

√

k2
‖ + k2

⊥ .

Mierzalna jest tylko ró»ni
a ty
h dwu energii. Jej zale»no±¢ od odlegªo±
i d pªytek pro-

wadzi do powstania przy
i¡gaj¡
ej pªytki do siebie siªy Casimira.

Zwykle w podr�
znika
h ró»ni
� ty
h energii obli
za si� nast�puj¡
o. Pisze si� formal-

nie k⊥ jako l(π/d) i 
aªkuje23 po dl zamiast po dk⊥, 
o daje

∆E =
~cL2

(2π)2

∫

d2k‖

{

1

2
|k‖|+

∞
∑

l=1

√

k2
‖ + l2

π2

d2
−
∫ ∞

0

dl

√

k2
‖ + l2

π2

d2

}

.

Nast�pnie wprowadza si� ob
i�
ia ultra�oletowe regularyzuj¡
e oba wyra»enia (przy 
zym

nie zawsze nawet jest jasno powiedziane, »e z powodów �zy
zny
h ró»ni
a musi by¢ sko«-


zona i »e rze
zywi±
ie jest sko«
zona) wprowadzaj¡
 funk
j� f(ω) tak¡, »e f(0) = 1,
f (n)(0) = 0 i f(ω) → 0 dla ω → ∞. Zamieniaj¡
 odpowiednio zmienn¡ 
aªkowania

(k
2
‖ = (π/d)2u) ró»ni
� energii zapisuje si� w posta
i

∆E

L2
=

π2~c

4d3

{

1

2
F (0) + F (1) + F (2) + . . .−

∫ ∞

0

dl F (l)

}

,

22

Wzór mo»e nie jest od razu o
zywisty, ale nie 
hodzi tu o jego wyprowadzenie, które mo»na zapewne

znale¹¢ w ró»ny
h ksi¡»ka
h (a na pewno w tajnej 
z�±
i mojego zbioru problemów z kwantowej teorii

pola).

23

Korzystaj¡
 z

∫∞

−∞dl = 2
∫∞

0 dl.
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w której

F (l) ≡
∫ ∞

0

du
√
u+ l2 f

(π

d

√
u+ l2

)

= −2

∫ l

+∞
dξ ξ2 f

(π

d
ξ
)

.

Ko«
owy wynik otrzymuje si� stosuj¡
 formuª� suma
yjn¡ Eulera-M
Laurina

1

2
F (0) +

∞
∑

n=1

F (n)−
∫ ∞

0

dnF (n) = − 1

2!
B2F

′(0)− 1

4!
B4F

′′′(0) + . . .

w której Bi s¡ lil
zbami Bernoulliego: B2 = 1/6, B4 = −1/30. Wykorzystuj¡
 to, »e

F ′′′(0) = −4 i »e wszystkie dalsze po
hodne F (n)(0) o n ≥ 3 znikaj¡, otrzymuje si�

standardowy wynik:

∆E

L2
=

π2~c

4d3
1

3!
B4 ,

daj¡
y jako siª� Casimira na jednostk� powierz
hni

F

L2
= − ∂

∂d

(

∆E

L2

)

= B4
π2~c

8d4
= − π2~c

240d4
.

Podej±
ie to nie jest satysfak
jonuj¡
e, gdy» regularyzuj¡
a funk
ja f o wymagany
h

wªa±
iwo±
ia
h musi by¢ nieanality
zna, a formuªa Eulera-M
Laurina stosuje si� 
hyba

tylko do funk
ji anality
zny
h.

Na sz
z�±
ie istnieje lepsza metoda uzyskania tego samego wyniku,

24

która nie opiera

si� na wzorze Eulera-M
Laurina i jasno pokazuje, »e ró»ni
a energii jest sko«
zona. W

metodzie tej niesko«
zone sumowania wykonuje si� jawnie korzystaj¡
 z te
hniki Matsu-

bary (która jest po prostu sposobem przerobienia sumy na 
aªk�) W tym 
elu zapisujemy

najpierw wzór na Ebc w posta
i

Ebc =
~c

2

L2

(2π)2

∫

d2k‖

∞
∑

l=−∞

√

k2
‖ +

(π

d
l
)2

.

Podobnie energi� Eper zapisujemy jako sum� (nie prze
hodz¡
 do 
aªkowania po z-owy
h
skªadowy
h wektora falowego)

Eper =
~c

2

L2

(2π)2
d

L
· 2
∫

d2k‖

∞
∑

l=−∞

√

k2
‖ +

(

2π

L
l

)2

,

(poniewa» pole jest tu skwantowane w pudeªku o wymiara
h L× L× L, uwzgl�dnili±my

tu tak jak poprzednio 
zynnik d/L, aby wzi¡¢ pod uwag� tylko energi� pola zawart¡ w

obj�to±
i L2d).

24

L. Pálová, P. Chandra & P. Coleman, Am. J. Phys. 77 (2009), 1055.

98



Imz

Rez

C

−|k‖| |k‖|
−→

Imz

Rez

C1C2

−|k‖| |k‖|

Rysunek 19: Deforma
ja konturu 
aªkowania. Kropki pokazuj¡ poªo»enia biegunów, a

linie faliste pokazuj¡ 
i�
ia.

Aby wykona¢ sumowania korzystamy teraz ze wzoru (sªusznego dla funk
ji f(z) nie

maj¡
ej osobliwo±
i na osi urojonej)

1

2πi

∫

C

dz
β

eβz − 1
f(z) =

∞
∑

l=−∞
f(zl) ,

w którym zl = i (2π/β) l. Kontur 
aªkowania C jest pokazany lini¡ przerywan¡ w lewej


z�±
i wysunku 19. W naszym przypadku

f(z) =
√

k2
‖ − z2 ,

tak i» funk
ja pod
aªkowa ma bieguny proste na osi urojonej oraz dwa 
i�
ia, które wy-

bieramy tak, by biegªy od punktów z = |k‖| oraz z = −|k‖| odpowiednio do +∞ i −∞
wzdªu» osi rze
zywistej.

Ró»ni
a energii mo»e zatem by¢ zapisana w posta
i

∆E

L2
=

~c

(2π)2
d

∫

d2k‖

∫

C

dz

2πi

√

k2
‖ − z2

(

1

eβdz − 1
− 1

eβLz − 1

)

,

gdzie βd ≡ 2d, a βL ≡ L. Kontur 
aªkowania C mo»na zdeformowa¢ do konturu skªada-

j¡
ego si� z dwu segmentów C1 i C2 pokazany
h w prawej 
z�±
i rysunku 19 oraz 
ztere
h

(nienarysowany
h) ¢wiartek du»ego okr�gu o promieniu R. Dzi�ki temu, »e obli
zamy ró»-

ni
� energii, 
aªki po dz po ¢wiartka
h tego okr�gu znikaj¡, gdy R → ∞. Otrzymujemy

wtedy

∫

C

dz

2πi

√

k2
‖ − z2

(

1

eβdz − 1
− 1

eβLz − 1

)

=

(

∫ −|k‖|

−∞
+

∫ ∞

|k‖|

)

dx

2πi

(

−2i
√

x2 − k2
‖ sgn(x)

)

(

1

eβdx − 1
− 1

eβLx − 1

)

,

gdzie −2i
√

x2 − k2
‖ sgn(x) jest nie
i¡gªo±
i¡ funk
ji

√

k2
‖ − z2 wzdªu» 
i�¢.

25

Poniewa»

nie
i¡gªo±¢ ta jest funk
j¡ nieparzyst¡ x, a 
aªka jest brana w symetry
zny
h grani
a
h,

25

Dla Rez > 0 przedªu»amy anality
znie funk
j�

√
a2 − z2 od z = x0 < a (a ≡ |k‖|), gdzie funk
ja
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zynniki 1/(eβx − 1) mo»na zast¡pi¢ i
h 
z�±
iami nieparzystymi

1

eβx − 1
→ 1

2

(

1

eβx − 1
− 1

e−βx − 1

)

=
1

eβx − 1
+

1

2
.

Zno�w dzi�ki temu, »e obli
zamy ró»ni
� energii, 
zynniki 1/2, które 
zyniªyby ka»d¡ z


aªek brany
h z osobna niezbie»n¡, redukuj¡ si�. Tak wi�


∫

C

dz

2πi

√

k2
‖ − z2

(

1

eβdz − 1
− 1

eβLz − 1

)

= −2

π

∫ ∞

|k‖|
dx
√

x2 − k2
‖

(

1

eβdx − 1
− 1

eβLx − 1

)

.

W grani
y L → ∞, tj. βL → ∞, ta 
z�±¢ 
aªki, w której wyst�puje 
zynnik βL d¡»y do

zera i otrzymujemy

∆E

L2
= −2

π

~c

(2π)2
d

∫

d2k‖

∫ ∞

|k‖|
dx
√

x2 − k2
‖

1

eβdx − 1
.

= −2

π

~c

2π
d

∫ ∞

0

dx

eβdx − 1

∫ x

0

dξ ξ
√

x2 − ξ2 .

W drugim kroku zostaª tu zamieniony porz¡dek wykonywania 
aªek; poza tym wprowa-

dzone zostaªo ozna
zenie ξ ≡ |k‖|. Wewn�trzna 
aªka jest elementarna i otrzymujemy

∆E

L2
= −2

π

~c

2π

d

3

∫ ∞

0

dxx3

eβdx − 1
.

Poniewa» β = 2d, po przeskalowaniu zmiennej 
aªkowania daje to

∆E

L2
= −2

π

~c

2π

1

48d3

∫ ∞

0

dxx3

ex − 1
.

Pozostaªa 
aªka (�
aªka statysty
zka� - 
i, 
o studiowali �zyk� statysty
zn¡ wiedz¡ dla-


zego taka jej nazwa) wynosi π4/15 i otrzymujemy zatem ten sam wynik, 
o poprzednio.

ta przyjmuje warto±
i rze
zywiste dodatnie do z = x + i0, gdzie x > a wzdªu» drogi le»¡
ej w górnej

póªpªasz
zy¹nie zmiennej zespolonej z, pisz¡
 z = a − re−iθ
(z odpowiednim r, które mo»e si� zmienia¢

z θ) i zmieniaj¡
 θ od 0 do π:

√

a2 − z2 =
√

(z + a)r e−
i

2
θ → (θ → π) → −i

√

x2 − a2 .

Przedªu»aj¡
 za±

√
a2 − z2 do z = x− i0, gdzie x > a zmieniamy θ od 0 do −π, otrzymuj¡
 +i

√
x2 − a2.

Podobnie, gdy Rez < 0 przedªu»amy anality
znie funk
j� od z = x0 > −a do z = x + i0 gdzie x < −a
pisz¡
 z = −a+ reiθ i zmieniaj¡
 θ od 0 do π:

√

a2 − z2 =
√

(z − a)r e−
i

2
θ → (θ → π) → +i

√

x2 − a2 .

Analogi
znie, aby przedªu»y¢ do z = x − i0 gdzie x < −a, zmieniamy θ od 0 do −π; rezultatem jest

−i
√
x2 − a2.
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