Zadania z Fourieréw i dystrybucji. Analiza III

Zadanie 1 (bylo na ¢wiczeniach, ale dla przypomnienia...)

Obliczy¢ m-ta pochodna (m > 1) dystrybucji T' = 2™ 10(x).

Obliczy¢ druga pochodng dystrybucji Ty generowanej przez f(z) = |z — al.
Odpowiedz: W pierwszym przypadku T = (m — 1)!6, w drugim przypadku 77 = 4,
(gdzie du () = ¥(a))

Zadanie 2 (tez byto na ¢wiczeniach, ale dla przypomnienia...)
Pokaza¢, ze jesli f(x) = In|z|, to
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Pokazac, ze
Pokaza¢, ze jesli f(z) = 2*0(z), |\ < 1, to

Pokaza¢, ze jesli f(x) = 0(x)Inz, to

Ti(p) = / T () — 0(0) 01 — ).
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Zapisa¢ dystrybucje Ty = sinx §( oraz T, = cosx d; przez delty i ich pierwsze pochodne.
Sprawdzi¢, czy prawdziwy jest wzor sin? x §f + cos? z &) = 8.

Zadanie 3
Zapisa¢ dystrybucje Ty = sinx §( oraz T, = cosz d; przez delty i ich pierwsze pochodne.
Sprawdzi¢, czy prawdziwy jest wzor sin? x §f + cos? z &) = 8.

Zadanie 4
Zmalez¢ granice ciggu dystrybucji generowanych przez ciagi funkcji:




Odpowiedz: W obu przypadkach lim,,_,. T}, = o (tylko jedna delta jest na funkcjach
zdefiniowanych na R, a druga na funkcjach zdefiniowanych na R?).

Zadanie 5

Niech f(x,y) bedzie funkcja charakterystyczna zbioru A = { (z,y) € R*|z > 0, y > 0}
(funkcja charakterystyczna jest rowna 1 na zbiorze i 0 poza nim). Obliczy¢ 9%} /0zdy.
Odpowiedz: 9*T;/0x0y = do.

Zadanie 6

W R? obliczy¢ laplasjan dystrybucji T generowanej przez funkcje f(x,y) = Inr, gdzie
r= /1% + y>.

Odpowiedz: Przy okazji zaadaptowa¢ do R? wzorki z formami, zeby udowodni¢ z tw.
Stokesa potrzebna tozsamos$¢ Greena. Wynik: ATy = 274,.

Zadanie 7
Dla przypomnienia oblizy¢ sobie transformate Fouriera funkcji f(x) = xe
bezposrednio (a nie korzystajac ze sztuczki podanej na koncu)
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Zadanie 8

Obliczy¢ sobie transformate Fouriera funkeji f(z) = (z24a2)~" (wynik: f(k) = (7/a)e”1o*),
a potem zuriick, czyli odwrotng transformate Fouriera tego, co wyszto, zeby sprawdzic,
ze wyjdzie f(z).

Zadanie 9
Obliczy¢ transformate Fouriera funkeji f(x) = 0(z) e™** sin(bx) (dla a > 0).
Odpowiedz: f(k) =b/[b* + (a + ik)?].

Zadanie 10
Obliczy¢ transformate Fouriera funkcji f(z) = 1/(z* + a*).
Odpowiedz: f(k) = (r/a)e"Fal/V2 cos(% + ).

Zadanie 11
Obliczy¢ catke ffooodx e~ catkujac funkcje
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f(2)
po rownolegtoboku ktorego wierzcholki wyznaczaja punkty (na plaszczyznei zespolonej):
z21=—R,20=R, z3=R+a, z4 = —R + a, i przechodzac do granicy R — oc.

Zadanie 12

Obliczy¢ kwadrat modutu transformaty Fouriera funkeji charakterystycznej odcinka [a, b] C
R.

Odpowiedz: (4/k?)sin®(1k(a —b)).
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Zadanie 13
Obliczy¢ transformate Fouriera funkeji

T eax

= —, O<a<l.
1+e®

f(z)
Odpowiedz: Calkowaé po duzym prostokacie, ktorego podstawa jest odcinek (—R, +R)
osi x, a gornym brzeg jest na ospowiedniej (jakiej?) wysokosci i potem przejs¢ z R do
nieskonczonogci.
~ d ™
E)=i— —r—e.
Jk) =i dk sin[r(a — ik)]

Zadanie 14
Splesé catkujac bezposrednio funkcje f(x)
Odpowiedz: (f *g)(x) = ((a +b)/7)/[2?

Zadanie 15
Sples¢ f(z) = x oraz g(x) = 2?0(1 — z) i zobaczy¢, ze (f * g)(x) = (g x f)(x). Zrobi¢ to
samo z funkcjami f(x) = 0(x) i g(z) = 0(z) sin z.

(a/m)/[2* +a?] i g(x) = (b/m)/[a® + V7.

—:l— (a+b)?].

Zadanie 16
Splesé f(z) = e %" z g(x) = ze V.

Zadanie 17
Zmalez¢ dystrybucyjna transformate Fouriera funkcji

f(z) = (2* +1)cosz + 2zwsinx.

“Dystrybucyjng” tzn. transformate Fouriera T ¢ dystrybucji T generowanej przez f(z).
Odpowiedz:

Ty = % [0(k —1)+0(k+ 1]+ (k—1) =& (k+1) - % [0"(k—=1)+8"(k+1)].
Zadanie 18

Obliczy¢ transformate Fouriera dystrybucji Ty generowanej przez funkcje f(z) = (sin® z)/(1+
%), h(z) = 2?/(2? + a®), g(z) = (z®sinz)/(2* + 1)
Odpowiedz: (tylko te jedna mam pod reka) h(k) = 2w (k) — am eIk,

Zadanie 19 (bylo na ¢wiczeniach, ale dla utrwalenia)
Pokazaé, ze jesli /T = 0, to

T:ché(()").

n=0

Podpowiedz: Latwo sie przekonaé, ze jest to prawda dla [ = 1, a potem dowodzi¢
indukcyjnie.



Zadanie 20
Zmalez¢ ogolne rozwigzanie rownania dystrybucyjnego xT = 1.

Zadanie 21(byto na ¢wiczeniach, ale dla utrwalenia)
Pokazaé (tez indukcyjnie), ze jesli 7" = 0, to

Zadanie 22 (bylo na ¢wiczeniach, ale dla utrwalenia)
Znalez¢ ogolne rozwiazanie rownania dystrybucyjnego x(x — 1)T" = .
Odpowiedz: T = ¢+ cof(x) + c10(xz — 1) + dp.

Zadanie 23
Znalez¢ ogolne rozwiazanie rownania dystrybucyjnego 2" T™*) = 0.
Odpowiedz: Dla k > r

k—1 r—1
T = Z diz’ + Z e PO(x) .
=0 p=0

acodlak<r?

Zadanie 24
Znalez¢ najogolniejsze rozwiazanie rownania (z — 22) T = 1.
Odpowiedz:
T = cod(x) + crd(a — 1) + P-4 P
= cod(x) + c10(x — - :
0 ! x 1—2z
Zadanie 25

Zmalez¢ najogolniejsze rozwigzanie rownania
xT =0(x).

Podpowiedz: T = Tjcanorodne + Tssczegolne- Jednorodne - wiadomo. Zgadnac jakies szcze-
golne.



Wzory, ktére kazdy fizyk musi zapamietaé na cale zycie

Definicje transformat Fouriera (dla ogolnosci w R™)
fio = [ arxe i),
R7:

F(x) = / % oK F(l)

Uzyteczne sztuczki: jesli f(x) = dg(x)/0zy, to

jeshi f(x) = zig(x), to

Delty Diraca
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(2m)"507) (k) = / drx e X
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(Uwaga: tu symbol 6 nie oznacza n-tej pochodnej delty, tylko delte w R™.)



