Egzamin z OTW
Rozwigzania bedg przyjmowane e-mailowo do pigtku, 8 lutego, 2019, godz 24.

Zadanie 1. Jednowymiarowa rodzina obserwatoréw tworzy dwuwymiarows powierzchnie
S w czterowymiarowe]j czasoprzestrzeni w taki sposob, ze przez kazdy punkt powierzchni
przechodzi linia $wiata doktadnie jednego z obserwatoréw. Linie $wiata obserwatoréw sg
geodezyjne wzgledem geometrii czasoprzestrzeni. Obserwatorzy zsynchronizowali zegarki.
Geometrycznie sprowadzito sie to do:

e poprowadzenia przestrzennej krzywej v zawartej w powierzchni S, ktora przecina
linie $wiata kazdego z obserwatoréow dokltadnie raz i w kazdym swoim punkcie jest
prostopadla do przecinanej w nim linii $§wiata, a nastepnie

e ustawienia kazdego z zegarkow tak, aby w chwili przeciecia linii v wszystkie zegarki
wskazywaly ten sam czas tg.

Udowodni¢, ze zegarki pozostang zsynchronizowane.

Wskazowka. Udowodnié, zZe jesli w czasoprzestrzent dane sq dwa pola wektorowe u oraz X
spetniajgce nastepujgce trzy warunki:

wui=—1, Vyu=0 i [u,X]=0 (1)

to iloczyn skalarny u'X; pozostaje staty wzdtuz linii catkowych pola w. Zauwazyé, Ze pola
nie muszq byé zdefiniowane w catej czasoprzestrzeni, a jedynie na powierzchni spetniajgcej
odpowiednie wtasnosci. Wykorzystaé tozsamosé

Y, Z] = VyZ — VY. 2)

czarne: linie $wiata obserwatoréow
czerwona: krzywa jednoczasowosci



Zadanie 2. Dana jest czasoprzestrzeri Schwarzschilda
g=—(1- g)dﬂ + (1 - %)_ldﬂ + 1% (d6* + sin® 0 d¢?) ,
zdefiniowana dla
r>2M.
Rozwazy¢ geodezyjna zerows, czyli krzywa opisywang wzorem
[s0.51] 5 5 5 (£(3). 7(s). 5. 6(5).
taka, ze wektor styczny
k=k0; = t0, + 70y + ¢y, 1= —
spelnia
g(k, k) =k'k; =0, oraz Vik=0,
gdzie V to pochodna kowariantna metrycznej i beztorsyjnej koneksji.

1. Wyprowadzi¢ dla krzywej rownanie o postaci

1 1
57;2 +W(r; L) = 5E?,

(8)

gdzie E (energia) oraz L (moment pedu) to odpowiednie state ruchu i podaé¢ jawna

postaé efektywnego potencjatu W (r; L).

2. Zbada¢ przebieg potencjatu efektywnego W jako funkcji r przy ustalonym L.

3. Wykazaé, ze geodezyjna przy odpowiednich wartosciach energii E oraz momentu

pedu L moze stanowi¢ niestabilng orbite kolowa. Podaé jej promien.

4. W przypadku orbity kotowej z punktu 3 obliczy¢ wartos¢ E w zaleznosci od L.

5. W przypadku, gdy geodezyjna zaczyna si¢ w nieskoriczonosci (sg = —o0,7(sg) = 00)
i zmierza w strone centrum, poda¢ warunek na wartosci FE oraz L, przy ktorych
geodezyjna z pewnoscia nie zacznie juz oddalaé sie od centrum. Wyrazié¢ wynik przy

wykorzystaniu pozornego parametru zderzenia

b:=—.
E

9)



Zadanie 3. Pusta czasoprzestrzen pod horyzontem czasoprzestrzeni Schwarzschilda opi-
sana jest wzorem

oM 2M
g=—(1—="=)dt* + (1 — =) "'dr® + 7% (d6® + sin* 0 d¢?) , (10)
T T
gdzie
0<r<2M. (11)

Wektor 9, jest tam czasowy. Zalézmy, ze jest on zorientowany przesztosé.
Rozwazy¢ geodezyjna czasowa, czyli krzywsa opisywana wzorem

[s0,51] 2 5 = (8(s),7(s), 5, B(5)), (12)
taka, ze wektor styczny
u=u'0; = i0 + 10, + ¢y, = d% (13)
spelnia
glu,u) = u'u; = —1, oraz V,u =0, (14)

gdzie V to pochodna kowariantna metrycznej i beztorsyjnej koneksji.

1. Wyprowadzi¢ dla krzywej rownanie o postaci
1.9 1 o

gdzie E (energia z punktu widzenia drugiej strony horyzontu) oraz L (moment pedu)
to odpowiednie stalte ruchu i poda¢ jawna posta¢ efektywnego potencjatu V (r; L).

2. W przypadku L = 0 obliczy¢ czas wlasny s., w ktoérym
r(se) =0 (16)
(ew. wyrazi¢ jako calke i uzasadni¢, ze wynik jest skoriczony.)

Wskazowka. Efektywny potencjal V (r; L) geodezyjnej czasowej wyraza sie tym samym
wzorem, co potencjal geodezyjnej czasowej w obszarze r > 2M .

Zadanie 4. Czasoprzestrzen przestrzennie jednorodna i izotropowa zdefiniowana
jest tensorem metrycznym Friedmanna-Lemaitra-Robertsona-Walkera

g = —dt* + a(t)?(dz® + dy? + dz?). (17)



Roéwnania Einsteina sprowadzaja sie do uktadu rownan:

3 [(da\? 3k
@ (ms) =8mp— 5 k=-10lub 1 (18)
3 d%a

gdzie p jest gestoscia a P ci$nieniem materii.

Rozwazy¢ przypadek k = 0 oraz
a(t) = At2, A= const. (20)

(a) Obliczy¢ p oraz P, zidentyfikowaé¢ rodzaj osrodka materialnego

(b) Zapisa¢ tensor metryczny w postaci
g = a’(t(n)(—dn® + da® + dy” + dz?) (21)
i znalez¢ funkcje n(t)
(c) Czy z punktu

(t0,0,0,0) (22)
mozna zobaczy¢ kazdego obserwatora o linii $wiata
(ta x07y072’0>7 t> O; Z0o,Yo, 20 = COHSt, (23)

a jesli nie, to jaki jest warunek na (xg,yo, z0)?

Zadania nieobowigzkowe
Ewentualne rozwiazania ponizszych beda brane pod uwage jedynie w przypadku rozwigzania wszystkich zadan 1-4.

1. Na n-wymiarowej rozmaitosci H zadany jest dwukrotnie kowariantny symetryczny
tensor g rzedu n — 1. Udowodnié, ze warunkiem koniecznym istnienia na H beztor-
syjnej koneksji, takiej ze zwigzana z nig pochodna kowariantna V spetnia

Vq =0, (24)
jest, aby

Lrqg =0, (25)
dla kazdego pola wektorowego k takiego, ze

kag = 0. (26)



2. Udowodnié, ze dla kazdego tensora metrycznego g istnieje lokalny uktad wspotrzed-
nych (t,z!,...,n") taki, ze

g = —dt® + ggpdz®da?, a,b=1,...,n. (27)

3. Punkt materialny znajduje sie w pustej czasoprzestrzeni wewnatrz horyzontu czaso-
przestrzeni Schwarzschilda i porusza sie po geodezyjnej czasowej. Znajdz czas Tiax
przed uptywem ktorego (na zegarku poruszajacym sie wraz z punktem) geodezyjna
osiggnie osobliwosé¢ r = 0.

4. Wykazaé, ze pole Killinga
£=0 (28)

metryki Schwarzschilda (Zadanie 2) rozpatrywane w punktach rozszerzenia czaso-
przestrzeni takich, ze

r=2M (29)
spelnia
Ve€ = KE. (30)

Obliczy¢ wspotczynnik x nazywany grawitacja powierzchniows,.



