Zadania z OTW
Kolokwium

Zadanie 1 (podstawowe - zalicza kolokwium na bdb). Na 4-wymiarowej rozmaitosci M
dany jest tensor metryczny

g=—f(r)dt®dt + f(lr)dr®dr+7‘2 (d¢' ® do' + d¢® ® d¢?) (1)
gdzie funkcje (@', ¢2,t,r,) tworza uktad wspotrzednych tam, gdzie
f(r) #0. (2)
Zaktadamy tez, ze
f(r)>0. (3)

Wybraé ko-reper (e!,...,e#) i ...

(i) Obliczy¢ 1-forme koneksji Fij, 1,7 = 1,2, 3,4 zakladajac jej beztorsyjno$é¢ oraz me-
trycznose.

(ii) Obliczy¢ 2-forme krzywizny R'; = %R; klel’C A el
iii iczy¢ tensor Ricciego R;; oraz skalar Ricciego R, czyli
iii) Obliczy¢ t Ricciego Rj; kalar Ricciego R li
Rij = Rkikj, R .= ginij~ (4)
iv) Znalezé¢ wszystkie funkcje a ktoryc
(iv) Znalezé wszystkie funkeje f, dla ktorych

R;j = Agij, oraz A= const. (5)

(v) Rozwiaza¢ punkt (iv) nie zakladajac ostatniej rownosci.

Rozwiazanie
Przyjmujemy ko-reper:

el = \/?dt, e? = j}, e3 =rdot, et = rde¢?, (6)

g=—-c e+t Red tetwel (7)

. / . , d
Przez prim ," bedziemy oznacza¢ pochodna .



Obliczamy:
!/
de! = / e2Nel, de? =0, ded = £62 Aed, det = ﬁeQ A et (8)
2V f T r
A wiec
i L ik i i
de' = 2v'jke’ Ae®, Yk = ="k, (9)
gdzie jedyne niezerowe funkcje vijk, to
/
1 f 1 3 i 3 4 Vf 4
frd —_ — R = —_— = — R = —— = — 10
Y21 2T Y12, 7 23 , Y 32,7 24 , Y42 (10)

czyli po obnizeniu wskaznikow macierza g;; (7)

!/

M2l = =5 = —Mi2, 7 Zﬁz—v gl Zﬁz—v (11)
121 2\/} 112, 323 r 3325 424 r 442-
1-forme koneksji
'y =Tet (12)

zdeterminowana warunkami metrycznosci i beztorsyjnosci, czyli taka, ze (uwaga, obnizony
indeks)

T;j=-Tji, de" +T% ANel =0 (13)
obliczamy ze wzoru
1
LCijr = Q(Vijk + Viki — Vhij)- (14)
Otrzymujemy
' VT VT
o1 = =———=, I'sy3= =-—, T = = 15
121 = Y121 2\/7 323 = 77323 , 424 = Y424 , ( )
Stad
r, INPES iel, I3y =T3p = ~2¢e®, Ty =Typ = ¢, (16)
2Vf r
oraz



a pozostate 1-formy Fij sg rowne 0.
Forme krzywizny obliczamy ze wzoru

Rij =dl%; + T ATH, (18)
pamietajac o antysymetrii
Rz‘j = —'Rji. (19)
Otrzymujemy
1 2 J7 1, 2 1 3 1 s 1 4 'y
Ro=R1=—"—e Ne*, Rg=R’1=—-e ANe’, R4y=R'1=—"—€e Ae (20)
2 2r 2r
2 3 f/ 2 3 2 4 f/ 2 4 3 4 f 3 4
—R3=R°ys=-—e“Ne’, —R4y=Ry="—e"Ne", —R4=R'3=5e’ANe (21)
2r 2r 72

przy czym nieparzyste rownosci powyzej (pierwsza, trzecia, piata, siodma, dziewiata, jede-
nasta) sa tozsamosciami, ktore wynikaja z symetrii tensora krzywizny oraz ortonormalnosci
reperu.

Sktadowe R’ jk1 tensora Riemanna odczytujemy ze wzoru

, 1 .
'le = ileklek Ae. (22)

Dla jasnosci wypiszmy:

R / !

Rl99 = R%110 = —f?, Rl313 = R313 = —2]%7 R4y =RYuu = —2% (23)

/ /

—R%353 = R%393 = 577 —R%j94 = Rl99y = ;7, —R3j34 = R334 = TLQ (24)

Rijm = —R'nk (25)

a pozostate sktadowe R’ jkl S8 Zero.
Sktadowe R;; tensora Ricciego obliczamy ze wzoru

Rij = RFy;. (26)
Otrzymujemy nastepujacy wynik
/ ” /
Ry = £ + F —Ros, Rs3 = —iz I Rua (27)
T 2 T r



Ri; =0 dla i # j. (28)
Skalar krzywizny Ricciego,
. 9 Af
R:g'URij :—R11+R22+R33+R44: _Tg_Tf_f”‘ (29>
Rownania
RU = Ag’tja A = const (30)

sprowadzaja sie do nastepujacych dwodch réwnan,

fl f”
e + 5= —A, (31)
[ f
czyli
2f +rf? = —2rA, (33)
f+rf =—riA. (34)

Ale pierwsze rownanie wynika ze zrozniczkowania drugiego, a wiec wystarczy rozwigzaé
drugie.
Szybka metoda, to zauwazenie, ze drugie rownanie ma postaé

(rf) = —r?A (35)
a wiec
rf= —%T3A +A, A=const. (36)
Czyli ogélnym rozwiazaniem jest
f= _%rzA 4 é, A = const, (37)

gdzie A jest dowolna stals.
Metoda systematyczna, to zapisa¢ rownanie, jako
f

f= - rA. (38)



Ogolne rozwigzanie ma postaé

f =h+ fszcz (39)

gdzie h jest rozwigzaniem réwnania liniowego
h = —— (40)

za$ fszez Obliczamy z rezolwenty

oraz znanego wzoru
Jsaea(1) = / U(r,s)(—sA)ds. (42)
T0

W obu przypadkach, zauwazmy, ze dla ustalonych wartosci A oraz A w (38), zakres
zmienno$ci wspotrzednej r musi by¢é tak dobrany, aby f(r) > 0, czyli

3A

T A (43)

Statosci wspolczynnika A nie trzeba zaklada¢. Wynika on z tozsamosci

V(R — %Rgij) =0. (44)
W rzeczy samej,
Ri; = Rgij = Ri; — %Rgij = —Agij, (45)
a wowczas tozsamosé implikuje
0= V(R — %Rgzj) = —VjA. (46)

Zadanie 2 (dla dociekliwych). Przyspieszenie a obserwatora zdefiniowanego przez linie
catkowg pola Killinga & tensora metrycznego g (czyli pola wektorowego takiego, ze L¢g = 0)
zdefiniowane jest jako

at = Vi, gdzie u:= 13 (47)



jest czteropredkoscia obserwatora i zakladamy, ze £°¢; < 0. Wiedzac, ze

Vi (€9¢;5)

4 = S 5T
' 26k¢y,
obliczy¢ przyspieszenie a dla pola Killinga

0

S

w przypadku metryki g z zadania 1 przyjmujac

Ile wynosi granica dtugosci \/a’a; dla r = rg, gdy

flru) =

Czes$é¢ dodatkowa (dla zainteresowanych). Udowodnié wzor (48).

Rozwiazanie
Dla tensora metrycznego z Zadania 1,
ey =—f
a wiec
d /
a;e’ = 2JJZ fodr

Czyli czterowektor przyspieszenia

i _gra g g (M
a0, =g arar—Q&n— 2 3A Or

w uktadzie wspotrzednych (¢, 7, o1, ¢?). Zas jego dugosé

Ale dla r = rg w mianowniku pojawia sie zero. Obliczamy

(%)
rm=\=7%)

(48)

(54)



zas
3M\ 3
f,(’l“g) = O = T‘g = <A) . (57)
Zatem
f'ra) #0 (58)
1
a;at — oo, gdy r—rg. (59)

Wyprowadzenie wzoru (48) z ogblnego wzoru na czterowektor przyspieszenia

a=V__ ¢

£
—&ie; V —fjfj
wymaga zauwazenia, ze poniewaz £ jest polem Killinga, to
Ve(&) = Le(§ gin) = FE Legin = 0, (61)

oraz, ze po opuszczeniu indeksu

(60)

1
Ve&i = ip = ¢ = —5(5k§k),i. (62)
Wowczas, po opuszczeniu indeksu w (60) dostajemy

b = VS :Vi(fjfj)
b —gkek o 28ig;

co nalezalo wykazac.
Zadanie 3 (dla pasjonatow). Na n-wymiarowej rozmaitosci M dany jest tensor metryczny
g = gijei & el
oraz odpowiadajaca mu beztorsyjna i metryczna koneksja. Zaldézmy, ze funkcja V', spetnia
gijViVVjV = const, gdzie gikgkj = 5; (64)

Wykazaé, ze pole wektorowe

X' i= g™V, (65)



jest geodezyjne, czyli
VxX =0.

Dla tensora metrycznego

2M 1
g:-—<r—r>cﬁ®dﬁ+1_2Mdr®dr+r2w9®d9+ﬁﬁ%md¢®d@

znalez¢ funkcje V taka, ze
gIV,VV,;V =0
zakladajac, ze
ov._ov _
o0 0
Wypisaé¢ réwnanie definiowanych przez nig krzywych geodezyjnych.
Wskazéwka Mozna przyjaé, ze

V=t+R(r).

Rozwiazanie
Istotna wtasnoscia pola X jest,

ViX; = ViV, V = V;V,V = VX,

Zaiste, po opuszczeniu indeksu

. . 1 . 1 ..
(VxX)j = lein = XZVJ'XZ' = iv](XZXz) = §Vj(gZ]V2‘VVjV) = Vj(O) = 0.

Oznaczmy

Warunek (68) przyjmuje postaé

0=(t+R),;(t+R); 97 =g"+ (R)g" = -

(70)

(73)

(74)



czyli

1

R =+=.

f

Rozwiazania sa dwa, wybierzmy jedno z nich, n.p.

R =

1

;-

A zatem, modulo stata, ktorg zawsze mozemy dodac do V/,

1
R:/drl_zM:/dr<l+

r

r—2M

2M > = <r+2M1n

Roéwnanie geodezyjnych, ktérego szukamy ma postaé

dt dr

s Xt s = X", 6 = const, ¢ = const,
gdzie
Xdt + X,dr = dV = dt + R'dr,
a wiec
t tt 1 / /
X=¢g"=——= X" =¢"R =fR =1
f
A zatem rownanie przyjmuje postac
a1 r
dr  f  r—2M’

r—2M
2M

).

(75)

(76)

(77)

(81)



