Zadania z OTW
seria 2

Zadanie 1.
Generatorem translacji odwrotnej przestrzeni R? nazywamy pole wektorowe

T0, := (2 (tb:rb> x — (xbxb) ta) 0a (1)
gdzie t*9, to pole wektorowe generator (zwyktlej) translacji
t* = const (2)
a index "a"jest obnizany tensorem metrycznym
gg = dr' @ da' 4 da? ® da? + da® @ da® (3)
czyli
th=t1, 2 =ty, 3 =t3, ' =m1, 2% = 29, 2° = u3. (4)
Obliczy¢ pochodna Lie’'go Lrgg 1 wykazaé, ze

Lrge = 4(x.t")gE. (5)

Zadanie 2. Rozwazmy odwzorowanie inwersji
¥ :R7\ {(0,0,0)} — R’ (6)

(@

)= T @ g

Obliczy¢ pchniecie 1.t statego pola wektorowego (2). Poréwna¢ wynik z polem wektorowym
(1).
Zadanie 3. Obliczy¢ potok

¥y R — R3, T €R. (8)
pola wektorowego T' (1) w przypadku
t=0,. 9)

Obliczy¢ cofniecie tensora gg (3) potokiem 1, czyli tensor ¥¥gr. Wykazaé, ze

1
298 (10)

xo
YrgE = 14272+ 72



Przypomnienie: Y (df @ df) = d(f o) @ d(f o17)

Zadanie 4. Rozwazmy 5-cio wymiarowa przestrzen Minkowskiego (M, 1),

My = R® (11)
nN=—-dtdt+dr®dr+dy®dy+dz®@dz+ dw® dw (12)

Rozwazmy powierzchnie
Myg C R® (13)

zdefiniowana réwnoscia
nijr'e? = R%, R = const. (14)

Jest to zanurzenie przestrzeni de Sittera. Obliczy¢ tensor g indukowany na Mgg przez
tensor n. Znalezé w Mys pole wektorowe £, ktére spelnia

[,gg =0. (15)

Ile takich pdl tatwo jest skonstruowac?
Wskazowka: Wykorzysta¢ pola wektorowe X;; w My dane wzorem

Xij = :L’Z'aj - :L’jaz‘ (16)

gdzie indeksy zostaly obnizone metryka 7.
Zadanie 5. Dla kazdej funkcji

f:RPSR (17)
definiujemy 2-forme rézniczkowa

B f}lde A dx® + f’gdx?’ Adxt + f73d$1 A da?

o NN .
wszedzie, gdzie
df # 0. (19)
Funkcja f zadaje takze powierzchnig¢ Sy C R3, tak ze
fzt, 22, 23) = 0. (20)

W dalszej czesci zadania rozwaz nastepujace 3 przyktady funkeji f:

flat 2 a®) = at, /(@) + (22)? + (29)2, V/(21)? + (22)2 (21)




Dla dowolnej funkcji b : R? — R sprowadz calke z 1-formy hw I3

hw (22)
Sy

do zwyklej calki po odpowiednim obszarze w R?. Dla ktérej orientacji powierzchni S + catka
(22) jest dodatnia dla kazdej dodatniej funkcji h?

Zadanie 6. Dana jest 1-forma
w = iwijda: A dx?

w R3. Wyraz calke

/C dw (23)

C:=0,1? (24)

po wnetrzu szeScianu

przez caltki z w po $cianach sze$cianu C':

0,1] x [0,1] x {0}, [0,1] x [0,1] x {1}, ... . (25)



