Zadania z OTW
seria 4

Zadanie 1. Na rozmaitoisci M o wymiarze 4 dany jest tensor metryczny
g=—dt®dt+d*(t) (da' ® da' + da® ® da® + da® ® da?) . (1)

Wybraé ko-reper (e, ...,e?) i obliczyé: (i) 1-forme koneksji I'';, 4,7 = 0,1,2,3 zakladajac
jej beztorsyjnosé oraz metrycznosé, (ii) 2-forme krzywizny R*; = %R;klek A e, (iii) tensor
oraz skalar Ricciego

Rij = Rkikj, R := ginij- (2)

Zadanie 2. Dany jest tensor metryczny
1
f(r)
Wybraé ko-reper (e, ...,e?) i obliczyé: (i) 1-forme koneksji I'';, 4,7 = 0,1,2,3 zakladajac

jej beztorsyjnosé¢ oraz metrycznosé, (i) 2-forme krzywizny R?; = %R;klek A e, (iii) tensor
oraz skalar Ricciego

—f(r)dt ® dt + dr @ dr + (dz' ® da' + da® ® dz?) . (3)

R;; = Rkikj, R = ginij. (4)
Zadanie 3. Na n-wymiarowej rozmaitosci M dany jest tensor metryczny
g = gijei & el
oraz odpowiadajaca mu beztorsyjna i metryczna koneksja. Zalézmy, ze funkcja f, spelnia
gijViijf = const, gdzie gikgkj = 5; (5)
Wykazaé, ze pole wektorowe
X' i=g"* Vi, (6)
jest geodezyjne, czyli

VyX =0. (7)



Zadanie 4. Wykazaé¢ nastepujacy zwiazek pomiedzy pochodna Liego oraz beztorsyjna
pochodng kowariantng w dziataniu na dowolna jednoforme w = w;e’

(Lxw); = Vxw; + wp Vi XF. (8)
Uogo6lni¢ ten wzor do dziatania na dowolne pole tensorowe Tijei ®el,
(LxT)y = VxTij+ TiyViX* + TV, X5, (9)
Wykazaé, ze dla tensora metrycznego g oraz beztorsyjnej i metrycznej koneksji, zachodzi

(Lx9);; = ViX; + V;X;, Xi = g X" (10)

Zadanie 5. Pole wektorowe X zdefiniowane na n-wymiarowej rozmaito$ci M jest polem
Killinga tensora metrycznego g, czyli

Lxg=0. (11)
Krzywa
[10,T1] 2T+ p(r) € M (12)

jest krzywa geodezyjng beztorsyjnej i metrycznej koneksji. Wykazaé, ze

% (X' (p(m)pi()) =0,  gdzie  p; = gup". (13)

Wskazowka.

(X pi(r) = (X0e) = Ty (Xp) (14)

Zadanie 6. Na n-wymiarowej rozmaitosci M dany jest tensor metryczny
9 =gije' @€

oraz odpowiadajaca mu beztorsyjna i metryczna koneksja. Zalozmy, ze pole Killinga (patrz
powyzej), spelnia

9i; X' X7 = const. (15)
Wykazaé, ze wowczas pole wektorowe X jest geodezyjne, czyli

VxX =0. (16)



