
Zadania z OTW
seria 4

Zadanie 1. Na rozmaitoiści M o wymiarze 4 dany jest tensor metryczny

g = −dt⊗ dt+ a2(t)
(
dx1 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx2 + dx3 ⊗ dx3

)
. (1)

Wybrać ko-reper (e1, ..., e4) i obliczyć: (i) 1-formę koneksji Γi
j , i, j = 0, 1, 2, 3 zakładając

jej beztorsyjność oraz metryczność, (ii) 2-formę krzywizny Ri
j = 1

2R
i
jkle

k ∧ el, (iii) tensor
oraz skalar Ricciego

Rij := Rk
ikj , R := gijRij . (2)

Zadanie 2. Dany jest tensor metryczny

−f(r)dt⊗ dt+
1

f(r)
dr ⊗ dr +

(
dx1 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx2

)
. (3)

Wybrać ko-reper (e1, ..., e4) i obliczyć: (i) 1-formę koneksji Γi
j , i, j = 0, 1, 2, 3 zakładając

jej beztorsyjność oraz metryczność, (ii) 2-formę krzywizny Ri
j = 1

2R
i
jkle

k ∧ el, (iii) tensor
oraz skalar Ricciego

Rij := Rk
ikj , R := gijRij . (4)

Zadanie 3. Na n-wymiarowej rozmaitości M dany jest tensor metryczny

g = gije
i ⊗ ej

oraz odpowiadająca mu beztorsyjna i metryczna koneksja. Załóżmy, że funkcja f , spełnia

gij∇if∇jf = const, gdzie gikgkj := δij . (5)

Wykazać, że pole wektorowe

Xi := gik∇kf, (6)

jest geodezyjne, czyli

∇XX = 0. (7)
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Zadanie 4. Wykazać następujący związek pomiędzy pochodną Liego oraz beztorsyjną
pochodną kowariantną w działaniu na dowolną jednoformę ω = ωie

i

(LXω)i = ∇Xωi + ωk∇iX
k. (8)

Uogólnić ten wzór do działania na dowolne pole tensorowe Tijei ⊗ ej ,

(LXT )ij = ∇XTij + Tkj∇iX
k + Tik∇jX

k. (9)

Wykazać, że dla tensora metrycznego g oraz beztorsyjnej i metrycznej koneksji, zachodzi

(LXg)ij = ∇iXj +∇jXi, Xi := gikX
k (10)

Zadanie 5. Pole wektorowe X zdefiniowane na n-wymiarowej rozmaitości M jest polem
Killinga tensora metrycznego g, czyli

LXg = 0. (11)

Krzywa

[τ0, τ1] 3 τ 7→ p(τ) ∈M (12)

jest krzywą geodezyjną beztorsyjnej i metrycznej koneksji. Wykazać, że

d

dτ

(
Xi(p(τ))ṗi(τ)

)
= 0, gdzie ṗi := gikṗ

k. (13)

Wskazówka.

d

dτ

(
Xi(p(τ))ṗj(τ)

)
= ṗ

(
Xiṗi

)
= ∇ṗ

(
Xiṗi

)
(14)

Zadanie 6. Na n-wymiarowej rozmaitości M dany jest tensor metryczny

g = gije
i ⊗ ej

oraz odpowiadająca mu beztorsyjna i metryczna koneksja. Załóżmy, że pole Killinga (patrz
powyżej), spełnia

gijX
iXj = const. (15)

Wykazać, że wówczas pole wektorowe X jest geodezyjne, czyli

∇XX = 0. (16)


