Zadania z OTW
seria 5 - kolokwialna

Zadanie 1. Na 4-wymiarowej rozmaitosci M dany jest tensor metryczny

1

g=—f(r)dt® dt+ i )dr ®dr +1° (d¢' ® do' + d¢* ® d¢?) (1)
r
gdzie funkcje (¢!, 2, t,r,) tworza uktad wspotrzednych tam, gdzie
fr) #0. (2)

Wybraé ko-reper (e!,...,e*) i obliczyé: (i) 1-forme koneksji F?j, i,j = 1,2,3,4 zakladajac
jej beztorsyjnosé¢ oraz metrycznosé, (ii) 2-forme krzywizny R*; = %R;klek A e, (iii) tensor
Ricciego R;; oraz skalar Ricciego R, czyli

Rij = Rkikj, R := ginij. (3)
Znalezé wszystkie funkcje f, dla ktorych
Rij = Agi;, and A = const. (4)

Uwaga: To nie ma znaczenta dla rachunkow, ale dla wizualizacji mozna przyjaé, zZe wspot-
rzedne @b, 9% przygmuje wartosci w przedziale [0,27) i parametryzujg torus To = S1 x Si..

Zadanie 2. Na 3-wymiarowej rozmaitosci M dany jest tensor metryczny
g=Ae'@el + Be? @ e? 4+ Ce® @ €2, A, B,C = const, (5)
gdzie reper (e!,e?,e3) spehia

de! =e*nNed, de? =3 nel, de® = —e' Ne? + Bel Ae® + Fe? AéP. (6)

Obliczyé: (0) E, F, (i) 1-forme koneksji I';, i, j = 1,2,3 zakladajac jej beztorsyjnosé oraz

metrycznosé, (ii) 2-forme krzywizny R?; = 1R§. e Ael, (iii) tensor Ricciego R;; oraz skalar
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Ricciego R, czyli
Rij = Rkikj, R := ginij. (7)
Zmalez¢ wszystkie wartosci stalych A, B, C, dla ktorych

R;j = Agij, A = const. (8)



Zadanie 3. Przyspieszenie a obserwatora zdefiniowanego przez linie catkowa pola Killinga
¢ tensora metrycznego g (czyli pola wektorowego takiego, ze L¢g = 0) zdefiniowane jest
jako

A A 1
a':=Vyu', gdzie wu:= 1 9)

V=€

jest czteropredkoscia i zakladamy, ze £%¢; < 0. Wykazadé, ze

Vi (€7¢5)
a; = ———+. 10
&, 1)
Obliczy¢ przyspieszenie a dla pola Killinga
0
= — 11
=0 (1)

w przypadku metryki g:
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g=- (13r2> dt®dt+mdr®dr+r2 (d6 @ df + sin® () dp @ d¢)
— 3T

r 3
(13)
gdzie M oraz A sa state. W przypadku (i) jaka jest asymptotyka a dla duzych r, a jaka jest
granica wielkosci a‘a; gdy r — 2M? W przypadku (ii) dla jakiej wartosci wspotrzednej r
odpowiadajacy jej obserwator porusza sie po geodezyjnej?

Zadanie 4. Udowodnij nastepujaca implikacje
1
R;; — iRgij = Agi]’ = A = const, (14)

gdzie R;; jest tensorem Ricciego a R skalarem Ricciego tensora metrycznego g.



