
Zadania z OTW
Seria 7 - Noworoczna

Zadanie 1. Dany jest tensor metryczny „Schwarzschilda- de Sittera"

g = −(1− 2M

r
− Λr2

3
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− Λr2

3
)−1dr2 + r2

(
dθ2 + sin2 θ dφ2

)
. (1)

Obliczyć skalar

K(r) = RijklR
ijkl (2)

i znaleźć wartości r dla których funkcja K nie jest zdefiniowana.
Dla ułatwienia podajemy 2-formę krzywizny Rij dla metryk tej klasy, czyli dla

g = −eΦ(t,r)dt2 + eΨ(t,r)dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θ dφ2

)
. (3)

w reperze

e1 = eΦdt, e2 = eΨdr, e3 = rdθ, e4 = r sin θdφ. (4)

2-forma krzywizny wynosi:
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R34 =
1− e−2Ψ

r2
e3 ∧ e4. (9)

Uwaga, tam gdzie współczynnik przy dt2 w (1) jest dodatni należy w metryce (3) za-
mienić r ↔ t.

Zadanie 2. Rozważmy tensor metryczny Schwarzschilda

g = −(1− 2M

r
)dt2 + (1− 2M

r
)−1dr2 + r2

(
dθ2 + sin2 θ dφ2

)
, M = const > 0, (10)
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w obszarze, w którym

1− 2M

r
> 0. (11)

Zakładamy, że pole wektorowe ∂t jest skierowane w przyszłość.
Dokonać transformacji tensora metrycznego do współrzędnych (v, r, θ, φ), gdzie funkcja

v jest zdefiniowana wzorem

dt = dv − dr

1− 2M
r

. (12)

Wykazać, że współrzędne te pozwalają rozszerzyć dziedzinę metryki (10) do obszaru zawie-
rającego powierzchnię

1− 2M

r
= 0 (13)

Czy punkt materialny może przedostać się z obszaru

1− 2M

r
< 0 (14)

do obszaru

1− 2M

r
> 0? (15)

Jeśli nie, to jest to horyzont czarnej dziury.
Co w rozwiązaniu zadania zmieniłaby zmiana znaku w (12), czyli transformacja do

współrzędnych (w, r, θ, φ) zdefiniowanych wzorem

dt = dw +
dr

1− 2M
r

? (16)

Zadanie 3. Znaleźć postać geodezyjnej czasowej w metryce Schwarzschilda we współrzęd-
nych (v, r, θ, φ), zkładając

θ = const =
π

2
(17)

i korzystając ze stałych ruchu zdefiniowanych przez iloczyny

E := −uµTµ, L := uµΦµ, (18)

gdzie

T = ∂v, Φ = ∂φ (19)

to pola Killinga, a u to czteroprędkość punktu poruszającego się po rzeczonej geodezyjnej.
Czy geodezyjna dociera w skończonej wartości czasu własnego do punktu, w którym

r = 0? (20)


