Algebra z geometrig I1
semestr letni 2012/2013

Seria XV: Kilka rozwiazan
J. de Lucas

Zadanie 1. Oblicz wyznaczniki nastepujacych macierzy za pomoca rozwiniecia Laplace’a:
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Wyznacz macierze odwrotne macierzy A, B, D i E.

Roz:

Wyznaczniki: det A = —4,det B = —6,det C = 0,det D = 1,det E = 2 — 2¢,det F' = 0. Macierze
odwrotne:
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Zadanie 2. Oblicz wyznaczniki nastepujacyh macierzy oraz ustal ktore z nich i kiedy sa odwracal-
ne.
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i za pomoca rozwiniecia Laplace’a Dy = 1 = (—1)%, Dy = (=1)>"1D; = —1

(—1)3*Dy = —1 = (-1)*(~1)3(-1)%, Dy = (-1)**'D;s = 1

= (=1°(=D*(-1)

D, = (-1)""'D,_;.

To réwnanie rekurecyjne. W tym przypadku, mozna rozwiazaé¢ réwnanie nastepujaco

(n—2 kolumny)

D, = (_1)n+1 . (_1)4(_1)3(_1)2 _ (_1)(n+1)+n+...+2+1—1 — (_1)(n+1)(n+2)/2—1.

Macierz jest odwraczalna, gdy jej wyznacznik, tj. —x"~!(an + z)D,, jest rézny od zera, czyli x # 0

ian+x #0.
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To mamy réwnanie rekurrecyjne. Aby rozwiazaé, najpierw zalozemy, ze F,, = r™ dla pewnego r, to

=" o122 = = e — 12

Zatem r € {4,3}. Skoro ry =4 # r_ = 3, to mozna napisaé

E, = Ar} + Br"

)

7T=4A+3B,37=4>A+3’B= A=4,B=-3.

dla pewnych stalych A i B. Skoro F1 =7 i
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to Es = 37. Wiec,

E, = 4" —3m




Ta macierz jest zawsze odwracalna, skoro E; # 0 i E,, jest ciagiem rosnacym.

Zadanie 3. Sprawdz czy nastepujace macierze sa odwracalne. Jedli tak, oblicz ich macierze od-

wrotne.
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Roz: det A = —4 (Nie), det B = 1 (Tak), det C = 0 (Nie), det D = —1
trzeba pamietaé, ze Z/47 to piercienie, 1 1 3 sa odwracalne i 2,0 nie sg

(Tak). Aby obliczyé B~1
odwracalne, wtasnie 0 to

zero i 2 jest dzielnikiem zera (2 -2 = 0).
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Zadanie 4. Ustal, dla ktérych a nastepujace macierze sa odwracalne w C. Jesli istnieja, oblicz ich
macierze odwracalne.
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Roz: a) a # —6i, b) a # 1/2(—i £ iv/1 —14),¢) a ¢ {0,—1 — 2i}.
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Zadanie 5. Ustal, dla ktérych a € Z/47Z nastepujace macierze sg odwracalne lub maja nietrywialne
jadro (w Z/4Z).
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Kiedy 3a+1 jest elementem odwracalnym w Z/47Z, to macierz jest odwracalna, czyli albo 3a+1 =1
albo 3a +1 = 3. To, a = 0 lub a = 2. Macierz ma niezerowe jadro w/w 3a + 1 jest zerem albo
dzielnikiem zera, to albo 3a +1 =0 albo 3a + 1 = 2. Wiec, a =1 lub a = 3.

Zadanie 6. Dane f € End((Z/47)3) postaci
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S w o
Q = W



czy f jest bijekcja?

Roz: Wyznacznik tej macierzy to 3a? — 2. Wiemy, ze f jest injekcja, gdy wyznacznik nie jest
dzielnikiem zera. W Z/4Z to sie dzieje, dla 1,3. To, musi byé 3a? = 3 albo 3a% = 1. Mnozemy przez
3itoa?=11ia?=3. Tylko pierwsze rownanie ma rozwiazanie a = 1. Kiedy a = 1, macierz jest
odwracalna, to jest surjekcja. Zatem, f jest byjekcja w/w a = 1.



