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Seria XX, 25 III 2013 r.

Zadanie 1. Znajdz baze dualng do bazy C?

1 1 0
B := € = 1 , 6o = 0 ,€63 = 1
0 1 1
Rozwigzanie: Wiemy, ze baza dualna bazy kanoniczne;j
1 0 0
Boi: €1 = 0 , €0 = 1 ,€E3 = 0
0 0 1

to By ={e!=(100),e2=(010),¢*=(0 0 1)} Smukamy bazy B* = {¢',¢* ¢}
przestrzeni dualnej (C3)* takiej, ze
éle) =20/, i,j=123. (1)
Mozna zauwazy¢, ze dla dowolnego wektora v = Ae; + A2ey + Aes € C?, to
& (v) = &@(Aep + Ney + Nez) = Né(e1) + A& (eq) + VP& (e3).

Na przyktad, A A ‘ A
&(E;) = &@(New + Mey + Nles) = A& (e1) + A2 (ea) + A2é (e3),

gdzie A\ A2, \? to wspotrzedy wektora €; w bazie e, g, 3.
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Z tego i skoro

€1 = €1 + ey, €2 =€ t+e3, €3=¢e+es,
mozna warunki (1) napisa¢ macierzowo
1 00 el(e)) e'(ey) e'(es) et(e;) e'(es) e'(es) 110
01 0 |=| &e1) é*er) é%(es) | =| e(er) é*(ea) €%(e3) 1 01
0 0 1 ég<él) 73(62) 73(63) 73(61) 63(62) 63(63) 0 1 1
Wobec powyzszego wzoru, to
el(ey) e'(er) e'(es) Lo 11
62(61) é(eg) 62(63) = 1 0 1 25 1 -1 1
63(61) 63(62) ég<€3) 0 1 1 —1 1 1
Wiec,
1 1 1
élzi(el—l—eQ—e:g), éQ:§(el—eQ+e3), 5325(—614-62—0—63).

Uwaga: Mozna rozwigza¢ powyzsze ¢wiczenie za pomocg macierzy zmiany bazy w przestrzeni
dualnej. Dana forma liniowa w € E* i wektor v € E, mamy, ze

w(v) = wp~ - vp,

gdzie vp to wektor (kolumnowy) v we wspéhrzednach bazy B i wp to wspotrzedny formy liniowej w
(vektor poziomowy) w bazie dualnej B*. Niech A bedzie macierza zmiany bazy od B do By, to

wv) =wp- - A A vg=wp-- A g, = WBs * UB,-
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Skoro to prawda dla dowolnego v, to wps = wp- - AL

Mozemy stosowa¢ poprzedni wynik do naszego problemu. We wspotrzednach bazej dualnej do
€1, €, 9, czyli B*, wektory &', &%, & maja posta¢ (1,0,0), (0,1,0) i (0,0,1). Skoro macierz zmiany
bazy od B do By to

1 10
10 1],
011
to wspolrzedny form liniowych e',e!, &' w bazie B dualnej do bazy kanonycznej to

1 00 1 1 1 -1 1 1 1 -1
010 5 2
0 01 -1 1 1 -1 1 1
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—_

Wigc, j-tej wiersz to wspolrzedny & w bazie Bg, czyli

1 1 1
el = (el +e*—¢?), &2 = —(e! —e? + %), e® = —(—e' +e* +¢e?).
2 2 2
Zadanie 2. Znajdz baze dualng do bazy B := {1, z, %, e 7%} przestrzeni wektorowej rzeczywi-

stych funkcji wielomianowych nie posiadajacych stopnia wyzszego niz n.
Rozwiazanie: Mozemy zdefiniowa¢ nastepujace odwzorowania liniowe od R,,[z] do R postaci

&P

UJ](P(JT))—E(O), ]:1,,71, (2)
i wy(P(x)) = P(0). Czesto pisze si¢ w literaturze, ze
dO
@P(x) = P(x).

Wiec, (2) mozna zdefiniowaé tez dla j = 0. Mozna widaé, ze w; to funkcja liniowa

wVP(@) + 1Q() = L P(e) + 1 Q())(0) = (Adjp " C”Q) 0)

dx? den P
&’ P aQ
= AT(0) 4 1 (0) = hey(PL)) + iy Q).
Ponadto, mamy, ze dla k =0, ..., n,
; 0 j>k
& (2 k! ’
(o prty = T gy 1 ik
! I (k= N0) <k,
Czyli
; 0 j>k
& (zF /K ’ ’
BAC A LVRS SR N
v 0, j<k.

7 tego, w;(x* /k!) = 55? i wp,...,w, tworza baze dualna bazy 1,z,2%/2,... 2" /nl.

Zadanie 3. W bazie kanonicznej, znajdZz macierz endomorfizmu przestrzeni wektorowej Q° rzutu-
jacego wzdtuz podprzestrzeni

1 0 0 -1 0
1 0 0 1 0
span 10,1 3 |,] 1 na podprzestrzen span 2 1
1 2 0 3 2
1 1 1 4 3



Zadanie 4. Niech f: M — N bedzie dowolnym surjektywnym homomorfizmem grup abelowych.
Udowodnij ze odwzorowanie transponowane f7 : Homgz(N,Z) — Homgz(M,Z) jest injektywne. Podaj
przyktad injektywnego homomorfizmu grup abelowych ktérego odwzorowanie transponowane nie jest
surjektywne.

Rozwigzanie: Dane f? : Homgz(N,Z) — Homgz(M,Z), mamy, ze dla dowolnych wi,w, €
Homy(N,Z),

ST (wr) = fT(wa) = wio f=wyof.

Skoro f jest surjekcja, dla kazdego elementu n € N istnieje m € M taki, ze n = f(m). Wieé, z
zatozenia f1(w;) = fT(wy), to

wi(n) =wy o f(m) =ws o f(m) = wa(n).

Wowcezas, wi(n) = wy(n) dla dowolnego n € N, czyli w; = wy i fT jest injekcja.

Natomiast, mozemy zdefiniowaé réznowartosciows injekcja grup f : M — N taka, ze f7 nie jest
surjekcja. Na przyktad, niech f bedzie homomorfizmem f : Z — 7Z takim, ze f(1) = k ¢ {0,1}.
Mozna zauwazy¢, ze f jest injekcja. Wlasnie, jezeli f(n) = f(n'), to f(n) = nf(1) = n'f(1). Skoro
f(1) # 01 Z nie ma dzielnikéw zera, to n = n/. Mozemy udowodnié¢, ze f7 nie jest surjekcja.
Wprowadzamy dowdd nie wprost. Jezeli fT jest surjekcja, to dla formy linowej w : t € Z — w(t) € Z
takiej, ze w(1) = 1, istnieje forma liniowa w; € Hamy(Z,Z) taka, ze

fAlw)=w=wof(l)=wl)=w(k)=1=kw(l) =1

Skoro k nie ma elementu odwrotnego, nie istnieje w; taka, ze kw;(1) = 1. Wiec, w ¢ Imf7 i fT nie
jest surjekcja.

Zadanie 5. Niech 2, -, z, € Cbeda réznymi liczbami zespolonymi. Udowodnij ze zbi6r {ev_; }7_,
funkcjonatéw ewaluacyjnych jest baza przestrzeni dualnej do przestrzeni C,[z] wszystkich wielomia-
nowych funkeji zespolonych nie posiadajacych stopnia wigkszego niz n. Znajdz baze C,[z] do ktorej
{ev.,; }7_, jest baza dualna.

Rozwigzanie:
Bedziemy podaé baze przestrzeni C,[z] postaci
P(s) = (z—zg)~(z—zl)~...-(z/—\zi);;- o) Gmz)

(zi—20) (i —2z1) oo (zi—2) oo (26— 2n)

—

gdzie (z — z;) oznacza, ze taki termin nie pojawia sie w wzorze. Wtasnie, to sa wielomiani stopnia n
i ponadto
) . .
P.,(zj) = 9}, i,j=0,...,n.

Takie wielomiany sa liniowo niezalezne, wtasnie
Z)\jsz(z) =0 VzeC
j=0

oznacza, ze

> NP (z) =0 dla k=0,...,n.
=0

Z tego,
Z/\jsz(zk):)\k:O dla k=0,...,n.

J=0

i sa liniowo niezalezne. Ponadto, generuja przestrzen wymiaru n + 1. Skoro dim¢ C,[z] =n + 1, to

(P, ..., P.,) = Cylz].
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Mozna widaé, ze ‘
ev, (P, (2)) = P.,(2) = 6j, dlai,j=0,...,n.

Wiec, ev;, : Cyu[z] — C, dla j = 0,...,n otworza baze¢ dualng bazy P, (z), dla j =0,...,n.

Zadanie 6. Niech M i N beda prawymi modutami nad dowolnym pierscieniem R. Udowdnij ze,
jesli M i N posiadaja skoniczone bazy, to (M @& N)* = M* @ N*.
Rozwigzanie: Bedziemy zdenifiniowa¢ morfizm

p:we(MDN) — (wy,w|y) € M* D N*
gdzie w|ys to obciecie (restrykeja) formy liniowej w do M i w|y to obcigcie formy w do N. Nastepujaco,
udowodnimy, ze ¢ to izomorfism i z tego (M & N)* = M* @ N*.
Udowodnijmy, ze ¢ to injekcja. Dany wy,ws € (M & N)*, to
d(wr) = d(we) = wilm = wolm @ wily = waln.
Niech {my,...,m,} bedzie baza M i {ny,...,ns} bedzie baza N, to
wi(Amy + . F ANmy Fang o psng) = wr(Amy o+ Amy) Fwr(pang o+ peng).

Skoro wi |y = we|y 1 wi|y = waln, to

wi(Amy + .o Amy Fang o psng) = wae(Amy .+ Amy) Fwa(pang o+ pgng).

wi(Amy + .o Amy Fpang o psng) = wa(Amy o Ay ang . psng).
Czyli wy = wy 1 ¢ jest injekcja.

Teraz, korzystajac z baz, mozna udowodni¢, ze ¢ jest surjekcja. Dane wy, € M* i wy € N*,
mozemy zdefiniowaé

wAimy + ...+ Ny 4 g o+ peng) = wyr(Amg 4+ Aemy) + wn (pang 4 -+ psng)

Mozna widaé,ze w to forma liniowa. i ¢(w) = (war, wn). Wiee, ¢ to surjekcja.
Wiec, ¢ jest surjekcja i injekcja, czyli ¢ jest izomorfizmem i N* & M* = (N & M)*.



