Algebra z geometrig 2012/2013

Seria XXVI, 20 V 2013 r.

Zadanie 1. Niech V bedzie dowolng zespolona przestrzenia wektorowa z iloczynem skalarnym
dopuszczajacym baze ortonormalna. Udowodnij ze macierz przejscia z jednej bazy ortonormalnej do
drugiej musi by¢ zawsze unitarna.
Rozwiagzanie: Niech B = {¢;}ien 1 B’ = {€}}ien beda bazami ortonormalnymi. Mamy, ze
<€i7€j> = 5ij7 <6 €. > = 52']'7 Z,j € N

(2]

Macierz prejscia U z bazy B do B’ to macierz identycznosci w bazach B i B'. Wigc e; = 3, Uje}; dla
kazdej © € N. Z tego, dla dowolnych 7,7 € N wynika, ze

di; = (e | €5) <Z Uniey | ZUkjek> =22 Uulile; | ) =
Ik
=2 Uulidw = D Ul = Uyl = (UU);.
Ik 1
Wiece, U*U = Id. To oznacza, ze U* = U~ i UU* = Id. Wéwezas, U jest unitarna.

Zadanie 2. Podaj baze ortonormalng podprzestrzeni przestrzeni C* ze standardowym iloczynem
skalarnym generowanej przez wektory

1 1 1
1 —1 0
U = -1 ) Vg 1= -1 ) U3 -1
1 0 0

Rozwigzanie: Aby poda¢ baze ortonormalng przestrzeni zgenerowanej przez vy, vs,v3, najpierw
musimy ustali¢, ktory wektory sa liniowo niezalezne. W naszym przypadku, vy, ve i v3 sa liniowo
niezalezny. Aby to sprawdzy¢, wystarczy obliczy¢ rzad macierzy

1 1 1
t —1 0
-1 -1 -1
1 0 0

aby zauwazy¢, ze rzad jest réwny trzy. Wtasnie, wida¢, ze

i =i 0
—1 -1 —1|=i#0.
1 0 0

Teraz, stosujemy metode Grama Schmidta na e;, ey i e3. Wybramy dowolny wektor, np. vs, i
sprawdzamy jego norme. Jezeli jest rézna od jeden, to musimy podzieli¢ przez ta norme. W naszym
przypadku,

osl = oa [esy = [(1 0 =1 0)| % |=v2

0



Wiec, vs nie jest unormowany i zdefiniujemy nowy wektor

1

ﬁ (%R 1 0
3 = = = )

losl V2 —01

ktory jest unormowany. A jeszcze vo 1 vp nie sg ani unormowane ani ortogonalne do vs. Aby znalezé
unormowane wektory ktory zgeneruja taka sama podprzestrzen jak vy, vy i v3, zmienimy teraz ve do
~ Uy — <?~13 | Uz>53
Vo = — —.
vz = (03 | v2) s

Widac, ze vs jest ortogonalne do v3:

(U | v2) — (U3 | va) (U3 | V3)
[va — (U3 | v2) V3]

(U | U2) =

W naszym przypadku (3 | v3) = /2, woéwczas

1 1 0
— _ oo -
—1 - <,U3 | U2>ﬁ -1 0 0

N 0 o) \o/) |

= 1 1 0 0
—i B oo - 0
-1 - <U3 | 02>ﬁ -1 0
0 0 0

Widaé, ze (0g | U3) = 01 (U2 | 02) = 1. Natomiast, vz nie jest ani ortogonalne do ¥y i U3 ani

unormowany. Aby poda¢ nowy wektor v3 spelniajacy takie wtasciwosci piszemy

T — U1 — (173 | U1>’173 - (172 | U1>’172
1 — — - — — .
[v1 = (U3 | v1) T3 — (V2 | v1) s

Jak wczesniej, widaé¢, ze v; jest jednostkowy. Ponadto, jest ortogonalne do v, i U3, np.

(2 | v1) = (05 | 01) (02 | 3) — (B [ 01) (0 [ B2) _ (G| v1) — (B [0)(B|T2) _
[o1 = (U3 | 01)D3 — (02 | 01) 02| lor = (@5 | v1)0s = (D2 [ vi) el

(02 | 01) =

Podobnie (73 | ;) = 0. Obliczmy ¥,. W naszym przypadku, (U3 | v1) = V2 i (U | v1) = —1, wiec

1 1 0 1 1 0
1 ~ 1 0 - ) ) 0 —1
-1 | (0s | 1}1)% -1 | (%2 | o) 0 -1 | -1 + 0
N 1 0 0 1 0 0
U1 =
1 1 0 1 1 0
? - 1 0 ~ ? () 0 —1
U I U Vil I Bl I SR I S R
1 0 0 1 0 0
Wowcas
0
5o 0
o
1



1 szukana baza to

0 0 1
5o 0 5 — —1 5. — 110
1 0 3 2 0 ) 3 \/§ -1
1 0 0
1
Zadanie 3. Wektor ¢; := — [ 2 | uzupetij do bazy ortonormalnej C3.

AW

Rozwiazanie: Aby rozwigzaé¢ problem, bedziemy podaé baze C3 zawierajaca €, i ortonormaliza-
my korzystajac za pomoca metody Grama Schmidta. Na przyktad, rozpatrywamy baze

1 1 0 0
eai=——7=1 2 |, =111, es: =1 0
V6 1 0 1
Jak w poprzednim zadaniu, sprawdzamy norme jednego wektora, np. ;. Widaé, ze ||e; || = 1. Wiec,

nie trzeba nic zrobi¢. Teraz, sprawdzamy, czy €, jest ortonormalny do €1, jezeli nie jest ortogonalne,
korzystamy z metody Grama Schmidta aby ortonormalizowa¢. Widaé, ze e; nie jest ortogonalne do

€1, wlasnie (€5 | €1) = 1/2/3. Wiec, ortonormalizujemy €3 na wzgledu €;, czyli

~ €2 — <€1 | €2>€1

€y = .
? H€2 — (e | €2>€1H
Wiec,
0 1
1| —-1/3] 2 )
_ 0 1 1 _1
2770 1 VBl
1 |—-1/3] 2
0 1

Wiec, €, juz jest ortogonalne do €;. Ponadto, widaé, ze jest unormowany, tj. ||&] = /(€& | &) = 1.
Teraz, ortonormalizujemy €3 na wzgledu € i €, czyli

~ &= <€2 ‘ €3>€2 - (61 ’ €3>€1
ez — (€2 | €3)€2 — {e1 | €3)er|

Skoro (€1 | e3) = 1/v/6 1 (& | e3) = —1//3 to

0 1 1
0]-16|2|+1/3] 1

. 1 1 -1 1 _(1)

s 0 1 1 Vel
o l-1/6)2|+1/3] 1
1 1 1

—_
|

—_
|
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Zadanie 4. Dane sa dwie macierze zespolone:

5 —1 —1 6 23
A=| -1 5 -1]|, B=| 2 -3 6
~1 -1 5 3 6 2

i) Pokaz ze A i B sa diagonalizowalne i kazdy z nich ma baze ortonormalna ztozong z wektorow
wlasnych.

ii) Zbadaj czy A i B maja wspolne wektory wlasne.
iii) Sprawdz czy endomorfizm C' = A + i B jest normalny.

Rozwiagzanie: Z prostego obliczenia wynika, ze A ma wartosci wtasne 6 i 3 i przestrzeni wtasne

-1 -1 1
V6:<Ué: 0 ,vgz 1 >, Vg,:<1)3: 1 >
1 0 1
Ponadto, wida¢, ze
Ve = ker(A — 71d)

i mamy baze wektorow wtasnych. Takie wektory nie muszg otworzy¢ bazy ortonormalnej. Tylko
mozemy zgwarantowac, ze wektory wlasny z réznimy wartosciami wlasnymi sg ortogonalne, czyli

(vg | vs) = (v§ | v3) = 0.

Z tej baze mozemy stworzy¢ baze ortogonalna. Wystarczy skonstruowaé¢ baze ortonormalng prze-
strzeni Vj i znormalizowac v3. Znormalizowanie wektora vz jest proste:

1
V3 V3 1
U3 = = — =

=2 =11
Tl = V3~ V3|,

Natomiast, mozemy tworzec ortonormalng baze Vg za pomoca metody Grama Schmidta, tj.

P I O e

Ve = ———— =
Tkl V2

O =

1
. 2
~1 Vg — <

v
)

Szukana baze wektoréw wlasnych A to

~1
1
i=—| -1, 7w=

Vi o

Natomiast, B ma wartosci wlasne —7 1 7 i przestrzeni wtasne

-3 9
V,7: <’Ul_7: 0 ,7)37: 1 >7 ‘/7: <U7:
1 0

W N =
~—



Ponadto, wida¢, ze
V_7 = ker(A + 71d)

i mamy baze wektorow wtasnych. Jak wczeniej, takie wektory nie muszg otworzy¢ bazy ortonormalne;j.
Tylko mozemy zgwarantowaé, ze wektory witasny z réznimy wartosciami wlasnymi sa ortogonalne,
czyli

(vl7 | vr) = (vZ; | vr) = 0.

Z tej baze mozemy stworzy¢ baze ortogonalna. Wystarczy skonstruowa¢ baze ortonormalna prze-
strzeni V_; i znormalizowac v;. Znormalizowanie v; daje:

U7 U7

lorll - V147

Natomiast, mozemy tworzec ortonormalng baze V_; za pomocg metody Grama Schmidta, tj.

Uy =

-2
2 1
~ _ V7, 1 1

v, = =
T VB,

-3 —2
o |-¢f 1
" ~ -3
~1 vl, — (@2, [vly)02; 1 6
’U_ = — — — — —_
T ol — (0% [ oly) 02|l -3 —2 V70 { 5
0 |-21 1
1 0
Wiec, szukana baza to
-3 —2 1
1 1 1

2
Vi | VAW Vi | 5

Aby sprawdzy¢, czy A i B majg wspélne wektory wlasne, trzeba sprawdzy¢, czy V_; N V3 albo
V: N V3 albo Vg N V7 albo Vg N V_; maja niezerowe elementy. Latwo sprawdzyc, ze

VoonVs={0}, VanVs={0}, VsnV;={0}, Vs NV_r=((1,-2,1)7).

Wowezas, jedyny wspolny wektor whasny, to (1, —2,1)%.
Abi sprawdzyc, czy C = A + iB jest macierzg normalng wystarczy widac, ze

CC*—-C"C=(A+iB)(A*—iB*) — (A" —iB")(A+iB) # 0.
Wtasnie, skoro A* = A1 B* = B, to
CC*—C*"C=(A+iB)(A—iB)— (A—iB)(A+iB) =i2(BA — AB) = 2i[B, A].

Skoro [B, A] # 0, to A + B to nie macierz normalna.

Zadanie 5. ZnajdZ wszystkie macierze normalne w M (C).
Rozwigzanie: Kazda macierz normalna jest diagonalizowalna i macierz przejscia do bazy orto-
normalnej jest unitarna. Z tego, kazda macierz normalna A € M,(C) ma postaé

a0
A_U<0 A2>U

5



gdzie A1, Ay € C. Pondato, kazda macierz tej postaci jest macierz normalng:

* >\1 0 * X1 0 x |)\1|2 0 *
AA—U<O )\2>UU<0 )\2>U—U< 0 A2 U

* o X1 0 * >\1 0 * |/\1|2 O *
AA—U<0 /\2>UU<0 )\2>U—U< 0 ol U

Wiec, mozemy obliczy¢ wszystkie macierzy normalne jezeli mozemy ustali¢ wszystkie macierzy
unitarny. To tatwe, jezeli piszemy
a b

. a b a* ¢\ (10
UU_Id:(cd)(b* d*>_<01>

a? +p? =1,  ac*+bd* =0, a'c+bd=0, | +|dP=1.

to

oznacza, ze

Moéwigc innaczej, (a,b)T i (¢, d)T tworza uktad wektoréw ortonormalnych. Dany dowolny unormowany
wektor (a,b)”, wektor ortogonalny ma postac \(b*, —a*)?, gdzie A € C. Skoro |a|> + [b]*> = 1, to
A(b*, —a*)" jest unormowany gdy 1 = |A*(|a*|* + [b*]*) = [A]*(|a]® + |b]?) = |A|?. Wowezas, |A] = 1,

a b
U= ( _b*eie a*ezo )

i macierzy normalne maja postac
A a b A O a* —be "
- —b* ei@ a*eie 0 )\2 b* ae—i@ :

Zadanie 6. W przestrzeni rzeczywistych funkcji wielomianowych generowanej przez 1, z, x2, z
iloczynem skalarnym danym przez (f|g) := [1, f(z)g(z)dz, skonstruuj baze ortonormalna.
Rozwigzanie: Dana baza
B=1{e, =165 =2,e3 = 2"},

korzystamy z metody Grama Schmidta, aby obliczy¢ baze ortonormalna. Zaczynajac z ey, widaé, ze
<€1 | €1> =2

Wiec, e; nie jest unormowany i musimy zdefiniowaé

~ €1
€1 = —F—=

V2
Teraz, skoro (€; | ea) = 0, to es juz jest ortogonalny do €;. Wiec, po prostu trzeba unormalizowad
go, czyli €3 = ey/||ea|| = 1/3/2e2 = 1/3/2x. Réwnowaznie, mozna korzystaé tez ze formuty

o, — 62—<gl | 62>€1 _ I—1/2<1|.T>
S e —@le)all  e—1/2(1] )|

=4/3/2x.



Na koncu,

__es— (@ |egyper — (@ |eg)er x? —1/2(1 | 2?) \/%;Hx 2 —1/2(1 | 2?)

lea — (1 | e2)er] 22 — 1/2(1 | 22) — /3/2(x | a2)z||  l2? = 1/2(1 [ 22|

gdzie korzystaliémy z (z | %) = 0. Woéwczas,

2?2 —1/3 2
g = ———— = — 2x? —1 .
R ey T G e

Szukana baza to



