Algebra z geometrig 2012/2013

Egzamin pisemny, 24 VI 2013 r.

Instrukcje: Kazde zadanie jest za 10 punktow. Praca nad rozwiazaniami musi by¢ absolutnie sa-
modzielna. Jakakolwiek forma komunikacji z kimkolwiek poza pilnujacymi egzamin jest catkowicie
zakazana. Zabronione jest tez korzystanie z czegokolwiek poza przyborami do pisania i czystymi
kartkami papieru formatu A4. Wszelkie oszustwa lub ich préby skutkowac beda usunieciem z egza-
minu. Rozwiazanie kazdego zadania musi znajdowaé si¢ na osobnej kartce (lub niepustym zbiorze
kartek) formatu A4 oraz by¢ napisane chlujnie i czytelnie. W nagléwku kazdego rozwiazania musza
znajdowac sie dane wypetnione DRUKOWANYMI literami i liczbami w systemie dziesietnym we-
dtug schematu: nr zadania, imie i nazwisko, nr indeksu, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia.
Najmniejsze nawet odstepstwo od tych instrukcji w ktorymkolwiek z zadan skutkowac¢ bedzie utrata
1 punktu w tym zadaniu.

Zadanie 1. Zdefiniuj macierz formy kwadratowej o : R” — R oraz pokaz ze znak jej wyznacznika
nie zalezy od wyboru bazy (3 punkty). Sformultuj twierdzenie pozwalajace na definicje sygnatury o
(1 punkt). Zbadaj dodatnio$¢, rzad i sygnature formy kwadratowej @ : R* — R w zaleznosci od
parametru A € R, gdzie

Q) = 2% + \y* +22% — 4wy — 222 + 6yz, v = (z,y,2)" € R (3 punkty).

Sprowadz forme ) do postaci kanonicznej (3 punkty).
~ Rozwigzanie: Trzeba pamigtac, ze jezeli A to macierz formy kwadratowe]j () w bazie B, macierz
A to macierz formy kwadratowek (Q w bazie B i P to macierz przejscia bazy z B do B, wtedy

PTAP = A.
Wowczas B B B
det A = det(PTAP) = det P" det Adet P = (det P)?det A

i znak det A jest réwny znak det A.
Dana formy kwadratowa w bazie B postaci

Qv) = > cijaix;,
i<j=1
jej macierz A w tej bazie ma elementy a;; = ¢;; dlai =1,...,rio; = ¢;/2kiedy ¢ # jii,j=1,...,r.
W naszym przypadku, macierz A formy kwadratowej @) jest

1 -2 -1
A= -2 X 3
-1 3 2

Z kryterium Sylvestera, forma kwadratowa jest dodatnia, gdy wiodace minory gtowne, czyli wynacz-
niki

1 9 1 -2 -1
D=1, D2:|_2 \ |:)\—4,iD3: -2 A 3 |=224+64+6-A-9-8=A-5.
-1 3 2

sg wiesze od zera. Wiec, @ jest dodatnio okreslona kiedy A > 5. Z kryterium Sylvestera, forma
kwadrawota @) jest ujemna gdy D; < 0, Dy > 01 D3 < 0. W naszym przypadku, to nigdy sie spetnia



bo D; =1 > 0. Wiec, @ jest dodatnia dla A > 5 i niezdefiniowana dla A < 5. Skoro D3 # 0 dla
A # 5, to rzad macierzy jest trzy dla A # 51 dla A =5 to ) jest zdegenerowana.

Aby prowadzic Q(v) do postaci kanonicznej, korzystamy z metody Lagrange’a. Najpierw, wpro-
wadzamy zmianne zmiennych. Skoro ayq; # 0, to zdefiniujemy
EIGIE

y+—z=x—-2y—z.
11 11

r=x+
Wtedy,

Q(V) = (T 42y + 2)* + \® + 222 — 4oy — 22 + 6yz = 2 + 4y° + 2° + 4yT + 272 + 4y
+ Ay 227 —dwy — 222 +6yz = 22 4+ (4 + N)y? + 322 +22(—2y — 2) +4y(—2y — 2) + 10yz =
P+ A=)y + 2" +2yz (1)

Macierz () w nowej bazie to

1 0 0
A= 0 N—4 1
0 1 1

Jezeli A # 4, to ans # 0 1 wprowadzamy nows zmianne zmiennych:

y = +%z— + ! z
Wiec,
2
Q(v)=§:2+(/\—4)(g— ! z) +22+22(g— ! z):
A—4 A—4
i
1 yz 222 A—5
B0 (P2 ) p 2o 2 (A 2
Qv)=1z"+( )(y +()\_4)2Z )\_4>+z+zy P z° 4+ ( )Y 1

Widaé, ze dla A > 5, @ jest dodatnio okreslona i signaura jest (3,0). Kiedy A = 5, macierz ma rzad
2, jest zdegenerowana i ma signature (2,0). Forma kwadratowa ) jest nieokreslona kiedy A < 5.
Ponadto, kiedy 4 < A < 5 signatura jest (2,1). Kiedy A\ < 4, signatura jest (2, 1).

Jezeli A = 4, to drpe = 0 musimy wprowadzi¢ inng zmianna zmiennych. Najpierw trzeba zdefinio-
waly=y+zizZ2=y—2z Wtedy,y=(g+2)/21 2= (y—2)/2 iz (1) wynika, ze

QW)=+ 22+ 2z =2+ (§— 2)2/4 + (P — 22)/2 = B2 + 352 /4 — 22 /4 — jz/2.

Macierz @) jest teraz

|
NN e)

_ a 1
J=y+=z=j— 3%
29 3
Wiec,
3 /. 1)\* 22 1 _/_ 3_ 1
Q(v) :3‘32+Z <g+32> —24—22<g+2) :97:2+Zg—§22.
Wowczas, () ma signature (2,1) dla A = 4.



Zadanie 2. Zdefiniuj iloczyn skalarny na zespolonej przestrzeni wektorowej oraz podaj wzor na
metryke indukowang przez iloczyn skalarny (4 punkty). W przestrzeni C* ze standardowym iloczynem
skalarnym, podaj baze¢ ortonormalng podprzestrzeni generowanej przez wektory

1 0 1
e = _1Z , ey = S , e3 = _(1) (6 punktow).
1 1 0

Rozwigzanie: Widaé, ze e; = ey +e3. Wiec, przestrzen V C C* zgenerowana przez ey, e i es jest
zgenerowana przez es i e3. Wowcezas, aby obliczy¢ baze ortonormalng podprzestrzeni V', wystarczy
ortonormalizowaé e; i e3. Stosujemy metode Grama—Schmidta:

~ €3 €3
€3 — = —.
lesl] V2
Natomiast,
~ €2 — <53, €2>€3
€y = —F——-—.
(e3,e3)
Widad, ze (€3, e9) = 0. Wowczas,
€2

52:7:
<€2>€2>

&
SIS

Wiec, wektory €5 i €3 tworza baze podprzestrzeni V.

Zadanie 3. Zdefiniuj sprzezenie hermitowskie endomorfizmu skonczeniewymiarowej zespolonej prze-
strzeni wektorowej, oraz udowodnij ze wartosci wtasne endomorfizmu samosprzezonego sa rzeczywi-

ste (4 punkty). W przestrzeni C3 ze standardowym iloczynem skalarnym macierz endomorfizmu

f € End(C?) w bazie kanonicznej ma postaé:

4+ 30 43 —6 — 2t
F = -4 4-31 —-2-06¢
642t —2—061 1

Oblicz wartosci wtasne f (3 punkty), oraz zbadaj czy f jest endomorfizmem: a) normalnym, b)
hermitowskim, c¢) unitarnym (3 punkty).
Rozwigzanie: Wartosci wlasne F' sg pierwiastkami wielomianu charakterystycznego F', czyli

4430 — A 4 —6—2i
pr(A\) =det(F —X)=| —4  4-3i—X —2—6i
6+2  —2—6i 1—A

Zamiast obliczy¢ wyznacznika (to trzwa dlugo i mozna tatwo sie myli¢) pamietamy, ze

pr(\) = (1PN + (1) FA2 e X+ det F = =2 +9X* + ¢\ + det F. (2)
Wiec,
4+ 31 49 —6 — 21 . 37 49 —6— 21 iR1+R2—R2
det F=| —4i 4—3 —2—6i |"TE7R 3 43 —g_¢ |

6+2 —2—-6i 1 12 —2—-6i 1

3 4 —6-—2 . .
detF=|0 =3  —12i |=3i ( j’; _;QZ )’ = 3.243 = 729.

0 —18—6i 9— 24




Widag¢, ze

_ 4
)

4—-31 —-2—-061

pF(/\) = — ’ . = —81
\—o —2— 61 1

c

6+ 2 1 41 4—-%

_‘ 4430 —6—2i

_‘ 4430 4i

Tez widaé, ze takie wyrazy sa jedyne ktore pojawiajg sie w pr(\) z \. Wowcezas,
pr(\) = (13X + (=1)* T FA2 +c A +det FF = —\% +9\% — 81N + 729 = —(\ — 3%)(81 + \?).

To specy, o) I = {9, 94, —9i}.

Macierz F w bazie kanonicznej jest hermitowska, gdy Fy; = Fy; dla i,j = 1,2,3. Z tego F; =
F; dla i = 1,2,3. Wiec, kiedy macierz F jest hermitowska, to elementy w diagonale sa liczbami
rzeczywistymi. Skoro F' nie spelnia takiego warunku, F' nie jest hermitowska. Ponadto, wartosci
wlasne F' nie sg rzeczywiste, to tez F' nie moze by¢ hermitowska.

Macierz F' jest unitarna wtedy i tylko wtedy F*F' = 1. W naszym przypadku

81 0 O
F*F=|0 81 0 |=8l11I. (3)
0 0 81
Wiec, F' nie jest unitarna. Ponadto, macierze unitarne maja wartosci wtasne A takie, ze |A| = 1.

Skoro specy, ) F' = {9, 94,9}, to F' nie jest unitarna. Natomiast, wida¢ z (3), ze F™* = S81F1L.
Wowcezas, F*F = FF* =811 i F jest normalna.

Zadanie 4. Niech V bedzie dowolng zespolong przestrzenig wektorowa wyposazong w iloczyn ska-
larny. Udowodnij ze, jezeli endomorfizm f € End(V') posiada baze ortonormalna wektoréw wtasnych,
to jest on endomorfizmem normalnym (4 punkty). Niech C? bedzie wyposazona w standardowy ilo-
czyn skalarny. Oblicz spektrum, wymiary podprzestrzeni wtasnych, oraz podaj baze ortonormalna
wektoréw wlasnych endomorfizmu f : C3 — C3 ktérego macierz w bazie kanonicznej jest postaci

0 4 0
fee=| -4 0 3 (6 punktow).
0 3 0

Rozwigzanie: Aby znalez ¢ baze ortonormalng musimy obliczy¢ wielomian charakterystyczny. Ko-
rzystajac z (2) mamy
pf()\) = —>\3 + C)\,

gdzie
d

d\ >

C

0 3 0 0 0 4
AzopF(A)__‘:’s 0’_‘0 0“’—4@ 0

Wieé, pp(A) = =A% + 25X i specyy, o) fe = {0, =5, 5}. Wektory whasne obliczymy nastepujaco:
Wektory wtasne z wartoscig A = 0 to sa elementy przestrzeni

0 42 0
ker fgg =ker | —4¢ 0 3
0 3 0
Wiee, v = (z,y, 2)T € ker fpp wtedy i tylko wtedy
0 4 0 T 0
4 0 3||lyl=1|o
0 3 0 z 0



Zatem y = 0 1 —4ix + 32 = 0. Wowczas, ker fgp = ((3,0,44)7) i mamy jeden wektor wlasne
10) = (3,0,44)7.
Wektory wtasne z wartoscia A = —5 to sa elementy przestrzeni

5 41 0
ker(fBB + 5]) =ker| —4i 5 3
0 3 5
Wige, v = (z,y, 2)T € ker fpp wtedy i tylko wtedy
0 x 0
3 y | =120
D z 0

5 4
—41 5
0 3
Skoro macierz 3 x 3 po lewej stronie ma wyznacznik r6zny od zera, jedno rownanie uktadu jest liniowa
kombinacjg innych i nie trzeba rozpatriwa¢ niej. Na przektad, tylko trzeba rozpatrywaé pierwsze i

trzeci wiersze. Wiec,
or +4iy =0 3y + 5z =0.

Z tego, y = bx/(4i) i z = 3y/5. Wigc, ker(fpp + 5I) = ((4i, —5,3)T).

-5 4 0
ker(fpp +5I) =ker | —4i —5 3
0 3 =5

Wiee, v = (2,4, 2)" € ker(fpp — 5i) wtedy i tylko wtedy

5 4i 0 x 0
—4i -5 3 y =10
0 3 -5 2 0

Skoro macierz 3 x 3 po lewej stronie ma wyznacznik rézny od zera, jedno rownania uktadu jest liniowa
kombinacjg innych i nie trzeba rozpatriwac niej. Naprzektad, tylko trzeba rozpatriwaé pierwsze i trzeci
wiersze. Wiec,

—5x + 41y =0 3y — bz =0.

Z tego, y = —bx/(41) i z = 3y/5. Wiec, ker(fpp + 5I) = ((44, 5, 3)T).
Skoro fpp jest hermitowska, jej wektory wlasne w wartosciami réznimy sg ortogonalne. Wiec,
wystarczy podzieli¢ kazde wektor przez jego norma, aby tworzy¢ baze wektorow wtasnych:

1 3 1 43 1 47
0y:=—1{ 0 |, |—5)=—+] =5 |, 5y :=——=| 5
5\ 4 V2 g W2\



