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Zadanie 1. (Podprzestrzenie wlasne i szeregi potegowe endomorfizméw.) Znajdz wszyst-
kie wartosci a € R dla ktérych speliony jest warunek (6 punktéw)

0 —1 0 1 -1
explal 1 0 0 -1 | = 1
0 0 1 0 0
Rozwigzanie:
Aby obliczy¢ exp a A, gdzie
0 -1 0
1 0 0],
0 0 1

zakladamy, ze A to macierz endomorfizmu f4 : C® — C? w bazach kanonicznych i wprowadzimy
zmiane do bazy gdzie A ma postaé¢ Jordana i mozna tatwo obliczyé exp(aA). To wymaga obliczy¢
wartosci wtasne i wektory wtasne odwzorowania liniowego macierzy A. Aby to zrobié¢, trzeba obliczy¢
wielomian charakterystyczny A, czyli

-A —-1 0
pa(A) = det(A — \I) = I =X 0 =(1=NA\+1)=(1-=NA\—=39)(\+1).
0 0 1-2X

Wartodci wlasne macierzy A to sa pierwiastki tego wielomianu, czyli {1,4, —i}. Wtedy, spec,, A=
{1,i,—i} iR =V,@V,® V., gdzie V, = ker(A—al) dla a = 1,4, —i. Teraz mozemy obliczy¢ wektory
wlasne A.

Wektory wlasne z wartoscia wlasng A = 1 sg elementami przestrzeni V; = ker(A — 1), czyli

-1 -1 0
ker(A—I)=%ker| 1 -1 0
0 0 0
Elementy ker(A — I) to sa rozwiazania uktadu
-1 -1 0 T 0
0 0 O z 0

Wiec,
—r—y=0, z-y=0,

i z ma dowolng wartos¢. Z powyzszych dwoch réwnan, wynika, ze v = y = 0. Wiec,
0 0

ker(A —1) = 0 [,zeC :< 0 >

z 1

Wektory wlasne z wartoscia wlasna A\ = i sa elementami przestrzeni V; = ker(A — il), czyli

- —1 0
ker(A—il)=ker[ 1 —i 0



Znowu, elementy ker(A — il) to sa rozwiazania uktadu

- —1 0 T 0
1 —3 0 y | =10
0O 0 1—1 z 0

Wigc,
—ir—y=0, z—1iy=0,

i 2z =0. Z powyzszych dwoch rownan, wynika, ze x = 1y i y jest dowolna. Wiec,

iy 1
ker(A —il) = y |,yeC :< 1 >
0 0
Aby obliczy¢ wektory wlasne z wartoscg wtasng A = —i albo korzystamy znowu z powyzszej metody,

albo korzystamy z tego, ze skoro

~
~

sprzezenie tego, jest

Czyli

to wektor wlasny z wartoscig —:. Wida¢, ze mamy baze wektoréw wlasnych

0 { —1
V1 = 0 s V; = 1 s V_; = 1
1 0 0

Taki wynik ma sens, skoro jest znane, macierze antysymetryczne sa zawsze diagonalizowalne (nad
C).
Korzystajac z tego, macierz morfizmu f4 w nowej bazie B’ = {vy,v;,v_;} ma postaé
10 0
(fA) B'B — 0 1 0
0 0

—1

Teraz, przypominamy diagram zmiany bazy. Wiemy, ze f4 = I o f4 o I gdzie I to funkcja tozsamo-
Sciowa. Jezeli rozpatrujemy macierze tych endomorfizméw, to



gdzie (fa)pp to macierz endomorfizmu f4 w bazach kanonicznych, czyli A, macierz (fa)pp to
macierz endomorfizmu f4 w bazach B’ i Igp to macierz zmiany bazy od B do B’ i Ig g to macierz
zmiany bazy od B’ do B, czyli macierz funkcji tozsamosciowej od B do B’ i odwrotnie. Mozna
zauwazy¢, ze kolumny macierzy Ipp sa obrazami elementéw bazy B’ we wspolrzednych bazy B.

Czyli

0 2 —2
Ipp=|01 1
1 0 O
Woéwezas, Igg to
1 0 0 2
Ipp=-| —i 10
20 10
Wiec
0 72 —1 1 0 O 1 0O 0 2
A= 01 1 0 2 O -1 —2 1 0
10 0 00 —i )2\ i 10

Teraz, mamy, ze
eXP(aA) = ([B/Ba(fA>B/B’IBB’) =Ipp eXp(a(fA)B/B’)[BB’-

Mozemy teraz obliczy¢ exp(a(fa)p ). To jest prostsze niz obliczy¢ exp(aA) bo (fa)p s jest macierza
goérnotrojkatna. Wiec,

0 ¢+ —1 10 0 1 0 0 2
exp(aA)=10 1 1 |explal O ¢ O 3 - 1 0
1 0 0 00 —2 10
0 2+ —i e’ 0 0 1 0 0 2
exp(lad)=1] 0 1 1 0 e 0 3 —i 10
1 0 0 0 0 e 1 0
i
cosa —sina 0
exp(aA) = [ sina cosa O
0 0 e’
Z tego,
1 cosa —sina 0 1 —1
exp(ad)| —1 | =| sina cosa 0 -1 1= 1
0 0 0 e? 0 0
i
cosa+sina = —1, sina — cosa = 1.
Wiec,
2sina =0 =sina=0, 2cosa=2= cosa=—1

ia=m+ 2km, gdzie k € Z.



