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Przestrzeń sprzȩżona, anihililatory, formy dwuliniowe

Javier de Lucas

Ćwiczenie 1. Dowieść, że nastȩpuja̧ce funkcje sa̧ formami liniowymi przestrzeni wek-
torowej V :

ω1(w(X)) =
∫ 1

0
P (x)w(x)dx, w(X) ∈ V = Rn[X], dla ustalonego P (X) ∈ V

ω2(w(X)) =
∑n

k=0
dkw
dxk (1), w(X) ∈ V = Rn[X], gdzie d0w/dx = w,

ω4(v) =
∑n

i=1 aixi, v = (x1, . . . , xn) ∈ Cn, dla ustalonych a1, . . . , an ∈ C.

Ćwiczenie 2. Dana przestrzeń wektorowa R2[X], sprawdź, czy nastȩpuja̧ce formy liniowe
ω1, ω2, ω3 ∈ R2[X]∗ postaci

ω1(P (X)) =

∫ 1

0

P (x)dx, ω2(P (X)) =

∫ 1

−1
P (x)dx, ω3(P (X)) =

∫ 0

−2
P (x)dx.

tworza̧ bazȩ przestrzeni sprzȩżonej R2[X]∗. Oblicz bazȩ P1, P2, P3 przestrzeni R2[X] taka̧,
że

ωj(Pi) = δji , i, j = 1, . . . , 3.

Oblicz Y ◦, gdzie
Y = 〈P1 + P3, P2〉.

Ćwiczenie 3. Zbadaj czy odwzorowanie ω : V × V −→ R określa formȩ dwuliniowa̧,
jeśli:

a) V := Rn[x], ∀ v, w ∈ V : ω(v, w) :=

∫ 1

0

v(x)w(x) dx,

b) V := Rn[x], ∀ v, w ∈ V : ω(v, w) :=

∫ 1

0

v′(x)w(x) dx,

c) V := Rn, ∀ v, w ∈ V : ω(v, w) := v ·w, gdzie · to standardowy iloczyn skalarny.

Ćwiczenie 4. Czy każda̧ formȩ dwu-liniowa̧ b : R2 × R2 → R można przedstawić w
postaci

b(x, y) = ω1(x)ω2(y), ∀x, y ∈ R2

dla pewnych form-liniowych ω1, ω2 ∈ (R2)∗?
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Ćwiczenie 5. Dana baza

e1 =

 1
1
0

 , e2 =

 1
0
1

 , e3 =

 0
1
1

 ,
przestrzeni R3, oblicz bazȩ dualna̧ θ1, θ2, θ3 do tej bazy. Napisz formȩ dwuliniowa̧

b(x, y) = x1y1 + x2y2 + x3y3, x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3),

jako liniowa̧ kombinacjȩ form dwuliniowych

bij(x, y) = θi(x)θj(y), dla i, j = 1, . . . , 3, x, y ∈ R2.
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