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Ciala i wielomiany

Javier de Lucas

Cwiczenie 1. Zaléz, 7e (F,+,-,1,0) jest cialem i o, 5 € F. Ktére z nastepujacych
wiasciwosci sa prawda?

1. 0-a=0.
2. (-1)-a=—a.
3. Kazdy element zbioru F ma tylko jeden element przeciwny.
4. Kazdy element o # 0 zbioru F ma tylko jeden element odwrotny.
5. (—a)- (=) =B
6. 1+1#0.
7. Jezelia #0188 #0,toa- 5 #0.
Dowdd:
1. Skoro 0+ 0 =0, to 0 -« = (04 0) - a. Korzystajac z rozdzielnosci mnozenia

wzgledem dodawania:
0-a=0-a+0-a.

Wéwczas,
0O-a+0-a+(-0-a)=0-a+(-0-a)=0
0-aa=0.
Wiemy, ze 1 + (—1) = 0. Wigc, korzystajac z poprzedniego wyniku
(14+(-1)) - =0.
7 rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania i skoro 1 - a = «, wynika, ze
l-at(-1)-a=a+(-1)-a=0 & (-1)-a=—a.

Z tego, mozna wpisa¢ (—1) -« jako —a. Aby uprosci¢ notacje, czesto si¢ pisze a — 3
zamiast « + (—f3).
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3. Wprowadzamy dowd6d nie wprost (reductio ad absurdum). Niech oy i ay beda
réoznymi liczbami przeciwnymi do «. Z tacznosci dodawania, wynika, ze

(n +a)+ay =01+ (a+ az).
Skoro a; + a=a+ as =0, to
O+ay=014+0&a; =
To sprzecznosé. Wiec, o tylko ma jeden element przeciwny.

4. Wprowadzamy dowdéd nie wprost. Niech a; i as beda liczbami odwrotnymi do a.
Z tacznosci mnozenia, wynika, ze

(- -a)-ag=a; (@ -ay) =>1las =011 a; = as.
To sprzeczno$é. Wiec, a ma tylko jeden element odwrotny.
5. Skoro istnieje tylko jeden element przeciwny do kazdego elementu ciata, to
(-@)(-B)=oa 8 & (—a)(-B) — pF =t
Teraz, udowodnimy prawa strong. 7Z rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania
iskoro —a-f=(-1)-a-5=(—a)- B, wynika, ze
(—a)- (=f)—a-f=(—a) - (=f)+(-a)- = (=a)- (=5 +P) =0

6. 1+ 1+ 0 jest prawda gdy charakterystyka ciata jest r6zna od 2. Na przyktad, Z
to cialo takie, ze 1 +1 = 0, czyli Zy ma charakterystyke 2.

7. Wprowadzamy dowdd nie wprost. Zaktadamy, ze o, § # 01 a- 5 = 01 to prowadzi

do sprzecznosci. Skoro o # 0 i T jest cialem, to o ma element odwrotny a~! i

020 -8=0=a' 0+ a0 5=5.

Wiec, 8 = 0. To sprzeczno$c¢ i a- 3 # 0.
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Cwiczenie 2. Udowodnij, ze (Z,,+, -, 1,0) jest cialem wtedy i tylko wtedy p jest liczba
pierwsza.

Dowéd: Wprowadzmy dowod nie wprost. Zakladamy, ze Z, jest cialem i p nie jest liczba
pierwsza. Wdéwczas, mozna napisa¢ p = p; - po, gdzie 1 < py < p i p; > 1 dla pewnych
p1,p2 € N. Skoro Z, jest cialem i p; - p, = 0(mod p), to p; = 0 lub po = 0 (mod p). To
sprzecznosc i Z, nie jest ciatem.

Wiemy, ze 7Z, spelia wszystkie wlasciwosci ciata, oprécz ewentualnie istnienia el-
ementu odwrotnego dla kazdego x € Z,\{0}. Jezeli p to liczba pierwsza, to mozemy
zdefiniowa¢ dla kazdego = € Z,\{0} jedna funkcje ¢, : y € Z, — y - = € Z,. To injekcja,
poniewaz

¢(y) = (y) € y-2 =y - x(mod p) & z(y — ') =0 (mod p).

Skoro x nie jest podzielny przez p, toy = ¢’ (mod p). Skoro dziedzina i przeciwdziedzina
tego morfizmu maja taka sama skonczona liczbe elementéw i ¢, jest injekcja, to ¢, jest
surjekcja. Wiec, istnieje y taki, ze z -y = 1 (mod p). To y jest elementem odwrotnym
dla . Wéwezas, Z,, jest cialem. [

Cwiczenie 3. Udowodnij, ze R[%] nie jest cialem.

Dowdd: Wystarczy podaé przyktad elementu w R[X] dla ktérego nie istnieje element
odwrotny. Jezeli istnieje element odwrotny, Py(X), dla wielomianu X, mamy, ze

X ByX)y= 1.
To oznacza, ze
0 = deg(XFo(X)) = deg(X) deg(Fo(X)) = deg X + deg(Fy(X)) = 1 + deg(Fo(X)).

Nie istnieje wielomian stopnia —1. Wéwezas, X nie ma elementu odwrotnego i R[X] nie
jest ciatem. [J
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Cwiczenie 4. Niech (F,+,-,1,0) bedzie cialem. Funkcja wymierna o wspélezynnikach
w F nazywamy formalny napis postaci

fi(X)
fo(X)’
gdzie f1(X) i fo(X) sa wielomianami o wspétczynnikach w F i f5(X) # 0. Ponadto,

méwimy, ze f = g, gdy f1(X) - 92(X) = g1(X) - fo(X). Zbior funkeji wymiernych mozna
wyposazy¢ w dodawanie i mnozenie

f=

h1(X) - g2(X) + ha(X)g1(X) ¥ hi(X) - g1(X)

. g
M R | e eE)

Udowodnij, ze zbior funkeji wymiernych o wspélezynnikach w F jest cialem wzgledem
tych dziatan.

Rozwigzanie: Dzialania + i - sa dobrze zdefiniowane, czyli dodawanie i mnozenie funkcji
wymiernych sa funkcjami wymiernymi. Zdefiniujemy 0 jako iloraz 0/1 i 1 jako iloraz
1/1.

e Wida¢, ze h+ g = g+ h i hg = gh dla kazdych funkcji wymiernych h, g.
e Mamy, ze dla kazdych funkcji wymiernych f, g, h:
fi(X) 2p(X) + frE)q1(X) | mm(X)

U+ 9 +h=r="500) @) e
_ ha(®) - (%) 92() + Fo(%) - 91 () + ha(E) - fo(E) - gu()
(%) - (% > 7 (X)
() (ha(X) - 91(%) + 91(%) - ha(X)) + Fi(R) - gal®) - ho(X)
o(X) - 92(%) - ha(X)
_ NX) | (X)) g1 (X) +91(3€) hy(X)
fa(%) G2(X)ha(X)
AaEr, do R
GG
=f+(g+h)
1 Fogn 0 M®) A0 ()
fo(X) - g2(X) ho(X)  fo(X) - go(X) - ha(X
L) @ mE)
" hE) 6 hE YN
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e Widaé, ze f+0= fif 1= f dlakazdej funkcji wymiernej f.
o Jezeli zdefiniujemy
—fE _fl(x) f—lE fQ(%)

fa(X) fi(X)

widaé, ze f + (—f) = f dla kazdej funkcji wymiernej f i f- f~! = 1 dla kazdej
funkcji wymiernej f rézna od 0.

o Rozdzielnosé

(f+g): he 25 9 F)+ H(X)gE) M)

dla dowolnych funkcji wymiernych f, g i h.

O

Cwiczenie 5. Dane wielomiany
AE) =X 4+X+ X +3X2+X+1,  fH(X)=x+1, fE)=x*-1

w R[X], oblicz reszte podzielenia f; przez f» i f3 za pomoca twierdzenia dzielenia wielo-
mianéw. Oblicz reszte gdy zakladamy, ze fi1, fa, f3 € Z5[X].

Dowdd: 7 twierdzenia o dzieleniu wielomianéw wiemy, ze istnieja wielomany ¢(X) i r(X)
taki, ze

S1(X) = q(X) fo(X) +7(X)
gdzie deg fo > degr. Skoro deg fo = 1, to r(X) = ¢y, gdzie ¢y € R. Dla £ = —1, mamy,
ze fa(—1) = 0. Wiec,

(=D =q(=1) fo(=1) +co = fi(=1) = ¢y = 2.
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Z twierdzenia o dzieleniu wielomianéw wiemy, ze istnieja wielomiany ¢(X) i r(X)
takie, ze

fi(X) = q(X) fs(X) +r(X)

gdzie deg f3 > degr. Skoro deg f3 = 2, to r(X) = ;X + ¢, gdzie ¢1,c0 € R. Dla £ = —1,
mamy, ze f3(—1) =0. Wiec,

fi(=1) =q(=1)f3(=1) + c1(—1) + o = fi(—1) = —c1 + o = 2.

Dla ¢ = 1, mamy, ze f3(1) = 0. Wiec,

fi() =q)fs(1) +e1 +co= fi(l) =c1+co=8.

Z tego wynika, ze ¢; = 31 ¢ =5, czyli r(X) = 3X + 5.

Jezeli zaktadamy, ze fi, fo, f3 sa wielomianami o wspoélrzednych w Zs, mozemy pow-
tarza¢ to samo jak wczesniej, tylko ze liczby naleza do Zs. Wiec, ostatecznie mamy;,
ze

1. Reszta podzielenia f; przez fs to 2
2. Reszta podzielenia f; przez f; to 3X.
O



