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Twierdzenie Bezouta i liczby zespolone

Javier de Lucas

Cwiczenie 1. Ustal dla ktérych a,b € R mozna podzielié fi(X) = X' — 3% +aX — b
przez fo(X) = X2 —3X+2. Oblicz aib € Zs jezeli zaktadamy, ze f; i fo sa wielomianami
o wspétezynnikach w Zs.

Rozwiazanie 2. 7 twierdzenia dzielenia wielomianow, mamy, ze

f1(X) = g(X) fo(X) + 7(X),

dla pewnych wielomiaméw ¢(X) i r(X) gdzie r(X) ma stopien jeden, czyli r(X) = ;X +¢q
dla ¢1, ¢y € R. Aby zagwarantowac, ze f; jest podzielny przez fy, to musimy szukaé a, b
takich, ze r(X) = 0.

Wida¢, ze wielomian fo ma wszystkie swoje pierwiastki, tj. 1, 2, w R. Wiec, jezeli
wielomian f; mozna podzieli¢ przez fo, czyli fi(X) = g(X)f2(X), to fi(1) = fi(2) = 0.
Odwrotnie, jezeli f1(1) = fo(1) =0, to (1) =r(2) =01 r(X) = 0. Krétko mdwiac,

f1(X) jest podzielny przez fo(X%) < fi(1) = f1(2) =0.

Woéwcezas, w naszym przypadku musimy obliczy¢ wartosci a, b, zeby f1(1) = f1(2) = 0.
Korzystajac ze schemata Hornera, czyli piszac

fi®) = an X" +an 1 X" . e Xt ao = (. (@ Xt an 1) X+ ano)X+. . . +ay)X+ao,

mozna obliczy¢ wartosé¢ wielomianu f; dla pewnej wartosci & szybciej niz przez obliczenia
wszystkich wyrazéw f;. Wilasnie, obliczenia warto$¢ wielomianu stopnia n dla X = £
wymaga (n + 1)(n + 2)/2 obliczenn. Natomiast, schemat Hornera wymaga 2n + 1. W
naszym przypadku

fi(X) = ((X*=3)X+a)X —b.

Wiec,

f1(1)2—2+a—b, f1(2):2a+4—b
Wéwcezas,
Z tego

a—b=2, 20 —b=—4
ia=—-6,b=—8.
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Jezeli zakladamy, ze f; i fs sa wielomianami o wspétczynnikach w Zs, musimy na-
jpierw sprawdzi¢, czy pierwiastki fo naleza do Zs. Aby to zrobié, trzeba zauwazy¢, ze
wzOr pierwiastkow wielomianu drugiego stopnia o wspotczynikach w ciele F jest taki sam

jak dla liczb rzeczywistych:
—b+ Vb? — dac
§x = 5 :

Mozna sprawdzi¢, ze pierwiastki wielomianu f; sa tak samo jak w poprzednym przy-
padku. Z tego, procedura jest taka sama jak wczesniej. Na samym koncu dostajemy

Cwiczenie 3. Dane wielomiany o wspoélezynnikach z ciata R wzorem
fi(X) =X — (5+ )X+ (6 —a+5b)X* + (5a — 6b + ab)X? — a(6 + 5b)X + 6ab,
i fo(X)=2X%—X?+ X — 1, ustal dla ktérych a,b € R mozna podzieli¢ fi przez fo.

Rozwiazanie 4. 7Z twierdzenia dzielenia wielomianow, mamy, ze

fi(X) = g(X) f2(X) + (%),

dla pewnych wielomianéw ¢(X) i r(X) gdzie r(X) ma stopient mniejszy od f»(X). Wiec,
r(X) ma stopien dwa, czyli 7(X) = c2X% + ;X + ¢o dla pewnych ¢y, ¢1,c9 € R. Aby
zagwarantowaé, ze fi jest podzielny przez fo, to musimy szukac a, b takich, ze r(X) = 0.

Widag¢, ze wielomian f5 ma tylko jeden pierwiastek, tj. 1, w R. Wiec, jezeli wielomian
f1 mozna podzieli¢ przez fo, to fi(1) = 0. To warunek konieczny, ale nie wystarczajacy,
aby zagwarantowac, ze r(X) = 0. W naszym przypadku, musimy obliczy¢ wartosci a, b,
zeby fi1(1) = 0. Korzystajac ze schematu Hornera,

fi(1) =2ab—2a — 26+ 2 =2(b— 1)(a — 1) = 0.

Wiec, a = 1 lub b = 1. Natomiast, to nie wystarczy. Aby zagwarantowac¢, ze f;
jest podzielny przez f, mozemy skorzysta¢ z nastepujacej metody. Zakladamy, ze f;
i fo sa wielomianami o wspélezynnikach w ciele (I, 1,,+,), ktére spelnia, ze R C F
i dzialania ciala F sa tak samo na R jak dzialania R (méwi sie, ze R jest podcialem
ciala F). Na przyklad, R jest podcialem C. Zaleta ciala C jest to, ze kazdy wielomian
jest rozkladalny jako mnozenie wielomianéw pierwszego stopnia o wspotczynnikach w C.
Ponadto, jezeli f; i fo maja wspéleczynniki w R i mozna podzieli¢ f; przez fs jako wielomi-
any o wspotczynnikach w R to tez mozna podzieli¢ je jako wielomiany o wspolczynnikach
w C.
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Teraz mamy, ze fs ma pierwiastki¢i —¢. Twierdzenie nierozkladalnosci Abla twierdzi,
ze jezeli wielomian f o wspdlczynnikach w ciele F jest podzielny przez nierozkladalny
wielomian g i maja wspélny pierwiastek, to wtedy f ma wszystkie pierwiastki g. Wiec,
jezeli mozna podzieli¢ fi przez fa, to fo(i) = 01 z tego wynika, ze fo(—i) = 0. Wowezas,

f(i)=—=5—0b— (ba — 6b+ ab) 4+ 6ab+ (1 — (6 — a + 5b) — a(6 + 5b))i = 0.

Skoro a,b € R, to
(a+1)b—1)=0, (b+1)(a+1)=0.

Z f(—i) = 0 wynikaja te same réwnania. Wiec, mamy, ze a = =11 b = 1.

Cwiczenie 5. Za pomoca algorytmu Euklidesa dla wielomianéw, podaj najwiekszy
wspolny dzielnik wielomianow

fi(®) =Xy r e xSl o == %2 3% 42

HEYSEFP + T 2 = R m iy = X2 _ 4% 13
o wspotczynnikach z ciala R.
Rozwigzanie 6. Aby obliczy¢ najwiekszy wspélny czynnik za pomoca algorytmu Eu-
klidesa, trzeba obliczy¢ podzielenie z reszta f; przez f,. Mozna udowodnié, ze wtedy
najwiekszy wspélny czynnik miedzy fi i fo jest taki sam jak najwiekszy wspdlny czynnik
miedzy fs i reszta dzielenia f przez f,. Z twierdzenia dzielenia wielomianéw wynika, ze
ta reszta ma stopieni jeden. Wiec, ma postaé r(X) = ;X + ¢g, gdzie ¢1,¢co € R i

fi(X) = 9(X) fo(X) +7(X)

dla pewnego wielomianu g(X). Skoro dla & =11 & = 2 mamy, ze fi(1) = (1), f2(2) =
r(2), to
cit+ec=—-4 0=2c04+ca = cr=4, ¢c3=-8.

Teraz trzeba podzieli¢ f, przez reszte. Widac, ze wspdlny czynnik to 2. Mamy, ze
f2(X) = g2(X) (4% — 8) + .

Widaé, ze fo(2) = 0. Wiec, ¢ = 014X — 8 jest najwiekszy wspélny czynnik miedzy fi i
fo.
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Aby obliczy¢ najwiekszy wspélny czynnik za pomoca algorytmu Euklidesa wielo-
mianow f3 i fy, trzeba obliczy¢ podzielenie z reszta f3 przez f;. 7 twierdzenia dzielenia
wielomianéw wynika, ze ta reszta ma stopien jeden. Wiec, ma postaé r(X) = X +¢; i

f3(X) = g(X) fa(X) +r(X)

dla pewnego wielomianu g(X). Skoro dla & = 11 £ = 3 mamy, ze f3(1) = (1), f3(3) =
r(3), to
3c1+co=—-182, O0=c1+ca = c3=-91, cy=091

Teraz trzeba podzieli¢ f; przez reszte. Mamy, ze

f4(X) = 91go(X)(—X + 1) + .

Widaé, ze ¢ = f4(1) = 0. Wigc, =X + 1 jest najwigkszym wspdlnym czynnikiem migdzy
f31 fa

Cwiczenie 7. Udowodnij, ze dla liczby zespolonej z # —|z| mamy, ze

Zyitti|2
W e

|2+ |zl

gdzie |z| to modul liczby zespolonej z = a + b, gdzie a,b € R, czyli |z| = Va? + b2
Korzystajac z tego, oblicz rozwiazania réwnan

2= —T+24i, 2+ (5—-3)2+4—-Ti=0, 2°+ (8 +9)2> + (27 + 8i)z + 36 + 15i = 0.

Rozwiazanie 8. Wida¢, .ze

Ji— :l:\/—z+|| :<ilezl>2

|z + 2] |z + |2]|
Woéwecezas,
(i\/_ z+ |2| ) |Z’(z+|z|)2 ] |Z|22+2|z|2+|z|2 _ |z2+2|z|z+|z|2
|z + 2] |z + || |2 (z +12])(z + |2]) 2|22 + (2 + 2)|2|

Skoro |z| # —z, to |z| #0 1

— 242 \® 24222422 z2(z+ 22|+ 2)

|z + |2|| 2)z| + (2 + 2) 2|z| + (2 + 2)

Trzeba zauwazy¢, ze skoro z + |z| # 0 to Re(z + |2]) # 01 z + z + 2|z| # 0.
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a) Zdefiniujemy w = 22, wigc, w? = —7 + 24i. Korzystajac z powyzszego wzoru,
mamy, ze
-7+ 254 24 3+ 4i
w==+5 —=d5—— =+(3+ 4
| — 7+ 25 + 244] B4 TG
Wiec,

1) 8 + 41 241 )
5 \/_|8+4i| \/_|2—|—i| (2:54)

2 — 4i 1—2i .
zfg:i¢5|2_4i| :ix/SH_%' = +(1 — 2i)

b) Aby rozwiazaé¢ 22 + (5 — 3i)z + 4 — Ti = 0 korzystamy z wzoru

b Vb? — 4ac

2a

z

Wiec,

—54+3i£v16—-306—16+28; —5+3it+/—2f —5+3i+(—i+1)
Z:l:: — —
2 2 2

. = 125 gt=1—3+ 2%

Wrzory Vieta sa zawsze prawdziwe dla liczb zespolonych. Lepiej sprawdzi¢ za pomoca
tych wzoréow czy pomylilismy sie.
¢) Mamy
23+ (8 4+14)2% + (27 + 8i)z + 36 + 15i = 0.

Istnieja wzory aby obliczy¢ piertwiastki wielomiandéw trzeciego i czwartego stopnia.
Natomiast, jezeli to mozliwe, lepiej korzystaé¢ z innej metody, skoro takie wzory sa ogdlnie
bardzo skomplikowane. Na przyklad, mozemy szukaé pierwiastkéw postaci z = p/q gdzie
piq sa liczbami calkowitymi wzglednymi pierwszymi. Jezeli istnieje taki pierwiastek dla
wielomianu f(X) = 7_, ax X", to
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Skoro p,q € Z i liczby ar € C maja postaé¢ alf + ali, gdzie aF, al € R, to wida¢, ze
lewa strona jest podzielna przez p. To prawa strona tez. Poniewaz ¢" nie jest podzielny
przez p to —ag ma by¢. To oznacza, ze czes¢ rzeczywista i urojona sa podzielne przez p.
Tak samo mozna powiedzie¢, ze q podzieli czes¢ rzeczywista i urojona a,.

Powyzszy wynik sugeruje nam, ze pierwiastek p/q dla naszego wielomianu ma p = —3
i ¢ = 1. Wlasnie, widac, ze cze$¢ urojona i rzeczywista liczby 36 + 15¢ sa podzielne przez
p = —3. Korzystajac z tego,

234 (844)22 + (27 + 8i)z + 36 + 156 = (2 + 3) (22 + (5 + i)z + (12 + 51)) = 0.

Pierwiastki (2% + (5 + )z + (12 + 5i)) mozna obliczy¢ za pomoca poprzedniej metody.
Wéwecezas,
=3 21, z =X
Cwiczenie 9. Niech 21, 2, 23, beda liczbami zespolonymi takimi, ze |z | = |z| = |23| =
2. Udowodnij, ze
|2120 + 2123+ 2223| = 2|21 + 20 + Z3].

Rozwiazanie 10. W dowodzie wykorzystamy, ze |2|> = 2z dla dowolnej liczby ze-
spolonej z. Poniewaz
|21] = 22| = |23] = 2,

wiec 2121 = 2920 = 2323 = 4. Stad mamy, ze

’2122 + Z1%3 + 2223|2 = (2122 S Z123 + 2223)(5122 + 5123 + ZQZ?,) =
(Z]_gl)(2222) + (2121)2’223 + 2z (2222)23 + (2151)2’322 + (Zlgl)(ZL?,Eg) + 2152(2323)

+ (2222)2351 —|— 2’221 (2323) —f- (2222) (2323) = 48 —|— 4(2’223 —|— 2153 —|— 2322 + 2152 —|— 2321 + 2251).
Ponadto,
4’21 + z9 + 23‘2 = 4(21 + 29 + 23)(21 + Zs + 23)

= 4(2121 + 2122 + 2123 + 2221 + 2220 + 2223 + 2321 + 23%2 + 23%3)
=48 + 4(2223 &+ 2153 + 2322 + 2120 + 2321 + 2221).
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|2122 + 2123 + 2'223‘2 = (2’21 + 2o + 2’3’)2

Skad,

|2122 + 2123 + 2223| = 2|Zl + 29 + Zg|.

Cwiczenie 11. Oblicz i przedstaw w postaci kanonicznej

100 . 1000 1
;;“*”’ Z;@wka—1+o‘
Rozwiazanie 12. Najpierw, e
> 1+
k=1

to szereg geometryczny liczb zespolonych o ilorazie 1 4 2. Dla dowolnego szeregu geom-

etrycznego
n

k=ko

o wspolezynnikach z ciata, to dla ¢ # 1

n+1 ko
an = Sn = an qko = Sn = . c
g— 1
Wéwczas,
100 3 ’ .
1+4)— 1+ (1
Z(1+i)k _ A+ —|—z) 171 +‘z)(1_ (1 +)'%9).
= 1-15%k —1
Widaé, ze (1 +14)? = 2i. Wowezas,
100 : .
1 1
S+t = LD iy - BED g gy i 1y14 2,
—1 il
k=1
Mamy, ze
%} 1 B % 11N 1
(k+i)(k—1414) k—1+i k+i) di—1 100047

k=0 k=0



