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Przestrzeń dualna, annihilatory

Javier de Lucas

Ćwiczenie 1. Sprawdź, czy nastȩpuja̧ce odwzorowania sa̧ formami liniowymi:

a) D : C∞(R) 3 f 7→
p∑

n=0

an
dnf

dtn
(t0) ∈ R, an ∈ R, p ∈ N, t0 ∈ R,

b) D : C0([0, 1]) 3 f 7→
∫ t1

t0

eax
′
f(x′)dx′ ∈ R, a ∈ R, t0, t1 ∈ [0, 1],

c) Tr : M(n,K) 3

 x11 . . . x12

. . . . . . . . .
xn1 . . . xnn

 7→ n∑
i=1

xii ∈ K.

Ćwiczenie 2. Dana jest przestrzeń liniowa M2(R) macierzy 2× 2 o wspó lczynnikach w
R. Oblicz bazȩ dualna̧ bazy

m1 :=

[
1 0
0 1

]
, m2 :=

[
0 1
0 1

]
, m3 :=

[
1 1
1 1

]
, m4 :=

[
1 0
1 1

]
.

Ćwiczenie 3. Dana jest przestrzeń C0([−1, 1]) funkcji cia̧g lych na [−1, 1]. Dane sa̧
podprzestrzenie P = {f ∈ C0([−1, 1]) | f(x) = f(−x)}, N = {f ∈ C0([−1, 1]) | f(x) =
−f(−x)}. Dowieść, że P ⊕ N = C0([−1, 1]). Skonstruuj podprzestrzeni B1, B2 ⊂
[C0([−1, 1])]∗ takie, że

f ∈ P ↔ ω1(f) = 0 ∀ω1 ∈ B1, f ∈ N ↔ ω2(f) = 0 ∀ω2 ∈ B2.

Ćwiczenie 4. Dana jest podprzestrzeń Rn[·] wielomianów o wspó lczynnikach w ciele R
stopnia mniejszego/równego n. Dana jest baza P0 = 1, . . . , Pn = tn wielomianów Rn[·].
Zbuduj bazȩ dualna̧.

Ćwiczenie 5. Dana jest podprzestrzeń V przestrzeni liniowej E. Udowodnij, że zbiór
V ◦ wszystkich form liniowych ω ∈ E∗ takich, że ω(V ) = 0 jest podprzestrzenia̧ liniowa̧
przestrzeni E∗. Jeżeli dimE <∞, wykaż, że dimV ◦ = dimE − dimV .

Ćwiczenie 6. Dane sa̧ podprzestrzenie V,W przestrzeni liniowej E. Udowodnij, że

(V + W )◦ = V ◦ ∩W ◦, V ◦ + W ◦ ⊂ (V ∩W )◦, V ⊂ V ◦◦

Jeżeli dimE <∞, to V ◦◦ = V i V ◦ + W ◦ = (V ∩W )◦.
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