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Przestrzenie wektorowe, liniowa niezaleznosé

Javier de Lucas

Cwiczenie 1. W literaturze mozna znalez¢ pojecia przestrzeni liniowej i przestrzeni

wektorowej. Obie rzeczy maja taka sama znaczenie. Nastepujaco, korzystamy z dwdch
terminéw jednoczesnie.

W zbiorze V' := C x C okre$lmy naturalne dodawanie (z1,x2) + (y1,¥2) = (v1 +
Y1, To +y2), a mnozenie przez liczbe A € C zdefiniujmy jednym z nastepujacych wzoréw:

(@) X- (21,22) i = (A121,22); () A+ (z1,22) := (A21,0);
() A-(z1,22) :== ((Re A)z1; (ReA)zs).

Dla kazdego z tych przypadkéow sprawdzié¢, ktore z aksjomatéw przestrzeni wektorowej
nad cialem C sa spelnione, a ktére nie sa.

Rozwigzanie: Dodawanie w zbiorze V := C x C jest standardowym dodawaniem
przestrzeni wektorowej zespolonej C2?. Zatem, mamy dobrze okreslone dodawanie
+ : Cx C — C tworzac grupe abelowa (V, +) z elementem neutralnym (0,0). Oczwiscie,
element przeciwny elementu (x,y) to (—x, —y).

Aby udowdonié, ze (V, 4+, -) jest przestrzenia liniowa, musimy sprawdzi¢, czy mnozenie
spemia wszsytkie wlasciwosci przestrzeni liniowej. Zrobimy to dla kazdego mnozenia.

a) A (21, 22) == (Az1, 22)

e Rozdzielnos¢ mnozenia ze wzgledu na dodawanie:

Ta wtasnosc¢ sie spelnia, gdy
A [(z1,29) + (21, 22)] = A (21, 22) + A+ (21, 22), VYA€ C,V(z,22),(%1,22) € CxC.
Wida¢, ze pierwsze mnozenie spelnia ta wlasno$é¢ poniewaz
A(z1,22) + (21, )| = A (1 + 21,20+ Z2) = (M2 + 21), 22 + Z2)
= (Az1,20) + (AZ1, 22) = A - (21, 22) + A - (Z1, Za).
dla wszystkich A € C i (21, 22), (z1, 22) € C x C.

e Rozdzielnos¢ dodawania ze wzgledu na mnozenia:
Ta wtasnosc¢ si¢ spelnia, gdy

()\+ )\) . (21,22) =\ (2’1,2’2) + A (2’1,22), VA,S\ € (C,V(Zl,ZQ) e CxC.
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W naszym przepadku:

(A+A) - (21, 20) = (A + X)?l, 2) = (Az1 + Az, 22)7
# (A2, 29) + (Az1, 22) = A - (21, 22) + A - (21, 22), Vzy € C\{0}.

e Element neutralny mnozenia:

Element neutralny mnozenia to taki element a € C taki, ze

a-(z1,22) = (21, 22), V(z1,22) € C x C.

Widac, ze taki element jest wiasnie liczba 1 € C. Wiec, to pierwsze mnozenie ma
element neutralny. Czesto, napisze si¢ 1 dla elementu neutralnego mnozenia. W
tym przypadku, elementu neutralnego mnozenia to wtasnie liczba 1.

e Mnozenie przez skalar jest zgodne z mnozeniem skalaréw:

Mowi sie, ze mnozenie spelnia taka whasnosé gdy:
(/\1/\2) 2 (21,232) = )\1 i [/\2 p (21722)),\V//\1>\2 (5 C, \V/(Zl,ZQ) e CxC.

W naszym przypadku:

()\1)\2) : (21,22) . ()\1)\221,22) Bas At ()\221722) = A - [)\2 : (21722)]
dla wszystkich A\ Ay € C i dla kazdego (z1, 22) € C x C.

Wiec, ta wlasnosé spelnia sie.
Podsumujac, (C x C, +-) nie jest przestrzenia liniowa.
b) A- (21, 22) — ()\21,0>

e Rozdzielnos¢ mnozenia ze wzgledu na dodawanie:
Widag, ze
)\'[(21,22)+<Zl,52)] I:)\'(21+21,22+22) ( ( 21 5) 0)
= (A21,0) + (A21,0) = X« (21, 22) + A - (21, 22),

dla dowolnych (21, 22), (21, 22) € C x Ci A € C. Wéwcezas, nasze mnozenia spehia
rozdzielno$é ze wzgledu na dodawanie.

e Rozdzielnos¢ dodawania ze wzgledu na mnozenia:
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Mamy, ze

A+A) - (21,22) .= (A + N)z1,0) = (A2 + Az, 0)
= ()\21,0) —+ (5\21,0) =\ (2’1,22) -+ 5\ 1 (Zl, ZQ), V)\, 5\ € C,V(Zl, 22) e CxC.
Zatem, nasze mnozenie spehia rozdzielnos¢ wzgladem mnozenia.

e Element neutralny mnozenia:

Element neutralny mno zenia to liczba a € C, ktéry spehia, ze
a-(z1,29) = (21, 22), V(zi;22) €-C x C.
Natomiast, mamy, ze dla kazdej liczby a € C wynika, ze
a-(z1,22) = (az1,0) # (21, 22), Vzy € C\{0}.
Wiec, te drugie mnozenia nie ma elementu neutralnego.

e Mnozenie przez skalar jest zgodne z mnozeniem skalaréw:

Mowi sie, ze mnozenie spehia taka wlasnosé gdy:
(/\1)\2) . (Zl, 22) = )\1 g [/\2 3 (Zl, ZQ)), V)\1>\2 S (C,\V/(Zh ZQ) e CxC.

W naszym przypadku:

()\1)\2) 4 (2’1,22) = ()\1)\22’1,0) = X+ (>\221, 0) =X [>\2 : (21, 22))7
VA € C,V(ZI,ZQ) e CxC.

Zatem, ta wiasnosc¢ spelnia sie.

Podsumujac, (C x C, 4+, -) nie jest przestrzenig liniowa nad C.
c) A (z1,22) = (Re AN)z1, (Re A), 22)

e Rozdzielnos¢ mnozenia ze wzgledu na dodawanie:

- [(21, ZQ) + (21, 52)] =\ (Zl + 217 29 + 22) = ((Re )\)(21 + 21), (Re /\)(22 + 22))
= ((ReA)z1, (ReN)za) + (ReN)z1, (Re A)Z2) = A (21, 22) + A (21, 22)

dla dowolnych A € C i (z1,29),(Z1,22) € C x C. Wiec, to mnozenie spehia ta
wlasnoscé.
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e Rozdzielnos¢ dodawania ze wzgledu na mnozenia:

A+ A) - (21, 22) == (Re(A+ N)z1, 20) :,(Re()\)zl + Re(M\)z1, Re(A)ZQ:l— Re()\)2)
= (Re(N)z1, Re(N)22) + (Re(N)z1, Re(N)z2) = A - (21, 22) + A - (21, 22).

Wiec, mnozenie spehia tej wlasnosci.

e Element neutralny mnozenia:

Element neutralny mno zenia, to element 1 € C spelniajac,

1- (21722) = (Zl,ZQ), V(Zl, ZQ) e CxC. (11)

e Mnozenie przez skalar jest zgodne z mnozeniem skalaréw: Mamy, ze dla uogdlnych
liczb zespolonech A\i, Ay mamy, ze

(MA2) - (21, 22) := (Re(MAg)z1, 29) # (Re(A1)Re(Aa)z1, 22)
— /\1 £ (Re()\g)zl,ZQ) — )\1 . [)\2 . (21,2’2)).

Natomiast, widaé, ze ta wlasnos$¢ spemia sie dla skalarow zespolonych. Natomiast,
ta wlasnosc¢ sie spelnia dla libcz rzeczywistych.

Podsumujac, (CxC, +, ) nie jest przestrzenia liniowa nad C. Natomiast, (CxC, +,-)
jest przestrzenia liniowa nad R.

O

Cwiczenie 2. Niech V := {r €eR:2 >0 dneN:a"e Q}. Sprawdzié¢, ze V jest
przestrzenig wektorowa nad cialem K := Q, jezeli zdefiniujemy @ : (v,w) € V x V
vw € V i mnozenie - : (A\,v) € K x V = v* € V, gdzie vw i v* to zwykle mnozenie i
potegowanie liczb rzeczywistych. Wykazac, ze liczby pierwsze 2,3,5,7,11,--- sa liniowo
niezalezne i generuja cala V.

Rozwigzanie: Aby sprawdzié, ze (V, @, +) to przestrzen liniowa musimy sprawdzi¢ po kolej
wszystkie wlasciwosci przestrzeni wektorowej.
Najpierw, sprawdzamy czy (V, @) to grupa abelowa.

e Widac, ze @ : V x V — V jest dobrze okreslone dzialanie:
Vo,w € V,3ny,ne € NJo™ € Qiw™ € Q = (vdw)™™ = (vw)™"™ = [v™]"2[w"2]™.

Skoro v™,w"™ € Q, to [v™]", [w™]™ € Qi zatem v ® w = [V [wW™]™ € Q.
Woéwcezas, v w € V.
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Dodawanie jest taczne:

Yo,w,z €V, (vOw) Pz=vwdz=vwz=vd (wW2) =v® (WD 2).

Element neutralny dodawania
Yw, eV, (1 w) =w.

Normalnie, element neutralny dodawanie oznacza si¢ przez 0. Natomiast, w tym
przypadku, element neutralny dodawanie to liczba 1 € Q.

Element przeciwny.

Dla kazdego v € V, istnieje n € N taki, ze v" € Q. Skoro v # 0, to Q > v™" =
(v iv™! € V. Korzystajac z tego:

Yw, €V, (w!ew)=wlw=1.

Dzialanie abelowe

Yuo,w eV, vOwWw=vw=wv=wP.

Sprawdzamy wlasciwo$ci mnozenia:

e Najpierw, sprawdzamy czy mnozenie jest dobrze zdefiniowane.

Jezeli v € V, to istnieje n € N taki, ze v" € Q. Dany A € Q istnieje m € N taki,
ze mA € Z. Skoro v € Qi dm € Z to (W)™ = (W) e Qil-v=0v e V.

e Rozdzielnos¢ mnozenia ze wzgledu na dodawanie:
Dla dowolnego A € Q i vy, v, € V mamy, ze

A (v @ v) = X -H(vm) = (V) = v = VPO VY = A-v DA v

e Rozdzielnos¢ dodawania ze wzgledu na mnozenia:

A+ N v=v" =" = v X0

e Element neutralny mnozenia:

Yw eV, 1-w=w. (2.1)
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Zatem 1 to element neutralny mnozenia. Warto zauwazy¢, ze w tym przypadku
element neutralny mnozenia i dodawania sa ”sobie rowne”. Natomiast, tez trzeba
pamigtaé, ze element neutralny mnozenie to skalar 1. Natomiast, element neutralny
dodawania to wektor 1. Okazuze sig, ze obie liczby sa réwne. Natomiast, pierwszy
element trzeba zrozumie¢ jako skalar i drugi jako wektor. W tym sensie, nie sa
sobie réwne, poniewaz sa elementami ré znych zbioréw przestrzeni wektorowej.

e Mnozenie przez skalar jest zgodne z mnozeniem skalaréw:

(M) -v = (0172) = ()M = X - [Ag - 0], VA, A € Q Vo eV

Sprawdzamy teraz, ze elementy 2,3,5,7, ... generuja caty przestrzen V. Kazdy ele-
ment v € V spehia, ze v™ € Q. Z tego powodu i skoro v > 0, mozemy napisa¢ v = p/q
dla p € N1iq € N wzglednie pierwsze. Zatem,

R MY n
(E2 o 2N Y (o

dla pewnych libez pierwszych i niezerowych liczb naturalnych ng, ..., n,. Dodatkowo,
q= p?ll e pZ;“ dla liezb pierwszych py,. .., px 1 niezerowych lyczb naturalnych ny, ..., n}.
Jezeli pi,pa,...,ps to sa wszystkie liczby pierwszy poprzednich rozkltadéw, to mozemy
napisa¢ rozklady liczb quv™ i ¢ jako iloczyn poteg tych liczb pierwszych

s

qu = - Tl gt gl pilae gl

, to

S 1

n __ _f1/n no /Al 1 / /
V"=, c PP T = £l p,, ny,...,Ng € Z

Zatem, liczby pierwsze generuja V.

Teraz udowodnimy, ze liczby pierwsze sa liniowo niezalezny. Przypominamy, ze
elementy vy,vs,..., przestrzeni liniowej V' nazywaja sie liniowo zaleznym, gdy istnieje
skonczona liczba réznych wektorow vy,vs,. . .,v, tego zbioru oraz skalary Ay, Ag,..., A, €
Q, nie wszystkie zerowe (jako element neutralne dodawania ciala), takie, ze

EB Aicv=1 (lelement neutralny dodawania przestrzeni wektorowej!!).
i=1
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Teraz udowodnijmy, ze elementy p; = 2,p, = 3, ... sa liniowo niezalezne
i=1
Liczbe Ay, ..., A\, mozba mnozy¢ przez liczbe naturalna m, taka, ze \;m € Z. Napisujemy

potegi p,f‘ dla A; > 0 po prawej stronie i reszta po lewej. Mamy, ze

/\i1 iy, /\-;1 Ain
R A e U
Skoro kazda liczba naturalna, czyli pj‘fl Coe p;\n" ma jedyny rozktad jako iloczyn potegow
liczb pierwszy, mamy, ze prawa i lewa strona sa sobie rowne i \; = ... =\, = 0.

O

Cwiczenie 3. Niech R3[X] bedzie przestrzenia wektorowa (nad R) wszystkich wielo-
miandéw o wspolczynnikach rzeczywistych stopnia nie wiekszego od 3. Zbadaé lin-
iowg zalezno$é wektoréw Pi(X) = 1 + X + 2X% + X3, Po(X) := 2+ X + X* — X3,
Py(X) := T+ 5X +4X% + X3.

Rozwigzanie: Wielomiany {P;(X), Py(X), Ps(X)} sa liniowo niezalezny, gdy
M PL(X)+ N Po(X)+ A3 P5(X) = O(towektorzero, czyliwielomianzero) < A\ = Ay = A3 = 0.

Korzystajac z faktu, ze dwa wielomiany sa takie same gdy wszystkie wspdtczynniki sa
takie same, to

A+ 20+ Th3= 0,
i ’ ’ ot 6A3= 0,

)\1+ )\2+ 5)\3 = O,
= ()\1 =X — )\3) 2X0+ 4X3 = 0,

Mt Aot 4dhg= O,
3)\24‘ 2)\3 = O,

)\1— >\2+ )\3 - O

Zatem
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Aby uprosci¢ rozwiazanie tych uktadow, korzystamy z notacji macierzowej

1 2 710 21*24%21 0 3 60 g 0 0 410

1 1 50| misfiof |0 2 4]0 | sriakok |00 8]0

2 1 4|0 0 3 20 0 3 2|0

1 -1 1]0 1 -1 1{0 1 -1 1|0
O

Cwiczenie 4. Zbada¢ liniowa zaleznosé¢ wektorow
e (1,-1,0,2,4), (7,-5,0,2,2), (1,0,1,0,1), (8,—4,2,0,0) w Q5 (nad Q).

e (1,1/2,0,2,4), (1,0,4/3,0,v/5), (14+4/2,0,1,0,4/2), (1, —v/2,v/2,2,V3), (v/3,4,1,0,4/2)
w R® (nad R i nad Q).

o (i,—4,0,2,4), (2,0,0,2 — 20,1 — 4i), (1,1,0,2,1) w C® (nad R i nad C).

Rozwigzanie: Wektory e := (i, —1,0,2,4), es :=(2,0,0,2 — 2i, 1 —4i), e3 := (1,1,0,2,1)
sa liniowo niezalezny nad C gdy

)\161 D )\262 + )\363 =0 FN= )\2 = )\3 = (. (41)

Macierzowo to oznacza:

l 2 110 1 2 110 0 4—¢ 4—1|0
—1 0 110 | Ri+Ra=Ry 0 2 210 4Ry —iR5—Ry 0 2 2 0
0 0 ofo "m0 0o ofo|*2Bl0 0 0 |0
2 #2271 210 0 0 00 0 0 0 (0
4 1 —4dg (0 4 1—-41 1|0 dui] — 43 1 10
Zatem
B 0 =00
0 2 2|
0 0 00
0 0 00
4 1—4: 110
Zatem Ay = —A3 1 A\ = [—A3 — (1 — 44)\9]/4, czyli Ay = —iAs. To oznacza, ze wektory

e1, eo,e3 sa liniowo zalezne nad C. Natomiast, widaé, ze sa liniowo niezalezne nad R
poniewaz nie ma rzeczywistych liczb réznych od zera spehiaja warunek (4.1). O



1y L'\k FIZ
QIDEA Fizy
ALGEBRA I R \EHH_::D

Ny, ————— o
sy AR

Cwiczenie 5. Zbada¢ liniowa zaleznoé¢ w przestrzeni V := R, czyli przestrzen wek-
torowa nad R funkcji f: R — R, uktadu funkcji:

® cos(, cos3p, cos® o,
. . . 3
e sin ¢, sin 3¢y, sin” @,
. 2 . 2
® COS , sin p, cos” p, sin” .
Rozwigzanie: Widaé, Ze cos @, cos 3¢ i cos® ¢ sa liniowo zalezne. Wiasnie,

cos 3 = cos 2y cos p — sin 2psin ¢ = (cos® p — sin® @) cos . — 2sin? Y cos
= cos® ¢ — 3sin’ p cosp = cos® ¢ — 3(1 — cos® ) cos = 4cos>p — 3cosp. (5.1)
Zatem,

4cos® o — cos 3p — 3cosp = 0.

Skoro poprzednia réwnos¢ spehia sie dla dowonego ¢, to mozemy postawié¢ ¢ = /2 — ¢’

i otrzymac, ze
4cos®(m/2 — ¢') — cos(37/2 — 3¢p) — 3cos(m/2 — ¢') = 0.
Zatem
4sin® ¢ +sin3p —3sing' =0 Vo' €R
i funkcje sin® o, sin 3¢ i sin ¢ sa liniowo zalezne.
Natomiast, jezeli
A1 €COS © + Ao sin ¢ + )\30052g0—|— )\4sin2go =0

to mamy, ze
90:():>>\1+)\3:O, g0:7r/2:>)\2+)\420

(,0:7T:>—/\1+)\3:0, (,0:37T/2:>—)\2+)\4:0.

Z tego wynika, ze A\ = Ay = A3 = Ay = 0 i te funkcje sa liniowo niezalezne.
O



