Analiza 11

J. de Lucas

Zadanie 3. Znajdz objetos¢ przeciecia stozka obrotowego o wysokosci h i promieniu podstawy

a (o podstawie w poczatku uktadu wspoétrzednych z wierzchotkiem w punkcie (0,0, h)) z elipsoida o
poétosiach b, b, ¢, gdzie b > a i c < h.

Rozwigzanie: Przyktad przeciecia elipsoidy ze stozkiem wyglada nastepujaco

4

Przecigcie stozka z elipsoida {2 ma symetrie¢ walcowa. W tych wspotrzednych, réwnanie elipsoidy
o p6étosiach X : b,Y : b, Z : ¢ to
r? 22
+5 <1
c

(1)

i rownanie stozka obrotowego o podstawie promieniu 7 i wysokosci h to

O<z<h(1—r>, r> 0.
a



Elipsoida i stozek przecinaja sie w punktach gdzie (1) i (2) spelniaja sie. Dla przeciecia miedzy
stozkiem 1 elipsoida, mamy ze ¢ € [0,27] i r € [0, a]. Natomiast, dla ustalonych ¢ i r, zmienna z
jest ograniczona miedzy 0 i pewna wartoscia 2z, (r, ¢). Niech r_ bedzie promieniem gdzie powierzchie
elipsoidy i stozka sie przecinaja. Mozna widzie¢, ze dla r < r_ to

/ 2
z € [O,c 1—2—2 )
zG{O,h(l—T)].
a

Aby obliczyé¢ r_, zauwazamy, ze punkty przeciecia miedzy stozkiem i elipsoida, czyli (r_, ¢, z_),
to rozwigzania réwnan,

Kiedy r > r_, to

7"2 252 r
¥+g:17 Z:h<1—a>, CL}T}O,

czyli punkty dla ktorych 0 < r < a jest rozwigzaniem réwnania

iﬂ(1—2>2:c2of—g>. (3)

To réwnanie drugiego stopnia. Mamy dwa rozwigzania

b2h? — beyfa2c? + (B2 — a?)h? D2h? + cbyfa2c? + (1?2 — a?)h?
- a2¢ + b2h? e 2 + 0212

Skoro a < bi ¢ < h mamy dwie wartosci r: r_ < a ir, > a. Wlasnie,

cb\/a202 + (b2 — a?)h? > cbVa2c? = c*ba > c*a’

i

b*h? — bc\/a262 + (b% — a?)h? _ b2h? — 2q2 _ b’h? + bc\/a202 + (0% — a?)h? - b2h2 + 2q?
a?c? + b2h? S a2 4+ b2h2 a?c? + b2h? ~a2c2 4+ b2h?
Interesuje nas tylko r_, ktory jest mniejszy od a.
Wiec, objetosé to
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Bytoby rozsadnie sprawdzi¢, czy taki wynik ma sens. Wszystkie wyrazenia maja jednostki objetosci,
wiec, to jest ok. Ponadto, widaé, ze dla h — ¢ (przeciecie elipsoidy ze stozkiem to stozek) mamy
r—=01

<

Z (3) wynika

czyli znana objetos¢ stozka. Wszystko gra :).



