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Zadanie 1. Niech f: R — R bedzie

—32° +2, gdy = <0,
f(x) =< ccosx +d, gdy 0 <2 <Z,
dp®®* +p—1, gdyx> 3.

Dobraé¢ parametry c, d, p tak, zeby ta funkcja byla rézniczkowalna na R.
Rozwigzanie: Najpierw, sprawdzamy, ze funkcja f jest ciagta w puncie z = 0. To sie

zdarza kiedy lim, - f(z) = lim,_,o+ f(x) = f(0). W naszym przypadku, mamy, ze

1
lim f(z) = lim —§x2+2:2, lim f(x) =ccosz+d=c+2.

z—0~ z—0~ z—0t

Skoro f(0) = 2 to otrzymamy, ze f(z) jest ciagta dla z =0 dla c+d =2. Dla z = 7/2
mamy, ze

lim f(z)= lim ccosz+d=d, lim f(z)= lim dp****+p—-1=p—1.

T—T)27 T—T)27 z—m /2t z—m/2t

Skoro f(m/2) = d, to funkcja f(x) jest ciagla w z = 7/2 gdy p — 1 = 0. Zatem, mamy,
ze

—%xQ -2 gdy x <0,
FAT= Qee(cosz =B+ 2, syl z < T,
d, gdyx > 7.

Sprawdzmy teraz kiedy ta funkcja jest rozniczkowalna. FUnkcja f(x) jest rozniczkowalna
waz=0gdy f(07)= f(07) i f/(0) to jakas liczba. Zatem,

0 L i IO SO a2

z—0~ X z—0~ T

0.

clcosx —1)+2—2 g,  —csinz+2
= lim ——— = —c¢.

£ = tim L& =IO g

z—0+ T z—0+ T z—0+ 1

Woéwcezas, ¢ = 0. Skoro 2 = ¢+ d to d = 2. Posumujac

Fla) = —%xQ +2, gdy x <0,
2, gdy 0 < .

Widag¢, ze ta funkcja tez jest rozniczkowalna dla dowolnego z € R. [J
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Zadanie 2. Oblicz granice:

sin(z)—sinh(z)+2®
x4 sin®(x)

, gdzie sinh(x) = (e” —e™7)/2,

o hmx—)O

2sin? z+sinz—1

o Ii
hmxﬁfﬂm 2sin? z+3sinz+1°

) Ue g s o)

[ ] hmxﬁo (T
Rozwigzanie: Aby rozwiazaé¢ pierwsza granice korzystamy z wzoréw Taylora dla licznika
i mianownika do takiego stopnia n, ze nie otrzymamy nieoznaczono$ci. Oczywiscie, to
si¢ dzieje, kiedy takie rozwinigcia nie sa réwne zeru jednocze$nie. Z znanych wzorow dla
funkcji elementarnych mamy, ze:

e 5 S8 05 4 T
smx—x—erg—?—i— sin a:—x—l—y—i—a—i—ﬁ—i—

Zatem

sinz = sinhz'+ 2® = —22° /3. = 227/7...

S | 3y
x4sin3x:x4(aj——+———+...> =g +6(z").

Wida¢, ze rozwiniecia sibdmego stopnia nie zeruje jednoczesnie mianownik i licznik (dla
mnieszych stopni mozna to zrobi¢ tak samo). Zatem

i — sinh 8 —223/3! — 227 /7! —2/3!
lim sin () s'm3 () += 21 20°Y3 = 227 /7 T 2/30 2 T
z—0 x4 sin®(z) z—0 x’ z—0 gl 7!

Rozwiazujemy druga granice

lim 2sin®x + sinx — 1 0
im et
esn/22sin’z 4+ 3sinz+1 0

)

Skoro licznik i mianownik sa funkcjami rézniczkowalnymi i istnieje przedzial wokotr =
—m/2 gdzie pochodna mianownika nie zeruje sie, to mozemy napisa¢

lim 2sin®z +sinz — 1 L'Hop I 4sinxcosx + cosx i 4sinz + 1
im = im =

im — =
w—n/2 2sin’ z + 3sinx + 1 zo—n/24cosxrsinz +3cosxr  a——n/24sinx + 3

W ostatnie granice mamy nieoznaczonos¢ typu 1°°:

T b 1/x
lim (“ i ) — 1%,
x—0 2
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Aby rozwiazaé tg granice wprowadzamy ten problem do postaci gdzie mozna korzy-
sta¢ z L'Hospitala. Na przyktad jak nastepujaco:

' a® + b® 1/z . a® + b* 1/z il a® +b®
In lim = lim In = lim —In
x—0 2 x—0 2 x—0 2

poniewaz funkcja In(z) jest ciaggla. Znowu mamy nieoznaczonos¢. Ale teraz to niozna-
czonos¢ typu 0/0 i mozemy korzysta¢ z L’Hopitala poniewaz funkcje w liczniku i w
mianowniku sa r6z niczkowalne. Dodatkowo mamy, ze

1 % N\ 1 2 | o]
lim—ln(a ;b)L:Hlim ¢’ Ingbp nb:ln\/@.

z—0 z—0 a¥ + b* 2
Zatem 5 x
lnlim(a = ) :ln\/%:>lim(a : ) = Vab.
x—0 2 x—0 2
O

Zadanie 3. Udowodnij, ze

n+x/2
x) 3 z>0,n>0.

Bl (1 + -
n
Rozwigzanie: Skoro In” to funkcja roznaca, to
x\ nte/2 x x
ea’<<1—i——) <:>ln6$:x<(n+—)ln<1+—>.
n 2 n

Zatem a2
ex<(1+f) <:>x—<n+£>ln(1+£)<0.
n 2 n

Teraz korzystamy z wzoru Taylora aby oszaczowaé lewa strona. Dana

x
)2 (o (s 5).
mamy, ze
B a1 T _(n+§)l_ 1 T 2n +x
fo=0, =1 ln<1+n> il ln<1+n> St ]
Zatem,
df d*f 1 n x
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Woweczas, rozwinigcie Taylora funkeji f(z) pierszego rzadu wokot zp = 0 to

0

f(x) = Ry(z,0) = —mx )

Dlaz>0to0<60<xiRi(z,0) <0. Wigc, f(z) <0dlaz>0.0

Zadanie 4. W trojkat o podstawie a i wysokoSci h wpisano prostokat w ten sposob, ze
jeden z bokow prostokata lezy na danej podstawie trojkata, a dwa pozostale wierzchotki
prostokata leza na pozostatych bokow trojkata. Zbadaé przebieg zmiennoéci pola S tego
prostokata.

Rozwigzanie: Widaé, ze wysokosé prostokata, §, pozwala nam okresli¢, ze drugi bok
prostokata ma odlegtosé tg a(h—0)+tg B(h—0) = (tg a+tg 8)(h—9). Zatem, powierzchni
prostokata to

S(0) =o(tga + tg B)(h—9).

Zatem,

as ds
- = (tga+tgf)(h=20) = — =06 § = h/2.

| [
I 1
a

Wiec, mamy jeden punkt krytyczne dla ég = h/2 i powierzchni
to S(8g) = h?/4(tg o + tg B). Skoro h(tga +tg8) = a to S(&) = ha/4. O

Zadanie 5. Oblicz szereg Taylora funkcji (1 + x)%? do czwartego rzedu (wlacznie) z
reszta Lagrange wokot zg = 0.

Rozwigzanie: Funkcja f : x € R — (1 4+ 2)%2 € R jest nieskoiiczenie wiele razy réznicz-
kowalna w Dy = {z € R|x > —1}. Z tego powodu, dla kazdego z,zy € Dy mozemy
zapisa¢ funkcje f(z) za pomoca wzoru Taylora wokol zg jak:

n k) To !
f(x)zzf ]5! )(x—wo) + R (7, 20),

gdzie reszte, w postaci Lagrange’a, mozna zapisaé jako:

f1()
R.(x,z0) = m(az — 1
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gdzie 0 to jaka$ liczba miedzy x i x¢ (rézna od z i xp). W szczegolnosei, dla zg = 0
mamy tzw wzoér McLaurina

Zf fn+1 ( )anrl.

n+1).

Dla funkcji f mamy, ze

df ) 30 A f 15 e @f 15 ~1/2
° ey bt
dx( r) = 2(1+$) ; dx2< r) = 4( + )%, dx3< T) = 8< + )",
ghf o o0 & f 15
e ] ®32 A I (L ~5/2
Zatem,
LR e o Nt i s ST
) Ty S O T = %
Woéwcezas,

5 15 5 5 3
=1 =i B 28¢5 5/2..5
fRI= I 55+ 55+ 5% ~e® T geg LRI,
gdzie 0 <0 <z lubz <6 <0.
O



