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Zadanie 1. Niech f : R→ R b�edzie

f(x) =


−1

2
x2 + 2, gdy x ≤ 0,

c cosx+ d, gdy 0 < x ≤ π
2
,

dpcosx + p− 1, gdy x > π
2
.

Dobra¢ parametry c, d, p tak, »eby ta funkcja byªa ró»niczkowalna na R.

Rozwi�azanie: Najpierw, sprawdzamy, »e funkcja f jest ci�agªa w puncie x = 0. To si�e
zdarza kiedy limx→0− f(x) = limx→0+ f(x) = f(0). W naszym przypadku, mamy, »e

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

−1

2
x2 + 2 = 2, lim

x→0+
f(x) = c cosx+ d = c+ 2.

Skoro f(0) = 2 to otrzymamy, »e f(x) jest ci�agªa dla x = 0 dla c + d = 2. Dla x = π/2
mamy, »e

lim
x→π/2−

f(x) = lim
x→π/2−

c cosx+ d = d, lim
x→π/2+

f(x) = lim
x→π/2+

dpcosx + p− 1 = p− 1.

Skoro f(π/2) = d, to funkcja f(x) jest ci�agªa w x = π/2 gdy p − 1 = 0. Zatem, mamy,
»e

f(x) =


−1

2
x2 + 2, gdy x ≤ 0,

c(cosx− 1) + 2, gdy 0 < x ≤ π
2
,

d, gdy x > π
2
.

Sprawdzmy teraz kiedy ta funkcja jest ró»niczkowalna. FUnkcja f(x) jest ró»niczkowalna
w x = 0 gdy f ′(0−) = f ′(0+) i f ′(0) to jaka± liczba. Zatem,

f ′(0−) = lim
x→0−

f(x)− f(0)
x

= lim
x→0−

−x2/2 + 2− 2

x
= 0.

f ′(0+) = lim
x→0+

f(x)− f(0)
x

= lim
x→0+

c(cosx− 1) + 2− 2

x
L′H
= lim

x→0+

−c sinx+ 2

1
= −c.

Wówczas, c = 0. Skoro 2 = c+ d to d = 2. Posumuj�ac

f(x) =

{
−1

2
x2 + 2, gdy x ≤ 0,

2, gdy 0 < x.

Wida¢, »e ta funkcja te» jest ró»niczkowalna dla dowolnego x ∈ R. �
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Zadanie 2. Oblicz granice:

• limx→0
sin(x)−sinh(x)+x8

x4 sin3(x)
, gdzie sinh(x) = (ex − e−x)/2,

• limx→−π/2
2 sin2 x+sinx−1
2 sin2 x+3 sinx+1

,

• limx→0

(
ax+bx

2

)1/x
, a, b > 0.

Rozwi�azanie: Aby rozwi�aza¢ pierwsz�a granic�e korzystamy z wzorów Taylora dla licznika
i mianownika do takiego stopnia n, »e nie otrzymamy nieoznaczono±ci. Oczywi±cie, to
si�e dzieje, kiedy takie rozwini�ecia nie s�a ró 
wne zeru jednocze±nie. Z znanych wzorów dla
funkcji elementarnych mamy, »e:

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . . sinhx = x+

x3

3!
+
x5

5!
+
x7

7!
+ . . .

Zatem
sinx− sinhx+ x8 = −2x3/3!− 2x7/7!...

x4 sin3 x = x4
(
x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . .

)3

= x7 +O(x7).

Wida¢, »e rozwini�ecia siódmego stopnia nie zeruje jednocze±nie mianownik i licznik (dla
mnieszych stopni mo»na to zrobi¢ tak samo). Zatem

lim
x→0

sin(x)− sinh(x) + x8

x4 sin3(x)
= lim

x→0

−2x3/3!− 2x7/7!

x7
= lim

x→0

−2/3!
x4

− 2

7!
= −∞.

Rozwi�azujemy drug�a granic�e

lim
x→−π/2

2 sin2 x+ sinx− 1

2 sin2 x+ 3 sinx+ 1
=

0

0
,

Skoro licznik i mianownik s�a funkcjami ró»niczkowalnymi i istnieje przedziaª wokóªx =
−π/2 gdzie pochodna mianownika nie zeruje si�e, to mo»emy napisa¢

lim
x→−π/2

2 sin2 x+ sinx− 1

2 sin2 x+ 3 sinx+ 1

L′Hop
= lim

x→−π/2

4 sinx cosx+ cosx

4 cosx sinx+ 3 cosx
= lim

x→−π/2

4 sinx+ 1

4 sinx+ 3
= 3.

W ostatnie granice mamy nieoznaczono±¢ typu 1∞:

lim
x→0

(
ax + bx

2

)1/x

= 1∞.
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Aby rozwi�aza¢ t�a granic�e wprowadzamy ten problem do postaci gdzie mo»na korzy-
sta¢ z L'Hôspitala. Na przykªad jak nast�epuj�aco:

ln lim
x→0

(
ax + bx

2

)1/x

= lim
x→0

ln

(
ax + bx

2

)1/x

= lim
x→0

1

x
ln

(
ax + bx

2

)
poniewa» funkcja ln(x) jest ci�agªa. Znowu mamy nieoznaczono±¢. Ale teraz to niozna-
czono±¢ typu 0/0 i mo»emy korzysta¢ z L'Hôpitala poniewa» funkcje w liczniku i w
mianowniku s�a ró» niczkowalne. Dodatkowo mamy, »e

lim
x→0

1

x
ln

(
ax + bx

2

)
L′H
= lim

x→0

2

ax + bx
ax ln a+ bx ln b

2
= ln

√
ab.

Zatem

ln lim
x→0

(
ax + bx

2

)1/x

= ln
√
ab⇒ lim

x→0

(
ax + bx

2

)1/x

=
√
ab.

�

Zadanie 3. Udowodnij, »e

ex <
(
1 +

x

n

)n+x/2
, x > 0, n > 0.

Rozwi�azanie: Skoro lnx to funkcja rozn�aca, to

ex <
(
1 +

x

n

)n+x/2
⇐⇒ ln ex = x <

(
n+

x

2

)
ln
(
1 +

x

n

)
.

Zatem

ex <
(
1 +

x

n

)n+x/2
⇔ x−

(
n+

x

2

)
ln
(
1 +

x

n

)
< 0.

Teraz korzystamy z wzoru Taylora aby oszaczowa¢ lewa strona. Dana

f(x) = x−
(
n+

x

2

)
ln
(
1 +

x

n

)
,

mamy, »e

f(0) = 0,
df

dx
= 1− 1

2
ln
(
1 +

x

n

)
−
(
n+ x

2

)
1 + x

n

1

n
= 1− 1

2
ln
(
1 +

x

n

)
− 2n+ x

2(n+ x)
.

Zatem,
df

dx
(0) = 0,

d2f

dx2
= − 1

2(x+ n)
+

n

2(n+ x)2
= − x

(n+ x)2
.
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Wówczas, rozwini�ecie Taylora funkcji f(x) pierszego rz�adu wokóª x0 = 0 to

f(x) = R1(x, 0) = −
θ

(n+ θ)2
x2.

Dla x > 0 to 0 < θ < x i R1(x, 0) < 0. Wi�ec, f(x) < 0 dla x > 0. �

Zadanie 4. W trójk�at o podstawie a i wysoko±ci h wpisano prostok�at w ten sposób, »e
jeden z boków prostok�ata le»y na danej podstawie trójk�ata, a dwa pozostaªe wierzchoªki
prostok�ata le»a na pozostaªych boków trójk�ata. Zbada¢ przebieg zmienno±ci pola S tego
prostok�ata.

Rozwi�azanie: Wida¢, ze wysokos¢ prostok�ata, δ, pozwala nam okre±li¢, »e drugi bok
prostok�ata ma odlegªo±¢ tgα(h−δ)+tg β(h−δ) = (tgα+tg β)(h−δ). Zatem, powierzchni
prostok�ata to

S(δ) = δ(tgα + tg β)(h− δ).

Zatem,
dS

dδ
= (tgα + tg β)(h− 2δ)⇒ dS

dδ
= 0⇔ δ = h/2.

Wi�ec, mamy jeden punkt krytyczne dla δ0 = h/2 i powierzchni
to S(δ0) = h2/4(tgα + tg β). Skoro h(tgα + tg β) = a to S(δ0) = ha/4. �

Zadanie 5. Oblicz szereg Taylora funkcji (1 + x)5/2 do czwartego rz�edu (wª�acznie) z
reszt�a Lagrange wokóª x0 = 0.

Rozwi�azanie: Funkcja f : x ∈ R 7→ (1 + x)5/2 ∈ R jest niesko«czenie wiele razy ró»nicz-
kowalna w Df = {x ∈ R |x > −1}. Z tego powodu, dla ka»dego x, x0 ∈ Df mo»emy
zapisa¢ funkcj�e f(x) za pomoc�a wzoru Taylora wokóª x0 jak:

f(x) =
n∑
k=0

fk)(x0)

k!
(x− x0)k +Rn(x, x0),

gdzie reszt�e, w postaci Lagrange'a, mo»na zapisa¢ jako:

Rn(x, x0) =
fn+1)(θ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1,
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gdzie θ to jaka± liczba mi�edzy x i x0 (ró»na od x i x0). W szczególno±ci, dla x0 = 0
mamy tzw wzór McLaurina

f(x) =
n∑
k=0

fk)(0)

k!
xk +

fn+1)(θ)

(n+ 1)!
xn+1.

Dla funkcji f mamy, »e

df

dx
(x) =

5

2
(1 + x)3/2,

d2f

dx2
(x) =

15

4
(1 + x)1/2,

d3f

dx3
(x) =

15

8
(1 + x)−1/2,

d4f

dx4
(x) = −15

16
(1 + x)−3/2,

d5f

dx5
(x) =

45

32
(1 + x)−5/2.

Zatem,
df

dx
(0) =

5

2
,

d2f

dx2
(0) =

15

4
,

d3f

dx3
(0) =

15

8
,

d4f

dx4
(0) = −15

16
.

Wówczas,

f(x) = 1 +
5

2
x+

15

8
x2 +

5

16
x3 − 5

128
x4 +

3

256
(1 + θ)−5/2x5,

gdzie 0 < θ < x lub x < θ < 0.
�
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