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Funkcje pierwotne i Regula de L’Hoéspitala

Javier de Lucas

Zadanie 1. Korzystajac ze znajomosci pochodnych, znaleZc’ funkch pierwotn@ dla na-
stepujacych funkcji (nie mamy jeszcze symbolu [) @ Vi T T 2 12, i, cos, @,
L L. sinhz, —1 L 1

V1—z2’ 142’ > cosh(z)’ 1422’ V22—1°

Zadanie 2. Korzystajac z wtasnosci pochodnych, znalezé¢ funkcje pierwotng dla naste-
2 3
pujacych funkeji: f(z) =5a? — 6z +3 — 2+ 5, f(x) = bt ey h(xz) = =

B 1+22°
f( ) Vr— 2r+4@
6z

Zadanie 3. Korzystajac ze wzoru na pochodna funkcji ztozonej policzyé¢ funkcje pier-

wotng dla nastepujacych funkcji: f(z) =3z +1, f(z) = Va+ bz, f(x) = V1 + 22,
X $2 7.%2 e%

f(@) = 575, f(f)zﬁy flz) =27, f(z) = 55,

sin x x z2
f(z) = cosxe™?, f(x) = CEE%, s pre T

lnx , (6 ==z 93 lnm
Zadanie 4. Obliczy¢ granice lim,_,o &=¢— hmm—H—oo \/71, lim,_,o W7 limg 400
2
tgm 1 r— smz x“sin = __psinx
dla a,c > O, hmxH% Mo Scos M hmxﬁo hmxﬁuroo 2— hmm_m tg ( ) (esma ¢ ),
. Inlnz 71 1
lim, sy o0 ,limg (IM lnx) hmgc_wroo (m —2arctgx) Inz, lim, ,;- (1 —2)In(1—x).

Rozwigzanie: Ogolnie, bedziemy obliczyli te granice korzystajac z reguta L’Hospitala. Ta
reguta, w jednej z ich wersji, ustala, ze jezeli f : (¢,zo] = Rig: (¢, x0] — R sa funkcjami
rozniczkowalnymi na (¢, zo) i po lewej stronie w xy i ¢'(z) # 0 dla (¢, zo] i

lim f(z) =0, lim g(z) =0
1'*)"[0 1‘*}23_
lub
hm f(z) = £o0, lim g(x) = o0,
Z—}IEO CE—)LﬂS—
to jezeli istnieje granica
f'(z)

T—T0 g'(x)
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wtedy
x "(x
lim —f< >: lim 7 )
T—1T1 g(x) z—To g’(x)
Wazne pamigtac, ze jezeli nie istnieje lim, ,,, %, to nie mozna powiedzie¢ nic ani o
wartosci ani o istnieniu granicy
x
lim —f( )
T—T0 g(x)

Istnieja rozne wersje tego wyniku. Na przyktad, istnieje podobny wynika dla przydziat
[z, ¢) 1 (a,c) D xy. Chociaz ustalilismy kikla warunkow dla funkeji f, g, np. ¢'(zo) # 0,
mozna napisa¢ inne wersje reguty L’Hdspitala ktorych nie wymagaja wielu z poprzednich
warunkow.

Obliczmy granice:

x —x

e
a) lim
x—0 x

= €

Licznik f(z) = e*—e~" i mianownik g(x) = x spelniaja wszystkie warunki na (—e, €) 3 0.
Dodatkowo,
f'/(x) ] eil‘ + e—(L‘ Th,. €—$ eCE + e—iE

lim :hm—:22>hme—:hm—:2.
z—0 g/([L‘) x—0 1 z—0 X z—0 1

Opiszmy inng wersje reguty L’Hospitala. Jezeli f : [xg, +00) — R i g : [z, +00) = R
sg funkcjami rézniczkowalnymi na [zg, +00) i po prawej stronie w zy i ¢'(x) # 0 dla
[CC(), +OO) 1

S FE) T e ele) =0
lub

to jezeli istnieje granica

lim f(z)

Tr—r+00 g/(m)

lim @: lim J'@)

T—r+00 g(l‘) T—+00 g/({L‘) '
f'(=)
g'(x)

b) lim /()

to

Wazne pamietaé, ze jezeli nie istnieje lim, , to nie mozna powiedzie¢ nic ani o

wartosci ani o istnieniu granicy
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Istnieja rozne podobne wersje tego wyniku. Na przyktad, dla (—oo,zo]. Obliczmy
teraz naste pujacq granice:

. Inz
im =
T—400 4 /1’2 —1
Licznik f(z) = In(x) i mianownik g(z) = +/x? — 1 spelniaja wszystkie warunki dla
2, +00). Dodatkowo,

! i 21 |
i 00— peinl/e_CWoRVe 1 _gegln, lme =y
z—+o0 ¢ (:L‘) T—+400 x/y/a:‘2 -1 T——+00 T2 z—+oo v/p2 — 1

Od tego momentu, zaktadamy, ze wszsytkie warunki pewnego typu reguly L’Héspitala
spetniaja sie i po prostu obliczymy wszsytkie granice.

_ i 2 . 2
) y (ex —e :1:)2 5 e¥ — e L'H y e d e T A
¢) lim ——— = [lim ———| = |lim , =4.
=0  z2cosT @—0 24/CO8 ¥ 20 \/cosx — x cos~ /2 xsinx /2

Warto zauwazy¢, ze mozna zmienié¢ kolejnosé pierwiastku i granicy poniewaz potenga do
kwadratu jest funkcja ciagta. W nastepnym przypadku, reguta [’Héspitala nie pomoze

rozwigza¢ granice

Inz Inz
r a™® g a™® In(a
d) lim = (@)
z—+4o0 ¢ cx’

i to ostatnie wyrazenie jest prawie to samo co wczesniej. Aby rozwigza¢ taka granice,
robimy tak. Skoro Iny to ciagta funkcja, to zdefiniujemy

Inz Inx

A=1In lim = lim In = lim Inzlnea—clnzr= lim Inz(lna—c)
r—+4oo € T—+00 x° z—+00 T—+00

Jezelilna=cto A=0.Dlalna > cto A=+o001ijezeli Ina < ¢ to A = —o0. Skoro

Inz

. a
lim =
r—+o0o ¢
i h(x) = e to funkcja rosnaca, to
alnx Inz
lim =1, dla a =€, lim = 400, dla a > e“.
z—+oo € z—+oo €
) alnx .
lim =0, dlaa < e“.

r—+o0o0 ¢
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Kolejna granica mozna rozwigzaé¢ bez reguty L’Hospitala:

_ tgxr — 1 ) sinx — cos T ) 1
e) lim —— = lim : = lim = /2.
2T SinT — CcosxT  a—T cosz(SinT — cosSx) oI COST

W nastepnym pryzpadku mamy:

. r—sinx g, 1—cosx pm.. Sinz g, COST 1
f)lim ——— = lim ——— =" lim = lim = -.
x—0 1‘3 x—0 3:[,‘2 x—0 637 x—0 6 6

Z ciekawosci mozna powiedzie¢, ze w tym przypadku nie mozna zastosowaé reguly
L’Hospitala dana na poczatku poniewaz pochodna mianownika zeruje sie w punkcie
x = 0. Natomiast, istnieja inne regule, np. jezeli f, g : (a,b) — R, dla z¢ € (a,b), sa taki,
ze f i g sa rozniczkowalne do rzedu n (pochonde sa skoniczone) i f(a) = fY(a) = ... =
Y =g(a) = ga) =... = g"a) = 0, g"(a) # 0 i g(z) # 0 dla = € (a,0)\{0}, to

lim /() = lim fn) (z)

T—a g(:[,‘) r—a g") (q;)

)

gdzie przyponminamy, ze f™ to pochodna rzedu n funkcji f. W ogélnosci te warunki
prawie zawsze sig spetniaja. Jedynym kluczowym warunekiem jest istnienie granicy po-
chodnych licznika i mianownika. W rzeczewistosci mozna wtedy zastosowaé jak w tym
przypadku regule L” Hopitala rekurencyjnie.

2

T sm%L/H i 2xsm%—2(:os§ . L
g) lim = lim = lim zsin——1
z—4o00 200 — 1 z—>4-00 2 T—+00 x
<1
N Sln - L/H . 1
= lim —*—-1= lim cos——1=0.
r—+oo = T—+00 €T
xX

Aby obliczyé

zauwazamy, ze

3 sin : sin o X Xz
lim (e¥m o) = simae™ 5 lim tg (”—) = —oo, lim tg <7T—> = +o0.
(0% «

T—Q r—at
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T 3 sin T 3 sin
lim tg (W—> (e ) = —o0, lim tg (W—> (7)) = 4o0.

z—at T~ 2a

Zatem,

lim tg (7;_&:) (ene—e™)
a

nie istnieje poniewaz granice po prawej i po lewej stronie sa rézne.
Kolejne granice:

Inl ' 1
i) m —— "2 lim =1
T—+o0 T z—+oo z lnx
1 1— 7
J) lim <— - i) = lim S = 1.
z—=1\Inx Inz z—1 lnax z—1

W nastepnym przypadku otrzymamy nieoznaczono$c:

k) zgrfoo (m—2arctgx)Inz =0 - co.

Aby to rozwiaza¢ wysztarcza napisa¢ funkcje inaczej i zastosowaé jakas regute
L’Hospitala:

— 2arctgw 1/ e 2 In?
lim (7 —2arctgz)Ilnz = lim TR A TB A, 1—”22 — lim 21T
T—+00 T—+00 ]_/ Inx T—+00 —1/(1‘ In I) zo+00 1 + g2
Zatem z L’Hospitala
, In? 21 ' 21 2 v 2
lim (7 — 2arctgz)Inz )i e e R lim =+ =9 i = o,
T——+00 T—+400 €T T——+00 €T €T Tr—+400 I
Mamy, ze
In(1 — ; e i
[) lim (1 —z)In(1l —z) = lim u 2 Jim =2 = lim 1 -z =0.
r—1— r—1— E z—1r m r—1—
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Zadanie 5. Obliczy¢ granice: lim,_.q (;%2 — ctg? x), lim,_q (% — ﬁ), lim,_,q (I—13 — Shlm),

1

1 i 1 1
. il g i 1\sinz ;. i = t
hmx—H—oo T, llrn:r%OJr (;) ’ hmax—>1 Ti-=, hrnz—>0 ( gxm) o

Rozwigzanie: Obliczymy pierwsza granice:

: 1 2
a)glEILI(l) (;—c‘cg m) =00 — 0.

Otrzymamy nieoznaczonos¢. Skoro ta granica nie ma posta¢ f(x)/g(x) nie mozna
zastosowaé reguty L’Hospitala. Z tego powodu, wprowadzamy granice do takiej postaci:

, 1 X ; sin? z — a2 cos? x
lim | = —ctg®x | = lim = .
x—0 xz z—0 ;(;2 sin” x

’ (sian—xQCos%c) L - (QSinxcosa:—2xcost+2x2cosxsinx)
im

=0 x2sin’ x 2x sin? x + 222 8in  cos
((1 + 2?) sin 2z — 2z cos? x>

2z sin®x + 22sin 22

L/H lim 27 sin 22 + 2(1 + 2?%) cos 2 — 2 cos?® x + 2z sin 2x
v=0  2sin® x + 2w sin 2z + 2w sin 27 + 272 cos 2z
T 4asin 2z 4 (1 + 22?) cos 2z — 1
=01 4 4z sin 2z + (222 — 1) cos 2z
LH) (1 — 2z)sin 2z + 6x cos 2z
20 (3 — 222) sin 22 + 62 cos 2z
LH (—(—12x —2)sin 2z + (8 — 4xz) cost) k. 2'
—16z sin 2x + (12 — 422) cos 2z 3

x—0

W nastepnym przypadku nie trzeba korzysta¢ z L’Hospitala:

) 2 1 ; 2 z +-1 ' k=T . —1 1
b) lim - = lim = = lim = lim =——.
e=1\22 -1 z-—1 =51 \[r2 — 0 “g2F 1 e\ 22— 1 a1 1+ 2
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Natomiast, w nastepnej granicy warto korzysta¢ z L’Hospitala rekurencyjnie:

: 1 1 . sine — a3 cosx — 32
¢) lim = — — =lim ———— = lim —— 3
z—0 \ & sin x z—=0 g3sinx z—0 3x2sinx + x3 cosx
/H .. —sinx — 6x
= lim - 5 S
z—0 6z sinx + 6x?cosx — x3sinx
L'H .. —cosx — 6
= lim — s 3
z—=0 6sinx + 18z cosx — 9x*sinx — x3 cosx
. —cosx —6
= lim =t 5
2—0 (6 — 922) sinx + (18 + x2) cos x
Widag, ze
I —cosx — 6 e
im - = 400
z—0+ (6 — 9z2) sinz + (18 4+ z2) cos ’
p —cosx — 6
lim = —00.

e—=0- (6 — 922) sinx + z(18 + x2) cos x

: (1 1>
lim(( — — =
=0\ 3  sinx

1
t z2
hm(ﬁf) _ 1%,
x—0 T

Aby obliczy¢ taka granice, korzystamy, ze Iny to ciagta funkcja:

Zatem

Nie istnieje.
W naszym przypadku:

% = N N 1
tgx\ = . tga = . 1 tgx vm . tgx Lcos?x 22 ] e
=limln [ = =lim —In—— = lim )
z—0 €T z—0 12 T z—0 2Qx

T

In lim
r—0

1 1 . 1 A .
I i tgx =2 il e [Coix — smx} e 5 e —sinz e P s1n2x/2‘
=0\ T 2—0 2 z—0 2r?sinx =0 x?sin2x
Zatem
1
) tgx\ «2 v . 1 —cos2x L'H .. 2sin 2x
Inlim [ —— = lim - . = lim - .
=0 \ z—0 22 sin 2z + 222 cos 2z 2—=0 (2 — 42?) sin 2z + 8z cos 2z
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. tgx P L'H .. 4 cos2x 1
Inlim [ — = lim ; =i
250\ T 2—=0 (12 — 822) cos 2z — 24z sin2z 3

1

tgx\ =2
lim (g_) = e%.
x—0 i

O

Zadanie 6. Obliczy¢ granice:

J z2-1 L
— arct TSN =
lim T ACSRT R Taa b Fsf—==) . a>0,a# 1.
z—0 3;'3 r—1 €xr — 1 r—~400 x(a — 1)
Rozwigzanie:
= ¥ —arcsingG /e 1——\/11_7 . e fixz 1
a) hm—3 = lim ————L'H=lim — _——
x—0 €T z—0 3{);'2 x—0 61’ 6
i 1 1 2z(1+22)—(x2—1)22
z2— 221 224 1)2
i arctg _12& LH ). 1+(55) Atk _ B 1 4z
xliﬁ r—1 - xlig 1 & xl—>H1 22-1)\2 (1‘2 + 1)2
1+ (:):2+1)
hnfﬂagﬁll—lma i il ey A
el x—1 el (224124 (22 -1)2 25122242

Aby obliczyé¢ granice

1
. a*—1 \=
0. (Sa)

korzystamy z tego, ze Iny to funkcja ciagta i

, a® A1 \ o= £ ol I\ FE, = at —1
In im | —— = dlim In | —= = lim —In[ —
z—>+o0 x(a — 1) T—>+00 x(a — 1) T—+00 I x(a — 1)
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Zatem,
1 T—1 1 T—1 1 r—1
lim ~In(——> )= lim - |In(2 —In(a—1)| = lim —In L
z—+00 I z(a —1) T—r+o0 I P To+00 T x
vg .. a*lna 1
= lim — —=1lna
e=to0q® —1
Wowczas,

. a® —1 :
1m T = Q.
z—4-00 x(a - 1)

Zadanie 7. Czy mozna zastosowaé regute de 1'Hospitala do obliczenia nastepujacych
granic?

O

. x—sinz _ 2z +sin(2x) 4+ 1 : , . 1\°
1 e | 2 — | .
eto0 20 +8INE zotoo (22 1 SI(27)) (50T + 3)2) - am0t ( SV esin x)

Rozwigzanie:Mozemy przypominaé, ze reguta L’Hospitala ustala, ze pod pewnymi wa-
runkami mozna obliczyé¢ granice
fz)

el

pod warunkiwm, ze istnieje granica

f'(x)

T—+00 g’({L‘) i

Jednoczesnie, jezeli ta granica nie istnieje, to nie mozemy obliczy¢ pierwotnej granicy za
pomoca reguty L’Hospitala.
Natomiast, w pierwszym przypadku mamy, ze
) 1 —cosx
lim .——+
z—+00 2 + COS T

nie istnieje. Wigc, nie mozemy korzystaé z reguly L’Hospitala, aby oblizcy¢
T —sinx

z—+o00 24 + SInx
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Natomiast, mozemy obliczy¢ ta granice inaczej:

. x—sinz . l—sinz/z 1
lim —— = lim ————— = —.
z—+oo 2r +sinx  a—+oo 2+sinx/x 2

W drugim przypadku, mamy podobne wynik. Dana granica

_ 2x + sin(2z) + 1
lim ) -
a—+o0 (2 + sin(2z))(sinz + 3)?

otrzymamy, ze

_ 2 + 2 cos(2x)
A= lim : : .
z—+00 (2 4+ 2cos(2z))(sinx + 3)2 + (2z + sin(2z))2(sinx + 3) cosx

nie istnieje. Wtasnie, dla = k7 mamy

919
AT .

= B0 T (2km) 2B =T O

Wtasnie, dla = = 7/2 + 2km mamy

242

O

Zadanie 8. Udowodni¢, ze prawdziwa jest nierownos¢ (Jensen dla f(z) = 2):
2

n <L+...+i’ 1'1,---733n>0

T1t+FTn — 21




