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Kryterium zbieznosci I

Javier de Lucas

Zadanie 1. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji:

hiE 2 2041 x%—~ 3z + 2
f(l’)—§+ga f(fc)—x_4 J(@—m;
226z +13

/(@) L f@) = 4o —tg() v € (-5, 3).

bo| 3

% =13
Rozwigzanie: Zbadamy funkcje
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Zamin zaczynamy, warto zauwazzy¢, ze funkcja f jest nieparzysta, czyli f(—z) =
—f(z). To bedzie nam pomagal, aby ustali¢ wlasciwosci funkcji.

Dziedzina:

Najpierw, ustalamy dziedzina. Funkcja f jest dobrze okreslona wtedy i tylko wtedy
gdy mianownik nie zeruje sie, czyli dla z # 0. Zatem D; = R\{0}.

Miejscia zerowe: Funkcja nie ma miejsc zerowych poniewaz f(x) = 0 wtedy i tylko
wtedy gdy 22 4+ 2 =0, ale 22 +2 # 0 dla 2 € R.

Monotoniczno$é i punkty krytyczne: Sprawdzamy pochodna funkeji:

dfyi - 202 = (2 +4)2 |\ 207 =89 14
dr 422 O 4x2 22

Aby sprawdzi¢ monotoniczno$é, sprawdzamy znak tej pochodnej. Mamy, ze funkcja f
jest rosnaca kiedy df /dz > 0, czy dla

7 —4>08 |z)>2
i funkcja f jest malejaca kiedy df /dx < 0, czyli dla

’-4<0e|z| <2
Punkty krytyczne to sa punkty gdzie pierwsza pochodna sie zeruje. W naszym przypadku
pochodna zeruje sie gdy 2% —4 = 0. Wiec, mamy dwa punkty krytyczne x = —2ix = 2.

Funkcja f ros$nie przed punktem z = —2 i maleje po x = —2. To oznacza, ze © = —2
to maksimum lokalne. W tym punkcie f(—2) = —2.
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Funkcja f maleje przed punktem x = 2 i ro$nie po punkcie z = 2. Zatem x = 2 to
minimum lokalne. Ponadto, skoro funkcja jest nieparzysta, jezeli funkcja ma minimum
lokalne w z = 2, to ma mie¢ maksimum lokalne w x = —2. W tym punkcie f(2) = 2.

Wypukloéé, wklestosé i punkty przegiecia:

Aby zbadaé¢ wypuklo$é, wklestosé¢ i punkty przegiecia musimy obliczyé¢ druga po-
chodna:

d’f 22227 — (2 —4)4x 4
dr? 474 i

Funkcja jest wypukta kiedy prosta styczna do wykresu jest ponizszej wykresu. Kiedy
funkcja jest dwa razy rozniczkowalna, to funkcja jest wypukla kiedy druga pochodna
jest dodatnia. W naszym przypadku, druga pochodna jest dodatnia dla x > 0, 1 f jest
wtedy wypukta dla x €]0, +o0].

Funkcja jest wklestakiedy prosta styczna do wykresu jest powyzszej wykresu. Kiedy
funkcja jest dwa razy rézniczkowalna, to funkcja jest wklesta kiedy druga pochodna jest
ujemna. W naszym przypadku, druga pochodna jest ujemna dla z < 0, i f jest wtedy
wklesta a dla z €] — 00, 0[.

Punkt przegiecia to punkt taki, ze funkcja jest wypukta przed punktem i wklesta
pozniej lub odwrotnie. Jezeli funkcja jest rozniczkowalna trzeciego stopnia, to taki punkt
zo spelniajacy, ze f"(xg) = 01 f"(x9) # 0, jest punktem przegiecia. Natomiast, to
nie warunek konieczny, tylko wystarczajacy. Jezeli funkcja jest rézniczkowalna trzeciego
stopnia, kazdy punkt przegiecia spelnia, ze f”(zq) = 0, ale to tylko warunek konieczny.

W naszym przypadku, funkcja f jest rowniczkonalna trzeciego stopnia w swojej dzie-
dzinej, ale nie ma punktow przegiecia.

Asymptoty:

Mamy trzy rodzaje asymptot.

Asymptoty pionowe;

Mamy asymptoty pionowe w punkcie zy kiedy lim, St f==Fo0ilim, o f = Fo0.
Czaszami moéwi si¢, ze mamy asymptote po prawie stronej kiedy lim, o f = *docoi
po lewej stronej kiedy lim e f = £oo. Asymptot trzeba szukach w punktach gdzie f
dazy do niskoniczonosci, np. w punktach gdzie f jest ilorazem dwoch funkeji i mianownik
zeruje sie.

W naszym przypadku mamy, ze

lim f = +o0, lim f = —oc.
z—0t z—07t

Zatem, mamy asymptote pionowa w punkcie z = 0.
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Asymptoty poziome:
Mamy asymptoty poziome y = ¢ dla x — +o0 kiedy

lim f=ceR

T—+00

i mamy asymptoty poziome y = ¢ dla © — —oo kiedy

lim f=ceR.
T—>—00
W naszym przypadku mamy, ze
i f. 3= 403, lim -~ f= -o0,
T—+00 T—>—00

Wiec, nie mamy takich asymptot.
Asymptoty ukosne:
Moéwimy, ze funkcje f ma asymptote ukosna y = ax + b dla x — +oo gdy
o f(2) ;
lim —= = R\{0 1 —za=0beR.
i, a € R\{0}, z_l}gloof(x) xa €

T—r—+00
Podobnie, méwimy, ze funkcje f ma asymptote ukosna y = ax + b dla x — —oo gdy

lim Hz) =a € R\{0}, lim f(z)—xa=0b€eR.

r——00 I T——00

Wida¢, ze w naszym przypadku

. f(x) R A |
lim ——~% = lim S
=400 T z—+oo 2x2 2
! 1 244 1 244 &
- N e . rr+4—x

Zatem mamy asymptote ukosna y = z dla x — +o0.
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Podobnie
. f(z) o2 +4 1
lim —~ = lim ==
T——00 I r——0c0 212 2
1
. 1 o2 +4 1 2244 — a?
A ) e = A e T 3T T A gy O

Wiee mamy asymptote ukoé$ng y = . Rysunek funkcji wyglada nastepujaco
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Zbadamy funkcje
xl 3T 2 6x
flz) = P i T S S 5 TN P |
2 +3x+ 2 x? + 3 +2

Dziedzina:

Najpierw, ustalamy dziedzina. Funkcja f jest dobrze okreslona wtedy i tylko wtedy
gdy mianownik nie zeruje sie, czyli dla 22 +3z+2 # 0. Skoro 2% +32x+2 = (z+1)(z+2),
to Dy = R\{—1, —2}.

Miejscia zerowe: Funkcja nie ma miejsc zerowych poniewaz f(x) = 0 wtedy i tylko
wtedy gdy 22 — 3z +2 = (z —2)(z —1) = 0. Wigc, z = 2 i z = 1 sa miejscami zerowymi
funkcji f.

Monotonicznos$é i punkty krytyczne: Sprawdzamy pochodna funkeji:

df = 6(z* +3x+42)—6x(2x + 3) 6(z% — 2)

de (22 4 3z + 2)2 (22432 +2)?

Aby sprawdzi¢ monotonicznosé, sprawdzamy znak tej pochodnej. Mamy, ze funkcja f
jest rosnaca kiedy df /dxz > 0, czy dla

?—2>0s |z > V2
i funkcja f jest malejaca kiedy df /dx < 0, czyli dla

??—2<0e |z < V2
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Punkty krytyczne to sa punkty gdzie pierwsza pochodna si¢ zeruje. W naszym przy-
padku pochodna zeruje sie gdy 22 —2 = 0. Wiec, mamy dwa punkty krytyczne z = —/2
iz =42

Funkcja f rosnie przed punktem z = —+v/2 i maleje po z = —v/2. To oznacza, ze
r = —4/2 to maksimum lokalne. W tym punkcie f(—v/2) = (4 +3v/2)/(4 — 3v/2).

Funkcja f maleje przed punktem = = /2 i roénie po punkcie z = /2. Zatem z = /2
to minimum lokalne. W tym punkcie f(2) = (4 — 3v/2)/(4 + 3v/2).

Wypuktloéé, wklestoéé i punkty przegiecia:

Aby zbadaé¢ wypuklo$é, wklestosé i punkty przegiecia musimy obliczyé¢ druga po-

chodna:
dzf_d(x—2> (x4+1) — (z —2) 3
o |

di?  dx o (@ 2 D2 T2 (g )

Funkcja jest wypukta kiedy prosta styczna do wykresu jest ponizszej wykresu. Kiedy
funkcja jest dwa razy rozniczkowalna, to funkcja jest wypukta kiedy druga pochodna jest
dodatnia. W naszym przypadku, druga pochodna jest dodatnia dla (z — 2)(z + 1) > 0,
i f jest wtedy wypukta dla x €] — 0o, —1{U]2, +00].

Funkcja jest wklestakiedy prosta styczna do wykresu jest powyzszej wykresu. Kiedy
funkcja jest dwa razy rézniczkowalna, to funkcja jest wklesta kiedy druga pochodna jest
ujemna. W naszym przypadku, druga pochodna jest ujemna dla (z —2)(z +1) < 0,1 f
jest wtedy wklesta a dla 2 €] — 1, 2][.

Punkt przegiecia to punkt taki, ze funkcja jest wypukta przed punktem i wklesta
pozniej lub odwrotnie. Jezeli funkcja jest rozniczkowalna trzeciego stopnia, to taki punkt
xo spelniajacy, ze f"(xg) = 0 f"(xo) # 0, jest punktem przegiecia. Natomiast, to nie
warunek konieczny, tylko wystarczajacy.

W naszym przypadku, mamy, ze druga pochonda zeruje sie dla x = 21 x = 1.
NAtomiast, = 1 ni nalezy do dziedziny, wiec odpada. Natomiast druga pochodna
zmienia znak wokot z = 2, gdzie zeruje sie. Wowczas, jedyne punkt przegiecia to x = 2.

Asymptoty:

Mamy trzy rodzaje asymptot.

Asymptoty pionowe;

Mamy asymptoty pionowe w punkcie xy kiedy lim, sag
Czaszami mowi si¢, ze mamy asymptote po prawie stronej kiedy lim, e f = *Hocoi
po lewej stronej kiedy lim i f = £oo. Asymptot trzeba szukach w punktach gdzie f
dazy do niskoniczonosci, np. w punktach gdzie f jest ilorazem dwoch funkeji i mianownik
zeruje sie.

W naszym przypadku mamy, ze

(Tf:j:ooilim - f = *4o0.

lim f = 400, lim f=—oc.
z—2F T2~

Zatem, mamy asymptote pionowa r = 2.
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Ponadto mamy, ze
lim f = 400, lim f = —o0.
xz—0t z—0—

Zatem, mamy asymptote pionowa x = 0.
Asymptoty poziome:
Mamy asymptoty poziome y = ¢ dla x — +o0o kiedy

lim f=c€eR

T—r+00

i mamy asymptoty poziome y = ¢ dla x — —oo kiedy

lim f=ceR.
T—r—00
W naszym przypadku mamy, ze
lirgriara=1, i £
T—>+00 T——00

Wiec, mamy asymptote y =1 dla z — 400 i dla x — —o0.
Asymptoty uko$ne:
Mowimy, ze funkcje f ma asymptote ukosna y = ax + b dla x — +oo gdy
lim J@) = a € R\{0}, lim f(z)—xa=0beR.
€T Tr—+00

r—+00
Podobnie, méwimy, ze funkcje f ma asymptote ukosna y = ax + b dla x — —oo gdy

lim @—aER\{O}, Er_n f(x) —za=0beR.

T——00
Widaé, ze w naszym przypadku

flz) " r? — 31+ 2

1 _— = =

z—+00 T z—+00 J]({Ez + 3+ 2)

Zatem nie mamy asymptoty ukosnej dla z — +oc.

Podobnie
f(x) , x? — 3z +2

lim ——= = lim -
N z——o0 (22 + 3x + 2)

Woéwezas, nie mamy asymptot ukosnych dla x — —oc.
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Rysunek funkcji wyglada nastepujaco
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Zadanie 2. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji: f(z) = Va2 — 1,
flz) =25 + (x —2)3 ) =z\/53%

Zadanie 3. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji : f(z) = cos? z + 2sin’ x,

f(z) = sinxcos 2z, f(xr) = Vsinz?.

ln:c

Zadanie 4. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji : f(z) = 2?Inz, f(z) = hw, fley=

f(x) = hl(SiHIL‘), f(x) = e%, f(x) = x2@%7 f(l’) — etg(ﬂc)7
f(z) = arctg(Inz).

Zadanie 5. Zbadac¢ przebieg funkcji oraz jednostajna cigglosé jezeli f(x) = /x(z — 1)%.

Zadanie 6. Znalez¢ ekstrema funkcji: f(z) = (1 % 5 12—? +7 54 Z—T) e",
reR,neN,.

Rozwigzanie: Kiedy funkcja jest rozniczkowalna na R, ekstrema mozna znalezé w punk-
tach gdzie pierwsza pochodna zeruje si¢. Skoro podana funkcja jest rézniczkowalna na
R, sprawdzamy pierwsza pochodna:

Zatem

T "
b ZZ' Zﬁex:—m€ ¥,
=0
Jedyny punkt krytyczny to x = 0. Ponadto, n jest parzysta, mamy, ze df /dz < 0 dla
dowolnego x € R. Skoro pochodna nie zmienia znaku, x = 0 to nie ekstremum. Dla n
nieparzystej mamy, ze dla x < 0 pochodna jest dodatnia df /dx > 0idla x > 0 pochodna
jest ujemna. To oznacza, ze taki punkt jest maksimum. [

e_ﬁ (\/i—l—sin%), x # 0,

Zadanie 7. Znalezé ekstremum funkcji f(z) = {O 5
y L=



