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Kryterium zbie»no±ci I

Javier de Lucas

Zadanie 1. Zbada¢ przebieg zmienno±ci funkcji:

f(x) =
x

2
+

2

x
, f(x) =

2x+ 1

x− 4
, f(x) =

x2 − 3x+ 2

x2 + 3x+ 2
,

f(x) =
x2 − 6x+ 13

x− 3
, f(x) = 4x− tg(x), x ∈ (−π

2
,
π

2
).

Rozwi�azanie: Zbadamy funkcj�e

f(x) =
x

2
+

2

x
=
x2 + 4

2x
.

Zamin zaczynamy, warto zauwaz»y¢, »e funkcja f jest nieparzysta, czyli f(−x) =
−f(x). To b�edzie nam pomagaª, aby ustali¢ wªa±ciwo±ci funkcji.

Dziedzina:

Najpierw, ustalamy dziedzina. Funkcja f jest dobrze okre±lona wtedy i tylko wtedy

gdy mianownik nie zeruje si�e, czyli dla x 6= 0. Zatem Df = R\{0}.
Miejscia zerowe: Funkcja nie ma miejsc zerowych poniewa» f(x) = 0 wtedy i tylko

wtedy gdy x2 + 2 = 0, ale x2 + 2 6= 0 dla x ∈ R.
Monotoniczno±¢ i punkty krytyczne: Sprawdzamy pochodn�a funkcji:

df

dx
=

2x2x− (x2 + 4)2

4x2
=

2x2 − 8

4x2
=
x2 − 4

2x2
.

Aby sprawdzi¢ monotoniczno±¢, sprawdzamy znak tej pochodnej. Mamy, »e funkcja f
jest rosn�aca kiedy df/dx > 0, czy dla

x2 − 4 > 0⇔ |x| > 2

i funkcja f jest malej�aca kiedy df/dx < 0, czyli dla

x2 − 4 < 0⇔ |x| < 2.

Punkty krytyczne to s�a punkty gdzie pierwsza pochodna si�e zeruje. W naszym przypadku

pochodna zeruje si�e gdy x2− 4 = 0. Wi�ec, mamy dwa punkty krytyczne x = −2 i x = 2.
Funkcja f ro±nie przed punktem x = −2 i maleje po x = −2. To oznacza, »e x = −2

to maksimum lokalne. W tym punkcie f(−2) = −2.

1



ANALIZA I

20 stycznia 2015

Semestr zimowy

Lista XVII

Funkcja f maleje przed punktem x = 2 i ro±nie po punkcie x = 2. Zatem x = 2 to

minimum lokalne. Ponadto, skoro funkcja jest nieparzysta, je»eli funkcja ma minimum

lokalne w x = 2, to ma mie¢ maksimum lokalne w x = −2. W tym punkcie f(2) = 2.
Wypukªo±¢, wkl�esªo±¢ i punkty przegi�ecia:

Aby zbada¢ wypukªo±¢, wkl�esªo±¢ i punkty przegi�ecia musimy obliczy¢ drug�a po-

chodn�a:
d2f

dx2
=

2x2x2 − (x2 − 4)4x

4x4
=

4

x3
.

Funkcja jest wypukªa kiedy prosta styczna do wykresu jest poni»szej wykresu. Kiedy

funkcja jest dwa razy ró»niczkowalna, to funkcja jest wypukªa kiedy druga pochodna

jest dodatnia. W naszym przypadku, druga pochodna jest dodatnia dla x > 0, i f jest

wtedy wypukªa dla x ∈]0,+∞[.
Funkcja jest wkl�esªakiedy prosta styczna do wykresu jest powy»szej wykresu. Kiedy

funkcja jest dwa razy ró»niczkowalna, to funkcja jest wkl�esªa kiedy druga pochodna jest

ujemna. W naszym przypadku, druga pochodna jest ujemna dla x < 0, i f jest wtedy

wkl�esªa a dla x ∈]−∞, 0[.
Punkt przegi�ecia to punkt taki, »e funkcja jest wypukªa przed punktem i wkl�esªa

po»niej lub odwrotnie. Je»eli funkcja jest ró»niczkowalna trzeciego stopnia, to taki punkt

x0 speªniaj�acy, »e f ′′(x0) = 0 i f ′′′(x0) 6= 0, jest punktem przegi�ecia. Natomiast, to

nie warunek konieczny, tylko wystarczaj�acy. Je»eli funkcja jest ró»niczkowalna trzeciego

stopnia, ka»dy punkt przegi�ecia speªnia, »e f ′′(x0) = 0, ale to tylko warunek konieczny.

W naszym przypadku, funkcja f jest równiczkonalna trzeciego stopnia w swojej dzie-

dzinej, ale nie ma punktów przegi�ecia.

Asymptoty:

Mamy trzy rodzaje asymptot.

Asymptoty pionowe;

Mamy asymptoty pionowe w punkcie x0 kiedy limx→x+
0
f = ±∞ i limx→x−0

f = ±∞.

Czaszami mówi si�e, »e mamy asymptot�e po prawie stronej kiedy limx→x+
0
f = ±∞ i

po lewej stronej kiedy limx→x−0
f = ±∞. Asymptot trzeba szukach w punktach gdzie f

d�azy do nisko«czono±ci, np. w punktach gdzie f jest ilorazem dwóch funkcji i mianownik

zeruje si�e.

W naszym przypadku mamy, »e

lim
x→0+

f = +∞, lim
x→0+

f = −∞.

Zatem, mamy asymptot�e pionow�a w punkcie x = 0.
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Asymptoty poziome:

Mamy asymptoty poziome y = c dla x→ +∞ kiedy

lim
x→+∞

f = c ∈ R

i mamy asymptoty poziome y = c dla x→ −∞ kiedy

lim
x→−∞

f = c ∈ R.

W naszym przypadku mamy, »e

lim
x→+∞

f = +∞, lim
x→−∞

f = −∞.

Wi�ec, nie mamy takich asymptot.

Asymptoty uko±ne:

Mówimy, »e funkcje f ma asymptot�e uko±n�a y = ax+ b dla x→ +∞ gdy

lim
x→+∞

f(x)

x
= a ∈ R\{0}, lim

x→+∞
f(x)− xa = b ∈ R.

Podobnie, mówimy, »e funkcje f ma asymptot�e uko±n�a y = ax+ b dla x→ −∞ gdy

lim
x→−∞

f(x)

x
= a ∈ R\{0}, lim

x→−∞
f(x)− xa = b ∈ R.

Wida¢, »e w naszym przypadku

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

x2 + 4

2x2
=

1

2

i

lim
x→+∞

f(x)− 1

2
x = lim

x→+∞

x2 + 4

2x2
− 1

2
x = lim

x→+∞

x2 + 4− x2

2x2
= 0.

Zatem mamy asymptot�e uko±n�a y = x dla x→ +∞.
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Podobnie

lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞

x2 + 4

2x2
=

1

2

i

lim
x→−∞

f(x)− 1

2
x = lim

x→−∞

x2 + 4

2x2
− 1

2
x = lim

x→−∞

x2 + 4− x2

2x2
= 0.

Wi�ec mamy asymptot�e uko±n�a y = x. Rysunek funkcji wygl�ada nast�epuj�aco

Zbadamy funkcj�e

f(x) =
x2 − 3x+ 2

x2 + 3x+ 2
= 1− 6x

x2 + 3x+ 2
.

Dziedzina:

Najpierw, ustalamy dziedzina. Funkcja f jest dobrze okre±lona wtedy i tylko wtedy

gdy mianownik nie zeruje si�e, czyli dla x2+3x+2 6= 0. Skoro x2+3x+2 = (x+1)(x+2),
to Df = R\{−1,−2}.

Miejscia zerowe: Funkcja nie ma miejsc zerowych poniewa» f(x) = 0 wtedy i tylko

wtedy gdy x2− 3x+2 = (x− 2)(x− 1) = 0. Wi�ec, x = 2 i x = 1 s�a miejscami zerowymi

funkcji f .
Monotoniczno±¢ i punkty krytyczne: Sprawdzamy pochodn�a funkcji:

df

dx
= −6(x2 + 3x+ 2)− 6x(2x+ 3)

(x2 + 3x+ 2)2
=

6(x2 − 2)

(x2 + 3x+ 2)2
.

Aby sprawdzi¢ monotoniczno±¢, sprawdzamy znak tej pochodnej. Mamy, »e funkcja f
jest rosn�aca kiedy df/dx > 0, czy dla

x2 − 2 > 0⇔ |x| >
√
2

i funkcja f jest malej�aca kiedy df/dx < 0, czyli dla

x2 − 2 < 0⇔ |x| <
√
2.
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Punkty krytyczne to s�a punkty gdzie pierwsza pochodna si�e zeruje. W naszym przy-

padku pochodna zeruje si�e gdy x2−2 = 0. Wi�ec, mamy dwa punkty krytyczne x = −
√
2

i x =
√
2.

Funkcja f ro±nie przed punktem x = −
√
2 i maleje po x = −

√
2. To oznacza, »e

x = −
√
2 to maksimum lokalne. W tym punkcie f(−

√
2) = (4 + 3

√
2)/(4− 3

√
2).

Funkcja f maleje przed punktem x =
√
2 i ro±nie po punkcie x =

√
2. Zatem x =

√
2

to minimum lokalne. W tym punkcie f(2) = (4− 3
√
2)/(4 + 3

√
2).

Wypukªo±¢, wkl�esªo±¢ i punkty przegi�ecia:

Aby zbada¢ wypukªo±¢, wkl�esªo±¢ i punkty przegi�ecia musimy obliczy¢ drug�a po-

chodn�a:
d2f

dx2
=

d

dx

(
x− 2

x+ 1

)
=

(x+ 1)− (x− 2)

(x− 2)(x+ 1)
=

3

(x− 2)(x+ 1)
.

Funkcja jest wypukªa kiedy prosta styczna do wykresu jest poni»szej wykresu. Kiedy

funkcja jest dwa razy ró»niczkowalna, to funkcja jest wypukªa kiedy druga pochodna jest

dodatnia. W naszym przypadku, druga pochodna jest dodatnia dla (x− 2)(x + 1) > 0,
i f jest wtedy wypukªa dla x ∈]−∞,−1[∪]2,+∞[.

Funkcja jest wkl�esªakiedy prosta styczna do wykresu jest powy»szej wykresu. Kiedy

funkcja jest dwa razy ró»niczkowalna, to funkcja jest wkl�esªa kiedy druga pochodna jest

ujemna. W naszym przypadku, druga pochodna jest ujemna dla (x− 2)(x+ 1) < 0, i f
jest wtedy wkl�esªa a dla x ∈]− 1, 2[.

Punkt przegi�ecia to punkt taki, »e funkcja jest wypukªa przed punktem i wkl�esªa

po»niej lub odwrotnie. Je»eli funkcja jest ró»niczkowalna trzeciego stopnia, to taki punkt

x0 speªniaj�acy, »e f ′′(x0) = 0 i f ′′′(x0) 6= 0, jest punktem przegi�ecia. Natomiast, to nie

warunek konieczny, tylko wystarczaj�acy.

W naszym przypadku, mamy, »e druga pochonda zeruje si�e dla x = 2 i x = 1.
NAtomiast, x = 1 ni nale»y do dziedziny, wi�ec odpada. Natomiast druga pochodna

zmienia znak wokóª x = 2, gdzie zeruje si�e. Wówczas, jedyne punkt przegi�ecia to x = 2.
Asymptoty:

Mamy trzy rodzaje asymptot.

Asymptoty pionowe;

Mamy asymptoty pionowe w punkcie x0 kiedy limx→x+
0
f = ±∞ i limx→x−0

f = ±∞.

Czaszami mówi si�e, »e mamy asymptot�e po prawie stronej kiedy limx→x+
0
f = ±∞ i

po lewej stronej kiedy limx→x−0
f = ±∞. Asymptot trzeba szukach w punktach gdzie f

d�azy do nisko«czono±ci, np. w punktach gdzie f jest ilorazem dwóch funkcji i mianownik

zeruje si�e.

W naszym przypadku mamy, »e

lim
x→2+

f = +∞, lim
x→2−

f = −∞.

Zatem, mamy asymptot�e pionow�a x = 2.
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Ponadto mamy, »e

lim
x→0+

f = +∞, lim
x→0−

f = −∞.

Zatem, mamy asymptot�e pionow�a x = 0.
Asymptoty poziome:

Mamy asymptoty poziome y = c dla x→ +∞ kiedy

lim
x→+∞

f = c ∈ R

i mamy asymptoty poziome y = c dla x→ −∞ kiedy

lim
x→−∞

f = c ∈ R.

W naszym przypadku mamy, »e

lim
x→+∞

f = 1, lim
x→−∞

f = 1.

Wi�ec, mamy asymptot�e y = 1 dla x→ +∞ i dla x→ −∞.

Asymptoty uko±ne:

Mówimy, »e funkcje f ma asymptot�e uko±n�a y = ax+ b dla x→ +∞ gdy

lim
x→+∞

f(x)

x
= a ∈ R\{0}, lim

x→+∞
f(x)− xa = b ∈ R.

Podobnie, mówimy, »e funkcje f ma asymptot�e uko±n�a y = ax+ b dla x→ −∞ gdy

lim
x→−∞

f(x)

x
= a ∈ R\{0}, lim

x→−∞
f(x)− xa = b ∈ R.

Wida¢, »e w naszym przypadku

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

x2 − 3x+ 2

x(x2 + 3x+ 2)
= 0.

Zatem nie mamy asymptoty uko±nej dla x→ +∞.

Podobnie

lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞

x2 − 3x+ 2

x(x2 + 3x+ 2)
= 0.

Wówczas, nie mamy asymptot uko±nych dla x→ −∞.
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Rysunek funkcji wygl�ada nast�epuj�aco
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Zadanie 2. Zbada¢ przebieg zmienno±ci funkcji: f(x) =
3
√
x2 − 1,

f(x) = x
2
3 + (x− 2)

2
3 , f(x) = x

√
x

2−x

Zadanie 3. Zbada¢ przebieg zmienno±ci funkcji : f(x) = cos2 x+ 2 sin2 x,
f(x) = sinx cos 2x, f(x) =

√
sinx2.

Zadanie 4. Zbada¢ przebieg zmienno±ci funkcji : f(x) = x2 lnx, f(x) = 1
lnx

, f(x) = lnx√
x
,

f(x) = ln(sin x), f(x) = e
x

x−1 , f(x) = x2e
1
x , f(x) = etg(x),

f(x) = arctg(lnx).

Zadanie 5. Zbada¢ przebieg funkcji oraz jednostajn¡ ci¡gªo±¢ je»eli f(x) = 3
√
x(x− 1)2.

Zadanie 6. Znale¹¢ ekstrema funkcji: f(x) =
(
1 + x+ x2

2!
+ · · ·+ xn

n!

)
e−x,

x ∈ R, n ∈ N+.

Rozwi�azanie: Kiedy funkcja jest ró»niczkowalna na R, ekstrema mo»na znale¹¢ w punk-

tach gdzie pierwsza pochodna zeruje si�e. Skoro podana funkcja jest ró»niczkowalna na

R, sprawdzamy pierwsz�a pochodn�a:

f(x) =
n∑

i=0

xi

i!
e−x ⇒ df

dx
=

n∑
i=1

xi−1

(i− 1)!
e−x −

n∑
i=0

xi

i!
e−x.

Zatem

df

dx
=

n−1∑
i=0

xi

i!
e−x −

n∑
i=0

xi

i!
e−x = −x

n

n!
e−x.

Jedyny punkt krytyczny to x = 0. Ponadto, n jest parzysta, mamy, »e df/dx < 0 dla

dowolnego x ∈ R. Skoro pochodna nie zmienia znaku, x = 0 to nie ekstremum. Dla n
nieparzystej mamy, »e dla x < 0 pochodna jest dodatnia df/dx > 0 i dla x > 0 pochodna
jest ujemna. To oznacza, »e taki punkt jest maksimum. �

Zadanie 7. Znale¹¢ ekstremum funkcji f(x) =

{
e−

1
|x|
(√

2 + sin 1
x

)
, x 6= 0,

0, x = 0
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