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Roéwnania rézniczkowe, styczna do krzywej i zastosowania pochodnych

Javier de Lucas

Zadanie 1. Wykazac, ze funkcja z(t) = asin(wt + ), gdzie a,w, @ sa dowolnymi
liczbami rzeczywistymi, spelnia réwnanie: & + w?z = 0.

Zadanie 2. Niech ¢(z) = f(z + vt) + g(z — vt), zas ¥(t) = f(z + vt) + gz — vt), f, g
sa dwukrotnie rézniczkowalne i v € R. Pokazac, ze

d*y 2 d%¢
W(t,l‘) = @(t,l’)

Podac interpretacje wyrazenia f(x + vt) + g(z — vt).

Zadanie 3. Wykaz, ze dla dowolnego z € R spelniona jest nieréwnosé: 2" —nx+n—1 > 0,
jeslin € N, in jest parzyste.

Zadanie 4. Pokazaé¢, ze wielomian w,(x) = 2™ — "1 +22"2 4 3, gdzien € N, n > 2,
moze mie¢ co najwyzej dwa rzeczywiste miejsca zerowe.

Rozwigzanie: Wprowadzamy dowod niewprost. Zakladamy, ze wielomian w,(x) ma trzy
rozne pierwiastki i sprobujemy, ze to wprowadza do sprzecznosci. Jezeli wielomian w, ()
ma trzy rozne pierwiastki xy, xo, x3, to wy (1) = w,(r2) = wy,(z3). Zaléozmy bez utrata
ogolnosci, ze x1 < w9 < x3. Skoro wy,(x) jest ciaglty w [z, 3] i rézniczkowalny w (xq, z3),
to z twierdzienia Rolla istnieje punkt ¢; € (z1, x2) taki, ze w),(¢1) = 01 ¢y € (2, x3) taki,
ze w)(c2) =0 . Skoro n > 3 to oznacza, ze wielomian

1

w(r) =na" ' —(n—1)2"2+2(n—-2)2"? =" 32’ — (n— Dz +2(n - 2))

ma jeden pierwiastek w (xy,x9) i drugi w (z2,23). Jasny, ze 0 to jeden pierwiastek w;,.
Jezeli w!, ma drugi pierwiastek, to jest pierwiastek wielomianu

Pyi(z).=nz®> — (n — D)z + 2(n — 2).
Natomiast, mamy, ze P, (z) ma pierwiastek pod warunkiem
Ay=mn—172=8n(n—2)=-Tn*+14n+1> 0.

Znak A, zalezy od n. Mamy, ze —7n? + 14n +1 =0 dla

_ —14 £ /196 + 28 _ —14:&14\/224 _ 1:':4/@'
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Wida¢, ze 1 4 4/y/14 = 1 + 1/16/14 < 1 + /48/14 = 3. Wiclomian P,(z) tylko
ma pierwiastki dla n_ <n < n, . Skoron > 3,ton > n, , A, < 01 P,(z) nie ma
pierwiastkow. To sprzeczno$é¢ poniewaz z zatozenia, P,(x) powinno mieé¢ conajmiej jeden
pierwiastek. Z tego wynika, ze w, () nie ma trzych pierwiastkow.

O

Zadanie 5. Ktora z liczb jest wieksza: e™, czy 7¢?

Zadanie 6. Znalez¢ wspolrzedne punktu wykresu funkcji f(x) = 2% — z, w ktorym
styczna jest rownolegta do funkeji g(z) = bz.

Zadanie 7. Znalez¢ réwnanie stycznej do krzywej: 222 — 3zy + y* = 4 w punkcie (3,2).

Rozwigzanie: Wiemy, ze krzywa styczna do funkcji y = y(x) w punkcie (zg,yp) ma
réwnanie J
Y
—yo = —(x0)(x —x0).
Y= 4o = —(20)(z —0)

Problem polega na tym, ze w tym przypadku nie znamy y = y(x). Wlasnie, mozna
udowodni¢, ze y to nie funkcja od x poniewaz dla pewnej wartosci x sa rézne wartosci x:

3+ /922 —4(202 —4) 3z Vz?+16
2 £ 2 '

22 — 3ry +yt=d =y =

Wigc, mamy dwie krzywe y(z). Mozemy taki problem rozwiazaé¢ tatwo. Wystarczy za-
uwazyc, ze

22? — 3zy(z) +4°(x) =4
Zatem, obliczac pochodna po x po obu stronach

dy dy dy 3y —4x
dr — 3 —3r——=+2 —=0= ===
v = 3y(w) :de +2y(z) dx = de 2y —3x

Z tego wynika, ze pochodna funcji y(z) w punkcje (3,2) to

dis %64 8

dff %5 5k
Wiec, réwnanie stycznej do krzywej to

y—2=—(z—3).
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Zadanie 8. Udowodnij, ze linia y = max + c jest styczna do elipsy i—; + Zb/—j = 1 jezeli
= a*m? + b2

Rozwigzanie: Aby rozwigzaé ten problem, najpierw znajdziemy punkty elipsy (x,y) gdzie
elipsa y = y(z) ma takie same pochylenie, i.e dy/dx, jak krzywa y = ma +b, tj. m. Skoro
elipsa ma wszystkie mozliwe pochylenia od —oo to 400 dwa razy, to zawsze istnieja dwa
takie punkty.

Szukamy punktoéw gdzie pochodna funkeji y(z) elipsy powinno spetni¢

P
dv

Znowu, elipsa nie pozwala nam okresli¢ y = y(z) poniewaz dla kazdej wartosci x mamy
dwie r6zne wartosci y. Natomiast, skoro

2 2
S+E=1
obliczac pochodna po obu stronach:
P W T Y
a?ll Pdr ‘
Wige, dy/dx = m wtedy i tylko wtedy gdy
z—fnLi—gm:O@x:—Z—zym.
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Jezeli to punkt przeciecia z krzywa y = mx + ¢ to

a? b? + a’m? bc

y:mx+c:>y:—ﬁym2+c¢y B

Zatem, punkt gdzie dy/dx = m to

& _ a’em bie
O\ P+ am? b2 +a?m? )

Taki punkt ma spetni¢ rozwanie elipsy, zatem

1 a’em & 1 b’c . 8
a2\ b2 +-a2m? +ﬁ b2+ a?rmi? il

i wtedy
1 1
Ea4c2m2 + b—264c2 = (b +a*°m?)? = (a*m*+v%)e® = (* + a’m?)?

ic? =04 a’m? Czyli, jezeli ¢ = b + a?m, to istnieje punkt gdzie y = ma + b jest
styczna do elipsy. U

Zadanie 9. Napisz rownanie stycznej do krzywej f(z) = /= w punkcie x = 0.



