
Matematyka I � lista zada« nr 8.

1. � Napisa¢ równanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = lnx
x

w jej punkcie przegi¦cia.
(Plus de�nicja punktu przegi¦cia).

2. � Napisa¢ równania stycznych do wykresu funkcji f(x) = e−x
2
w jej punktach

przegi¦cia.

3. Pokaza¢, »e funkcja f(x) = xe−x
2
jest ró»nowarto±ciowa na przedziale ] 1√

2
,∞[.

Znale¹¢ pozostaªe przedziaªy, na których jest ró»nowarto±ciowa.

4. Pokaza¢, »e dla dowolnego x ∈ R speªniona jest nierówno±¢

2xarctg x ­ ln(1 + x2).

5. Pokaza¢, »e dla dowolnego x ∈ R speªniona jest nierówno±¢

cosx ­ 1− x
2

2
.

6. Pokaza¢, »e je»eli x0 jest pierwiastkiem wielokrotnym wielomianu P (x), to x0 jest
te» pierwiastkiem pochodnej P ′(x) tego wielomianu.

7. Wykaza¢ nast¦puj¡ce nierówno±ci:

(a) lnx ¬
√
x dla x > 0;

(b) ln(1 +
√
1 + x2) <

1
x
+ lnx dla x > 0;

(c) lnx ¬ x− 1√
x

dla x > 0, x 6= 1;

(d) 2 ln x < x− 1
x

dla x > 1;

(e)
2
2x+ 1

< ln
(
1 +
1
x

)
<

1√
x2 + x

(f) sin x+ tg x > 2x dla x ∈]0, π
2
[;

(g) sin x · tg x > x2 dla x ∈]0, π
2
[;

8. � Pokaza¢, »e
x

x+ 1
¬ ln(1 + x) ¬ x dla x > −1.

9. � Pokaza¢, »e
xα − αx ¬ 1− α dlax ­ 0 i α ∈]0, 1[

10. Pokaza¢, »e arctg
1
x
+ arctg x =

π

2
dla x > 0.

11. Wykaza¢, »e zachodz¡ równo±ci:
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(a) arctg x + arctg
1− x
1 + x

=
π

x
dla x > −1;

(b) 2arctg x + arcsin
2x
1 + x2

= πsgn x dla |x| > 1;

(c) 3arccos x− arccos (3x− 4x3) = π dla x ∈
[
−1
2
,
1
2

]
;

12. � Obliczy¢ nast¦puj¡ce granice:

(a) lim
x→0

x ctg x− 1
x2

;

(b) lim
x→0

arcsin 2x− 2arcsin x
x3

;

(c) lim
x→0

sin x− x
tg x− x

;

(d) lim
x→0+

(
ln
1
x

)x
;

(e) lim
x→0

e−x
2 − 1
sin2 x

;

(f) lim
x→π4
(tg x)tg 2x;

(g) lim
x→∞

( 2
π
arctg x

)x
;

(h) lim
x→0

(arctg x
x

) 1
x

(i) lim
x→0

( 1
ex − 1

− 1
x

)
;

(j) lim
x→0

(
ctg x− 1

x

)
;

(k) lim
x→0

( 1
1− cosx

− 1
2x2

)
;

(l) lim
x→0

(arctg x
x

) 1
x2

;

(m) lim
x→0

(arcsin x
x

) 1
x2

;

(n) lim
x→0

(sin x
x

) 1
x2

;

(o) lim
x→0

(
e−x

2
) 1
x2 ;

(p) lim
x→+∞

[
x2
(
arctg x− π

2

)
+ x
]
.

13. Zbada¢ przebieg nast¦puj¡cych funkcji. Tzn: Znale¹¢ dziedzin¦; zbada¢ ci¡gªo±¢ i
ró»niczkowalno±¢; je±li funkcja jest nieci¡gªa to znale¹¢ granice w punktach nieci¡gªo±ci;
znale¹¢ przedziaªy monotoniczno±ci; znale¹¢ punkty krytyczne, sprawdzi¢, które
s¡ minimami i maksimami; je±li istniej¡, to znale¹¢ punkty przegi¦cia; przedziaªy
wypukªo±ci/wkl¦sªo±ci funkcji; je±li istniej¡, to znale¹¢ asymptoty; na podstawie
otrzymanych informacji naszkicowa¢ wykres funkcji.
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(a) f(x) =
lnx
x

;

(b) f(x) =
x+ 1
x
√
x
;

(c) f(x) =
ex

x+ 1
;

(d) f(x) = xe−x
2
;

(e) f(x) =
x3

x2 − 4
;

(f) f(x) = x
2
3 e−

x2

3

(g) ;

14. Do rzeki o szeroko±ci 30 m wpada pod k¡tem prostym kanaª o szeroko±ci 10 m. Jaka
jest najwi¦ksza dªugo±¢ pnia drewna, który mo»e wpªyn¡¢ z kanaªu do rzeki (lub
vice versa)?

15. �wiatªo porusza si¦ tak, aby czas jego przej±cia pomi¦dzy dwoma punktami byª
mo»liwie najkrótszy. Pokaza¢, »e z tej zasady wynika:

(a) Gdy rozpatrujemy zjawisko odbicia ±wiatªa na granicy dwóch o±rodków � wynika
zasada, »e k¡t padania jest równy k¡towi odbicia;

(b) Gdy rozpatrujemy przej±cie z jednego o±rodka do drugiego � wynika prawo Snella.

16. Znale¹¢ najwi¦ksz¡ warto±¢ funkcji f(x) na zbiorze liczb rzeczywistych: f(x) =
(7 + x) 3

√
11− 3x.

17. Znale¹¢ obj¦to±¢ najwi¦kszego sto»ka wpisanego w kul¦.

18. Znale¹¢ obj¦to±¢ najmniejszego sto»ka opisanego na kuli.
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