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Pierwsze kolokwium z Matematyki I

4. listopada 2013 r.
J. de Lucas

Uwagi organizacyjne: Kazde zadanie rozwiazujemy na osobnej kartce, opatrzonej
imieniem i nazwiskiem wilasnym oraz osoby prowadzacej ¢wiczenia, jak réwniez nu-
merem grupy ¢wiczeniowej. Korzystanie z jakichkolwiek pomocy (notatek, ksiazek,
tablic matematycznych, kalkulator6w etc.) jest niedozwolone. W razie watpliwosci
dotyczacych tredci zadan prosze zwrocié sie do asystenta.

Zadanie 1. Zdefiniujmy podzbiory ptaszczyzny:

W o= {(z,y) eR | z:B-y) - (y=3+2z-1]) <0},

K% { (z;g) R m?fyh—8y442-2.0 ),
APRESE S K
oraz
B = {(z,y) €R® | 42° + 4> —42-32y+61<0}

Opisz i narysuj zbior

H:=(AUB)\ (ANB).

Rozwigzanie: Aby ustalié¢ ksztalt podzbioru W, rozpatrujemy kiedy z, (3 —y) iy — 3+
|2x — 1| sa wigksze, réwne lub réwne zeru.

Najpierw sprawdzamy, gdy y — 3 4 |2z — 1] jest wiekszy, mniejszy lub réwny zeru.
Aby to zrobi¢ zbadamy réwnanie y — 3 + |2z — 1| = 0. Wida¢, ze

y=3—12z — H

Gdy 2x > 1, czyli > 1/2, mamy, ze y = 3 — 2z + 1 = 4 — 2z. Natomiast, gdy 2z < 1
mamy, ze y =3+ 2x — 1 =2+ 2x.
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Trzeba zauwazy¢, ze ta linia jest zlozona z punktow, dla ktérych y —3+ |22 — 1] = 0.
Gdy mamy punkt (zg,yo), ktéry jest wyzszy od punktu (xo,y) tej linii, wtedy yo — 3 +
220 — 1| > y — 3 4+ |2z9 — 1| = 0 Natomiast, jezeli yo < y, to yo — 3 + [229 — 1] <
y— 34 |2x9 — 1| = 0. Korzystajac z tego, zbiér y — 3 + |22 — 1] jest mniejszy lub réwny
zeru na obszarze

L L
-2 -1 0 1

Wiasdnie, funkcja y — 3 4 |22 — 1| jest réwna zeru na brzegu tego obszaru i dodatnia na

zewnatrz.
Czes¢ x jest dodatnia gdy x > 0 i ujemna gdy = < 0. Natomiast, y — 3 jest dodatnia
gdy y > 3 i ujemna gdy y < 3. Wigc, na plaszczyznie mamy nastepujace obszary

T T

L L L vl L L L
-3 -1 -1 0 37

Jezeli sprawdzamy znak kazdej czesci z, 3 —y iy — 3+ |22 — 1|, mamy, ze obszary gdzie
r(3—y)(y—3+2—-1]) <0 to
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Teraz mamy, ze K to zbiér punktéw gdzie
2?4y By +12<0 e (y—4)> 164 12<0 2’ + (y—4) <4

Wiec, K to okrag z promieniem 2 i $rodkiem w punkcie (0,4), czyli
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Woweczas, zbiér A to przeciecie miedzy K i W, czyli

Natomiast
2 2 1) )
A + 4y -4 - 32y + 61l < 0 & 4 A= —14+4(y—4)"=64+61<0

Wéwezas

1 2
4x2+4y2—4x—32y+61<0<:>(m—§> +(y—4)2 <1

i B wyglada nastepujaco
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Wiec, réznica symetryczna jest zbiorem

1 L L 1 L
-3 -1 -1 0 1

punktow, ktére naleza do B i nie do A lub do A i nie do B. [J
Zadanie 2. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n liczba 117! 4
122"~ jest podzielna przez 133.

Rozwigzanie: Przeprowadzamy dowdd przez indukcje. Dla n = 1, mamy, ze
112 + 12! =121 + 12 = 133,

Wiec, 1171 + 122771 jest podzielna przez 133 dla n = 1.
Teraz, zakladamy, ze 117! 4 122" jest podzielna przez 133 i udowodnimy, ze dla
n+ 1, czyli 11712 4 122(v+)=1 Sest podzielna przez 133:

11n+2_'_122(n+1)—1 —11- 11n+1+122122n71 T 11(1171_{_1227171)_11_122n71+122.122n71
= 11(11" 4 12*"71) 4 133 - 1221,

Pierwsza cze$¢, czyli 11(11™ + 122771 jest podzielna przez 133 z hipotezy indukcyjne;.
Druga czeéé, czyli 133 - 122771 jest oczywiscie podzielna przez 133. Wéwcezas, 11712 4
122(+1)=1 jest podzielna przez 133.

Z hipotezy indukcyjnej, 117" + 12271 jest podzielny dla kazdej n € N. O
Zadanie 3. Rozwiaz rownanie

log, (4" 4+ 5) = log,(2°7% 4 28) — 2.
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Rozwigzanie:

logy(4” +5) = log, (277 + 28) — 2 ¢ 2WB(4749) = Qo @422 o
47 +5 = (22 4 28)27% & 4(2% + 5) = 4- 27 4 28.

Jezeli zdefiniujemy u = 2% > 0, to mamy, ze
log, (4% 4 5) = logy(2°1% 4+-28) — 2 < 4u? + 20 = 4u + 28 < u? —u — 2 = 0.

Woéwcezas,

- VI(=1)2 —4(-2) g2 I+ 3
= 2 a2
Skoro u ma by¢ wiekszy od zera, to 2* =2, to x = 1. [
Zadanie 4. Rozwiaz rownanie

Up O e T e

arc tan (2 = %xQ) + arctan (%1372) =

IR

(0.1)
przy warunku z € [v/2,2].

Rozwigzanie: Z (0.1) mamy, ze

1 1
tan {arctan (2 — 51‘2) + arc tan (Zﬁ)] = tan (%) =1 (0.2)

Trzeba pamietaé, ze rozwiazania (0.1) to podzbiér rozwigzan poprzedniego réwnania.

Méwiac inaczej, rozwigzania réwnania (0.1) to podzbidr rozwiazan poprzedniego réwnania

(0.2). Teraz rozwiazemy (0.2) i sprawdzimy, ktére z jego rozwiazan sa rozwiazaniami
(0.1). Z (0.2) wynika, ze

_ 1 9M1, 0

2—5x"+ 1%

=3

=1.
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Lo TYAE V1612 —1/4£3/4

—1/4 —1/4

Rozwiazania dla z = x

Wiee, 2 € {4,—2}. Skoro 22 = zix € R, to x = +2. Wdwczas, sa rozwigzaniami
(0.2). Teraz musimy sprawdzi¢ ktére z tych rozwiazan sa tez rozwiazaniami réwnania
(0.2). Skoro szukamy rozwiazani réwnania (0.1) dla z € [v/2,2], jedyna mozliwoscia w
przedziale [\/5, 2] jest x = 2. Natomiast, jeszcze musimy sprawdzi¢, czy to rozwigzanie
spetnia (0.1). Wiasnie, mamy, ze réwnanie si¢ spehia:

1 1
arc tan (2 - 522> + arctan (122) = arctan(0) + arctan(1l) = %

Mozemy udowodnié tez, ze réwnanie sie spelnia druga metoda. Widaé, ze dla z € [v/2,2]

mainy
2

0 Il
P 1 &y ” 1].
Wiec,

2
0 < arctan (2—%) < /4, 0 < arctan(z?/4) < /4.

z? z?
0 < arctan (2 — ?) + arc tan (Z) < 7/2.
¢ ¢ VB g () st (5)=1
n |arctan { 2 — — rctan [ = || =tan (=) =
an |arcta . arctan | — an |
t 2 v + t v T
arctan | 2 — — arctan | — | = —.
r 5 retan | — 1

7 tego widac, ze

Wiec, jezeli

to
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Zadanie 5. Wektory f:, f; i ﬁ) maja w bazie kartezjanskiej nastepujaca postac:

() A=) A=().

Sprawdz, ze uktad wektoréw { fl, o, f;,} jest baza, 1 roztéz wektor
5 (i)
Fi=g [-ie
8
w tej bazie.

Rozwigzanie: Wektory fi, fa, f3 tworza baze gdy sa liniowo niezalezne i generuja R3. Aby
udowodni¢, ze sg liniowo niezalezne, musimy udowodnié, ze

Ml A R o = Do =% =85= 0,
czyli, musimy udowodnié¢, ze uklad réwnan liniowych postaci

V(3 o () on () =0

ma tylko trywialne rozwiazanie Ay = Ay = A3 = 0. Aby to sprawdzi¢, sprowadzamy
poprzedni uktad do postaci macierzowej i korzystamy z metody Gaussa:

2 3 11]0 R3—2R1—R3 0 1 0 0
1 1%l @il 0o | )
2.2 110 0 vt 4

Z tego wynika, ze —3X\3 = 01 A\3 = 0. Z pierwszego wiersza wynika, ze Ay = 0. Na koricu,
z drugiego wiersza, mamy, ze \; + Ao + 2A3 = 0. Wiec, A; = 0.

Skoro mamy trzy wektory z trzema wspolrzednymi, mozemy tez sprawdzi¢, czy takie
wektory sa liniowo niezalezne za pomoca ich wyznacznika

N — DN
N — W

1
2| =242+ 12—2 "8 — 3 2358
1

Poniewaz wyznacznik jest rézny od zera, wektory sa liniowo niezalezne.
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Przestrzenn R® ma wymiar trzy, czyli, wiemy ze ma jedna baze z trzema elementami,

np. baza kanoniczna
- 1 > 0 - 0
Ji= (8) Jo= <(1]) ,f3 = <(1)) .

Z tego wynika, ze trzy wektory liniowo niezalezne generuja i tworza baze. Skoro ﬁ, f;, f;)
sa liniowo niezalezne, to tworza baze.

Skoro ﬁ, jz, f;:, tworza baze, to kazdy wektor przestrzeni R?, np. #, mozna sprowadzi¢
w tylko jeden sposob, do postaci

7= M ot e 4+ Dafs

Mowi sie, ze A1, Az, A3 sa wspolrzednymi wektora ¥ w bazie fl, f;, fg Mozemy obliczy¢
takie wspolrzedne rozwiazujac poprzedni ukiad, czyli

(1) h (1) () o )

Korzystamy znowu z metody Gaussa i zapiszemy taki uklad w postaci macierzowej

8y

2 3 1110 R3—2R1—R3 () =4 0 2
1 1ho) 7R LT o
%D 1| 8 0 0 —BiETp

Z tego wynika, ze A3 = 2, Ay =21 \; = 1. Wiec,

= (1) - () +2(1) 2 (3):

Latwo wida¢, ze taki wynik jest poprawny. Wiec, mozna powiedzie¢ ze £ ma postac

(1)

8y

w bazie fi,f;,f;;.
O



