
ĆWICZENIA Z MATEMATYKI I

Kilka dodatkowych rozwia̧zań

J. de Lucas

Ćwiczenie 1. Rozwia̧ż nierówności

a) log2(x + 1) > 3, b) log 1
4
|x− 3| < −2, c) logx

2x− 1

x− 1
> 1.

Ćwiczenie 2. Rozwia̧ż równania

a) log

(
1

2
+ x

)
= log

(
1

2

)
− log x, b) log4[2 log3[1 + log2[1 + log2 x]]] =

1

2
.

Ćwiczenie 3. Rozwia̧ż równania

a) 35x−8 = 27x−3, b) 7x−4 = (
3
√

7)2−3x, c) 6x−5 · 362x+2 = 36.

Ćwiczenie 4. Rozwia̧ż nierówności

a)
1

2x − 1
<

1

1− 2x−1 , b)

(
1

5

)−x+1

≤
(

1

25

)x2

, c) 22|x+1| ≥ 1

81
.

Rozwia̧zanie:
Czȩść a) Nierówność ma sens kiedy x /∈ {0, 1}. Możemy zdefiniować u = 2x−1 i

pamiȩtamy, że zawsze u > 0. Wtedy

1

2x − 1
<

1

1− 2x−1 ⇔
1

2u− 1
<

1

1− u
⇔ 1

2u− 1
− 1

1− u
< 0⇔ 1− u− 2u + 1

(2u− 1)(1− u)
< 0

i
2− 3u

(2u− 1)(1− u)
< 0. (4.1)

Mianownik jest dodatni dla u < 2/3 i ujemny dla u > 2/3. Natomiast, 2u − 1 > 0 dla
u > 1/2 i ujemny u < 1/2 i 1 − u jest dodatnie dla u < 1 i ujemny dla u > 1. Wiȩc,
prawa strona (4.1) jest ujemna dla

u ∈ (2/3, 1) ∪ (0, 1/2).

Wówczas, a) jest siȩ spe lnia

x ∈ (log2 2/3 + 1, 1) ∪ (−∞, 0).
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Czȩść b) Nierówność jest dobrze zdefiniowana dla każdej x. Mamy, że(
1

5

)−x+1

≤
(

1

25

)x2

⇔ 5x−1 ≤ 5−2x
2 ⇔ x− 1 ≤ −2x2 ⇔ x− 1 + 2x2 ≤ 0.

Ostatnie wielomian ma pierwiastki

x± =
−1±

√
1− 4 · 2 · (−1)

4
=
−1± 3

2

czyli x = −2 i x = 1. Skoro wspó lczynnik x2 jest 2 ta parabola ma ramione do góry i
jest niedodatnia dla x ∈ [−2, 1]. To rozwia̧zanie naszej nierówności.

Czȩść c) Nierówność jest dobrze zdefiniowana dla każdej x.

22|x+1| ≥ 1

81
⇔ log2 22|x+1| ≥ log2 3−4 ⇔ 2|x + 1| ≥ −4 log2 3⇔ |x + 1| ≥ −2 log2 3

Skoro log2 3 > 1, to ∀x ∈ R, 22|x+1| ≥ 1
81

.

�
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Ćwiczenie 5. Roz lóż wielomian na czynniki liniowe

a) x3 − 6x2 + 11x− 6, b) x3 − 5x2 − 17x + 21, c) x4 − 10x2 + 1.

Ćwiczenie 6. Rozwia̧ż nierówności

a)

∣∣∣∣2x− 4

x + 1

∣∣∣∣ ≤ 2, b)
x + 3

x + 1
+

8

x− 5
<

x− 13

x2 − 4x− 5
.

Ćwiczenie 7. Rozwia̧ż

a)z2 + (4− 2i)z + (7− 4i) = 0 b) z2 + z + (3− 15i) = 0.
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