
Przestrzenie wektorowe, Liniowa niezale»no±¢

De�nicja 1 Przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem K nazywamy grup¦ przemienn¡ (V,+) wyposa»on¡ w odwzorowanie

K× V ∋ (λ, v) 7→ λ · v ∈ V,

takie, »e dla wszystkich λ, µ ∈ K, v, w ∈ V zachodzi:

(i) (λµ) · v = λ · (µ · v), 1 · v = v

(ii) (λ+ µ) · v = λ · v + µ · v, λ · (v + w) = λ · v + µ · w

Elementy zbioru V nazywamy wektorami a elementy ciaªa K - skalarami. Element neutralny (zero) w grupie (V,+)
nazywa si¦ wektorem zerowym i oznacza si¦ go przez 0⃗.

De�nicja 2 Kombinacj¡ liniow¡ wektorów v1, . . . , vi ∈ V nazywa si¦ wektor v ∈ V , daj¡cy si¦ przedstawi¢ w postaci

v = λ1v1 + · · ·+ λivi

gdzie λ1, . . . , λi s¡ jakimi± elementami ciaªa K, nazywanymi wspóªczynnikami kombinacji liniowej.

De�nicja 3 Mówimy, »e wektory v1, v2, . . . , vi w przestrzeni wektorowej V s¡ liniowo niezale»ne, je±li

∀λ1,λ2,...,λi∈K (λ1v1 + · · ·+ λivi = 0⃗ ⇒ λ1 = 0, . . . , λi = 0)

Zadanie 1 Sprawdzi¢, czy przestrzeni¡ wektorow¡ jest

a) zbiór V := RR wszystkich funkcji R → R. gdzie w zbiorze V wprowadzamy dziaªania (f + g)(x) := f(x) + g(x),
(λf)(x) := λf(x), gdzie λ ∈ R.

b) zbiór R[ · ] wielomianów nad ciaªem R

c) zbiór Rn[ · ] wielomianów stopnia nie wi¦kszego ni» n

d) zbiór R[ · ] wielomianów nad ciaªem R takich »e f(0) = 0.

e) zbiór R[ · ] wielomianów nad ciaªem R takich »e f(0) = 1.

Zadanie 2 Sprawdzi¢, czy wektor v jest kombinacj¡ linow¡ wektorów vi w odpowiednich przestrzeniach wektorowych, je±li:

a) v =
[−4
−3
2

]
, v1 =

[−1
−2
4

]
, v2 =

[
2
−1
6

]
w przestrzeni R3

b) v(x) = x2 − 1, v1(x) = 2x2 + x+ 1, v2(x) = x2 + 2, v3(x) = x− 3 w przestrzeni R2[x]

Zadanie 3 Zbada¢ liniow¡ niezale»no±¢ podanych ukªadów wektorów w odpowiednich przestrzeniach wektorowych:

a)
{[

1
6
−3

]
,
[
0
2
4

]
,
[

2
−1
5

]}
,
{[

1
2
2

]
,
[
1
3
2

]
,
[
1
1
2

]}
w R3

b) {5− x, 4 + x, 2x+ 3}, {1− x3, 3x+ 2, x2 + x− 2}, w R[x]

c) {(1, 0, 0, 0, . . . ), (1, 1, 0, 0, . . . ), (1, 1, 1, 0, . . . ), . . . } w RN


