
J¡dro, Obraz odwzorowania, Macierze

De�nicja 1 Niech F : V → W b¦dzie odwzorowaniem liniowym.

(i) Zbiór kerF := {v ∈ V : F (v) = 0⃗} ⊂ V nazywamy j¡drem F

(ii) Zbiór ImF := {F (v) : v ∈ V } ⊂ W nazywamy obrazem F

De�nicja 2 Je±li e = (e1, . . . , en) jest baz¡ w V , za± f = (f1, . . . , fm) - baz¡ w W , to macierz¡ odwzorowania F ∈
L(V,W ) wzgl¦dem obu tych baz nazywamy macierz

[F ]fe =

F
1
1 . . . F 1

n
...

...
Fm

1 . . . Fm
n

 ∈ Km
n,

której kolejne kolumny s¡ wektorami [F (e1)]
f , . . . , [F (en)]

f ∈ Km. Oznacza to, »e liczby F 1
j , . . . , F

m
j s¡ wspóªrz¦dnymi

wektora F (ej) w bazie f .

Je±li e, ẽ - dwie bazy w V a f, f̃ - dwie bazy w W , to
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ẽ.

Macierz typu [idV ]
e
ẽ nazywa si¦ macierz¡ zmiany bazy (macierz¡ przej±cia z bazy ẽ do bazy e).

Zadanie 1 Wyznaczy¢ j¡dra i obrazy podanych przeksztaªce« liniowych:

a) L : R2 → R2, L jest rzutem prostopadªym na o± x

b) L : R2 → R2, L jest obrotem wokóª pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych o k¡t π
4

c) L : R3 → R3, L jest symetri¡ wzgl¦dem osi y

Zadanie 2 Wyznaczy¢ bazy j¡der i bazy obrazów dla podanych odwzorowa« liniowych:

(a) F : R2 → R2, F [ xy ] =
[
2x−y
x+y

]
, (b) F : R3 → R3, F

[
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y
z

]
=

[ x+y
y+z
x−z

]
,

(g) F : R2[x] → R2[x], (Fu)(x) = u(x) + (x− 1)u(0),

Zadanie 3 Znale¹¢ przykªady przeksztaªce« liniowych takich, »e

a) F : R2 → R3, kerF =
{ [

t
−t

]
: t ∈ R

}
, ImF =

{ [ r
s
t

]
: 2r = −s, 3s = 2t

}
b) F : R3 → R4, kerF =
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] ⟩
, ImF =
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1
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]
,

[
0
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1
1

] ⟩
c) F : R2[x] → R2[x], kerF = ⟨x+ 1, x2 + 1⟩, ImF = ⟨x2⟩

Czy F jest wyznaczone jednoznacznie?

Zadanie 4 Wykona¢ mno»enia macierzy AC,AB,BA,BC,BC+D,A+B,A2, B2. Uzasadni¢ dlaczego dane dziaªanie jest,
b¡d¹ nie jest wykonalne, je±li:

(a) A =

1 2 1
2 −1 3
1 0 2

 , B =

[
2 1 0
3 −1 −1

]
, C =

 1 3
−2 1
0 1

 , D =

[
1 1
−2 0

]

Zadanie 5 Rozwi¡za¢ podane równania macierzowe:
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Zadanie 6 Napisa¢ macierze podanych odwzorowa« liniowych w bazach standardowych odpowiednich przestrzeni wekto-
rowych:

(a) T : R2 → R3, T [ xy ] =

[
x+y

3x−6y
4x−y

]
(b) T : R4 → R2, T

[
x
y
z
t

]
=

[
5x−y+2z
−4x+3z−t

]
Zadanie 7 Wyznaczy¢ macierz operatora F : V → V , gdzie V = R3[x], w bazie jednomianów e0(x) = 1, e1(x) = x,
e2(x) = x2, e3(x) = x3, je±li

(a) (Fv)(x) =
d

dx
v(x), (b) (Fv)(x) = xv′(x) + 2v(x), (c) (Fv)(x) = (x− 1)v(−2) + x2v′′(x).


