
Mechanika Kwantowa R 2013/2014, Seria 1

Zadanie 1 Udowodnij, »e transformata Fouriera zachowuje iloczyn skalarny funkcji, czyli »e:∫
dxψ∗(x)ϕ(x) =

∫
dp ψ̃∗(p)ϕ̃(p), ψ̃(p) =

1√
2π~

∫
dxe−ipx/~ψ(x).

Zadanie 2 Na ¢wiczeniach pokazali±my, »e stany Gaussowskie wysycaj¡ zasad¦ nieoznaczono±ci Heisen-
berga. Analizuj¡c wyprowadzenie zasady nieoznaczono±ci udowodnij, »e s¡ to jedyne stany dla których
zasada nieoznaczono±ci jest wysycana.

Zadanie 3 Rozwa» cz¡stk¦ umieszczon¡ w niesko«czonej studni potencjaªu

V (x) =

{
0 dla− a ≤ x ≤ a

∞ w pozostaªych przypadkach
, (1)

przygotowan¡ w stanie opisanym funkcj¡ falow¡

ψ(x) =

{
A(x+ a)(a− x) dla − a ≤ x ≤ a

0 w pozostaªcyh przypadkach
. (2)

a) Wyznacz staª¡ normalizacyjn¡ A

b) Oblicz ∆2x, ∆2p i sprawd¹ speªnienie zasady nieoznaczono±ci Heisenberga

c) Na cz¡stce dokonano pomiaru energii. Jakie warto±ci pomiaru energii s¡ mo»liwe i jakie s¡ odpowiada-
j¡ce im prawdopodobie«stwa

d) Oblicz warto±¢ oczekiwan¡ energii korzystaj¡c z wyniku poprzedniego podpunktu. Wyznacz równie»
warto±¢ oczekiwan¡ energii niezale»nie licz¡c ⟨ψ|H|ψ⟩. Jak bardzo warto±¢ oczekiwana ró»ni si¦ od
energii stanu podstawowego?

Zadanie 4 Cz¡stka o masie m znajduje sie w niesko«czonej jednowymiarowej studni potencjaªu rozci¡-
gaj¡cej sie od 0 do a. Wiadomo, ze w chwili t = 0 cz¡stka znajdowaªa si¦ w stanie podstawowym.Nagle
szeroko±¢ studni zostaªa podwojona (z a do 2a) tak, »e w momencie poszerzania studni funkcja falowa
cz¡stki nie zmieniªa si¦.

a) Jakie jest prawdopodobie«stwo zmierzenia cz¡stki w pierwszym stanie wzbudzonym nowej studni?

b) Napisz wyra»enie na funkcj¦ falow¡ cz¡stki po czasie t od momentu poszerzenia studni ψ(x, t)

c) Oblicz ±redni¡ energi¦ cz¡stki przed i po podwojeniu szeroko±ci studni.

Zadanie 5 Zapisz w reprezentacji p¦dowej stany o okre±lonej energii cz¡stki o masie m umieszczonej
w niesko«czonej studni potencjaªu o szeroko±ci a. Dla n-go stanu wªasnego zapisz wyra»enie na g¦sto±¢
prawdopodobie«stwa p¦du cz¡stki.



Zadanie 6 Rozwa» gausowsk¡ funkcj¦ falow¡ w jednym wymiarze:

|ψ⟩(x) = A exp

(
− x2

4∆2x
+

i⟨p⟩x
~

)
(3)

a) Wyznacz warto±¢ staªej normalizacyjnej A

b) Napisz i zinterpretuj wyra»enie na pr¡d prawdopodobie«stwa

Zadanie 7 Znajd¹ stany wªasne i poziomy energetyczne w niesko«czonej studni potencjaªu o szeroko±ci
a w ±rodku której dodatkowo znajduje si¦ potencjaª typu delty Diraca:

V (x) =

{
λδ(x) dla− a/2 ≤ x ≤ a/2

∞ w pozostaªych przypadkach
, (4)

Przedyskutuj wynik w zale»no±ci o znaku parametru λ.

Zadanie 8 Wyznacz wspóªczynnik transmisji i odbicia fali pªaskiej przy rozpraszaniu na potencjale:

V (x) =


−V0 dla x < 0

−V1 dla 0 < x < a

0 dla x > a

(5)

Zadanie 9 Na ¢wiczeniach analizowali±my problem �zmienniczo±ci� równania Schroedingera pod wpªy-
wem transformacji Galileusza. Pokazali±my, »e aby równanie Schroedingera pozostaªo niezmiennicze przy
przej±ciu do ukªadu primowanego poruszaj¡cego si¦ z pr¦dko±ci¡ v wzgl¦dem ukªadu nieprimowanego
konieczna jest domno»enie funkcji falowej przez czynnik fazowy postaci:

ψ′(x′, t′) = ψ(x, t)e
imv2t

2~ − imvx
~ . (6)

Zastanów si¦ teraz nad wariantem relatywistycznym tego problemu. Rozwa» równanie Kleina-Gordona:

1

c2
∂2ψ

∂t2
− ∂2ψ

∂x2
+
m2c2

~2
ψ = 0, (7)

i zbadaj zachowanie tego równania pod wpªywem transformacji Lorentza. Jak powinna transformowa¢ si¦
funkcja falowa ψ(x, t) aby równanie pozostaªo niezmiennicze.

Zadanie 10 Rozwa» atom dwupoziomowy, gdzie |0⟩, |1⟩ s¡ stanami o okre±lonej energii wynosz¡cej
odpowiednio E i 2E. Niech stan atomu w chwili pocz¡tkowej b¦dzie postaci: |ψ(0)⟩ = (|0⟩+ |1⟩)/

√
2.

a) Znajd¹ posta¢ stanu w chwili t

b) Po czasie t dokonano pomiaru cz¡stki, w którym rzutowano stan cz¡stki na stan pocz¡tkowy |ψ(0)⟩.
Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e istotnie zmierzono stan |ψ(0)⟩. Oznacza to, »e w tym przypadku
cz¡stka w wyniku pomiaru powróciªa do stanu pocz¡tkowego



c) Wyobra¹ sobie teraz sytuacj¦, »e powy»szy pomiar wykonywano k razy po sobie w odst¦pach czasu
t/k. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e cz¡stka po ka»dym z k pomiarów wci¡» pozostawaªa w stanie
|ψ(0)⟩

d) Rozwa» granic¦ k → ∞ i zinterpretuj wynik. Zaobserwowany przez Ciebie efekt nazywany jest kwan-
towym efektem Zenona. Zastanów si¦ sk¡d taka nazwa i jaki to ma zwi¡zek ze sªynnymi paradoksami
staro»ytnego Zenona z Elei...

Zadanie 11 Operator momentu p¦du dany jest przez:

L̂k =
∑
ij

ϵijkx̂ip̂j

gdzie x̂i, p̂i s¡ operatorami poªo»enia i p¦du dla kierunku i, przy czym [xi, pj] = δiji~, a ϵijk jest tensorem
caªkowicie antysymetrycznym. Udowodnij, »e:

[L̂k, L̂j] = i~
∑
l

ϵkjlL̂l

Zadanie 12 Dla Hamilonianu trójwymiarowego izotropowego oscylatora harmonicznego sprawd¹, »e
[L̄i, H] = 0. Uargumentuj, »e dowodzi to zachowania momentu p¦du w tym przypadku.


