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Zadanie 1 Stan pocz¡tkowy cz¡stki o masie m w potencjale oscylatora harmonicznego o cz¦stotliwo±ci
wªasnej ω jest dany przez:

|ψ(0)⟩ = 1√
2
(|n− 1⟩ − |n⟩) .

a) Po jakim czasie t stan ten przeewoluuje do stanu |ψ(t)⟩, ortogonalnego do |ψ(0)⟩?

b) Znale¹¢ warto±ci oczekiwane operatorów x̂ i p̂ w stanie |ψ(t)⟩.

Zadanie 2 Korzystaj¡c z faktu, »e n-ty stan wzbudzony oscylatora harmonicznego zwi¡zany jest z n−1-
szym relacj¡:

|n⟩ = a†√
n
|n− 1⟩

oraz znaj¡c funkcj¦ falow¡ stanu podstawowego w reprezentacji poªo»eniowej:

ψ0(x) =

(
2mω

π~

)1/4

e−
1
2
x2mω/~

napisz

a) Funkcj¦ falow¡ ψ2(x) drugiego stanu wzbudzonego w reprezentacji poªo»eniowej

b) T¦ sam¡ funkcj¦ falow¡ w reprezentacji p¦dowej. Czy mo»esz sformuªowa¢ ogóln¡ obserwacj¦ doty-
cz¡c¡ reprezentacji poªo»eniowej i p¦dowej stanów wªasnych oscylatora harmonicznego.

Zadanie 3 Podaj przykªadowy rozkªad stanów wªasnych oscylatora harmonicznego |n⟩ jako superpozycj¦
stanów koherentnych |z⟩.

Zadanie 4 Udowodnij, ze stan koherenty mo»na zapisa¢ jako:

|z⟩ = D(z)|0⟩, gdzie D̂(z) = ezâ
†−z∗â

jest tzw. operatorem przesuni¦cia. Wskazówka. Skorzystaj z tw. Bakera-Cambella-Haussdorfa.

Zadanie 5 Cz¡stka w jednowymiarowym oscylatorze harmonicznym zostaje w chwili t0 o±wietlona bardzo
krótkim impulsem laserowym, którego wpªyw mo»na w przybli»eniu opisa¢ hamiltonianem oddziaªywania
Ĥint(t) = X̂ δ(t−t0), w którym operator X̂ nie zale»y od czasu. W wyniku oddziaªywania, cz¡stka zwi¦ksza
swój p¦d o p, niezale»nie od swojego stanu przed oddziaªywaniem. Wyznacz operator X̂.



Zadanie 6 Rozwa» stan oscylatora harmonicznego postaci:

|ψ(0)⟩ = A(|z⟩+ | − z⟩),

gdzie z ∈ C a A jest staª¡ normalizacyjn¡. Jest to ciekawy stan, bo dla du»ych |z| mo»na my±le¢ o
nim jako o superpozycji kwantowej dwóch ró»nych �klasycznych� stanów oscylatora harmonicznego�na
potrzeby medialne czasem nazywa si¦ go nieco nie precyzyjnie stanem kota Schroedingera.

a) Wyznacz A

b) Oblicz ±rednie poªo»enie, p¦d i ±redni¡ energi¦ w tym stanie

c) Oblicz stan oscylatora po czasie t. Po jakim czasie powróci on do stanu pocz¡tkowego?

Zadanie 7 Dla Hamilonianu trójwymiarowego izotropowego oscylatora harmonicznego sprawd¹, »e [L̄i, H] =
0. Uargumentuj, »e dowodzi to zachowania momentu p¦du w tym przypadku.

Zadanie 8 Cz¡stka o masie m znajduje si¦ w niesko«czonej dwuwymiarowej studni potencjaªu

V (x, y) = Vx(x) + Vy(y),

gdzie

Vx(x) =

{
0 dla 0 < x < a

+∞ dla pozostaªych x
Vy(y) =

{
0 dla 0 < y < a

+∞ dla pozostaªych y
.

W obszarze w którym potencjaª jest zero stan cz¡stki w chwili pocz¡tkowej opisywany byª przez funkcj¦:

ψ(x, y, t = 0) = A sin3(πx/a) sin5(πy/b).

a) Wyznacz staª¡ normalizacyjn¡ A

b) Znajd¹ warto±¢ oczekiwan¡ energii, poªo»enia i p¦du w chwili t = 0

c) Zapisz funkcj¦ falow¡ cz¡stki po czasie t i znajd¹ warto±ci oczekiwane energii poªo»enia i p¦du w
chwili t

Zadanie 9 Cz¡stka o masie m porusza si¦ w pªaszczy¹nie xy w polu siªy o potencjale:

V (x, y) =
k1
2
(x2 + y2) +

k2
2
(x− y)2,

gdzie k1, k2 s¡ pewnymi staªymi dodatnimi. Znale¹¢ widmo energii cz¡stki i wypisa¢ posta¢ funkcji
wªasnych odpowiadaj¡cych poszczególnym energiom. Dla jakich warto±ci parametrów k1 i k2 w widmie
pojawi si¦ degeneracja.



Zadanie 10 Cz¡stka o masie m poruszaj¡ca si¦ z zerowym caªkowitym momentem p¦du jest uwi¦ziona
pomi¦dzy dwoma nieprzenikliwymi sferami o promieniach a i b, czyli:

V (r) =


+∞ dla r < a

0 dla a < r < b

+∞ dla r > b

.

a) Znajd¹ poziomy energetyczne i unormowane funkcje falowe.

b) Dla stanu o najni»szej energii, znajd¹ ±rednie poªo»enie cz¡stki od centrum potencjaªu oraz odlegªo±¢
najbardziej prawdopodobn¡

Zadanie 11 Znajd¹ stany zwi¡zane o momencie p¦du l = 0 w potencjale �ba«ki mydlanej"

V (r) = −λδ(r −R),

gdzie λ > 0. Czy stany zwi¡zane zawsze istniej¡?

Zadanie 12 Rozwa» funkcj¦ falow¡:

ψ(r, θ, φ) = A sin θ cosφe−αr.

a) Znajd¹ staª¡ normalizacyjn¡ A

b) Zapisz stan cz¡stki poprzez rozkªad na harmoniki sferyczne Yl,m(θ, φ)

c) Dokonuj¡c na cz¡stce jednoczesnego pomiaru L̂2 i Lz, jakie wyniki pomiaru i z jakimi prawdopodobie«st-
wami mo»na uzyska¢

Zadanie 13 Rozwa» stan cz¡stki o momencie p¦du l = 1, który w standardowej bazie |l,m⟩ ma posta¢

|ψ⟩ = 1√
14

 −
√
3

2
√
2√
3


Jakie warto±ci i z jakimi prawdopodobie«stwami mo»na uzyska¢ mierz¡c y-kow¡ skªadow¡ momentu Ly.

Zadanie 14 Rozwa» stan wªasny operatorów L̂2 i L̂z, |l,m⟩. Oblicz warto±¢ oczekiwan¡ i dyspersj¦
operatora rzutu momentu p¦du na kierunek n⃗ = (sin θ0 cosφ0, sin θ0 sinφ0, cos θ0) w stanie |l,m⟩.

Zadanie 15 W chwili t = 0 atom wodoru znajduje si¦ w stanie:

ψ(r⃗, t = 0) =
4

(2a)3/2

[
e−

r
aY0,0 + A

r

a
e−

r
2a

(
−iY1,1 + Y1,−1 +

√
7Y1,0

)]
gdzie a jest promieniem Bohra.



a) Oblicz staª¡ normalizacyjna A

b) Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e w wyniku pomiaru L̂2 otrzymamy warto±¢ ~2l(l + 1), gdzie l =
0, 1, 2

c) Jaka jest g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa ρ(r), »e elektron znajdziemy w odlegªo±ci r od j¡dra.

d) Dla jakiej warto±ci r, ρ(r) ma maksimum?

e) Zapisz posta¢ funkcji falowej w chwili t.

f) Zapisz unormowany stan cz¡stki w chwili t na której wykonano pomiar Lz daj¡cy wynik ~.

Zadanie 16 Cz¡stka znajduje si¦ w stanie kwantowym opisanym nast¦puj¡ca funkcj¡ falow¡:

ψ(r⃗) = N e−r/a

(
z

r
+ i

√
3

2

x2 − y2

r2

)

Znajd¹ rozkªad prawdopodobie«stwa pomiaru P (l,m), gdzie l, m s¡ liczbami kwantowymi caªkowitego
momentu p¦du oraz jego rzutu na o± z.

Zadanie 17 Rozwa» cz¡stk¦ w stanie opisanym funkcj¡ falow¡:

ψ(r⃗) = Ae−r/ae2iφ

a) Wyznacz staª¡ normalizacyjn¡ A

b) Znajd¹ prawdopodobie«stwa P (l,m) zmierzenia warto±ci liczb kwantowych l, m.

Wskazówka: Aby uzyska¢ ogólny wzór, skorzystaj z funkcji tworz¡cej wielomianów Legendra.

Zadanie 18 Wyznacz wszystkie warto±ci parametru α, dla których jest mo»liwe, by, w wyniku ewolucji
ukªadu opisywanego pewnym hamiltonianem, unormowany stan pocz¡tkowy |0⟩ przechodziª po czasie
t w stan 1√

2
(i|0⟩ + |1⟩), a unormowany stan pocz¡tkowy |1⟩ przechodziª po tym samym czasie w stan

1√
2
(|0⟩+ α|1⟩).

Zadanie 19 Ile stanów zwi¡zanych przewiduje wiod¡ce przybli»enie kwasiklasyczne dla cz¡stki o masie
µ w potencjale Morsa, V (x) = V0

(
e−2x/a − 2e−x/a

)
, w którym V0 = (2~/a)2/(2µ)?

Wsk.: d
dα

∫ √
α

−
√
α

dz
1+z

√
α− z2 =

∫ √
α

−
√
α

dz
1+z

1
2
√
α−z2

.

Zadanie 20 Znale¹¢ w przybli»eniu WKB poziomy energii cz¡stki o masie m poruszaj¡cej si¦ w polu
jednowymiarowego potencjaªu:

V (x) = V0ctg
2πx

a
,

dla 0 < x < a.



Zadanie 21 Stosuj¡c metod¦ wariacyjn¡ oszacuj energi¦ stanu podstawowego atomu wodoru u»ywaj¡c
jako funkcji próbnych funkcji Gaussa. Porównaj liczbow¡ warto±¢ otrzymanej energii z wynikiem ±cisªym.

Zadanie 22 Cz¡stka o masie m znajduje si¦ w potencjalne dwuwymiarowej studni:

V (x, y) =

{
0 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ a

+∞ pozostaªe x i y

zaburzonej przez

V ′(x, y) =

{
V0 cos(πx/a) cos(πy/a) 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ a

0 pozostaªe x i y

W pierwszym rz¦dzie rachunku zaburze« wyznacz poprawki do energii w stanie podstawowym i pierwszym
w zbudzonym.

Zadanie 23 Oddziaªywanie pomi¦dzy trzema oscylatorami harmonicznymi o cz¦sto±ciach ωa, ωb i ωc

dane jest hamiltonianem
Ĥint = gâ†b̂†ĉ+ h.c.,

gdzie g ∈ C, â, b̂, ĉ s¡ operatorami anihilacji dla odpowiednich oscylatorów, a "h.c. oznacza sprz¦»enie
hermitowskie ju» wypisanych wyrazów. Wyznacz z dokªadno±ci¡ do wyrazów kwadratowych w g poprawki
do poziomów energetycznych hamiltonianu bez oddziaªywania. Mo»esz zaªo»y¢, »e cz¦sto±ci oscylatorów
dobrane s¡ w taki sposób, »e nie wyst¦puje degeneracja w hamiltonianie bez oddziaªywania.

Zadanie 24 Cz¡stka o masiem porusza si¦ w jednym wymiarze w polu siªy o potencjale V (x) = 1
2
mω2x2+

αx4.

a) Znajd¹ poprawk¦ do energii stanu podstawowego w pierwszym rz¦dzie rachunku zaburze« traktuj¡c
czªon αx4 jako maªe zaburzenie.

b) Postaraj si¦ poprawi¢ ten wynik (zbli»y¢ si¦ do prawdziwej warto±ci) stosuj¡c metod¦ wariacyjn¡
wykorzystuj¡c funkcj¦ próbn¡ postaci: ψλ(x) = Nλe

−λx2
, gdzie λ jest parametrem wariacyjnym


