Mechanika Kwantowa R 2016/2017, Seria 3 - odpowiedzi

Zadanie 1 W przypadku braku potencjalu delty mamy rozwigzania symetryczne i antymsymetryczne

2 cos(zn/a) (dla n nieparzystych) i ¢, (z) = \/5 sin(znm/a) (dla n parzystych),

a
"22:1222 Obecno$¢ delty powoduje skok pochodnej w punkcie z = 0 o
2mA

771 (0). Dla funkcji antysymetrycznych, ktére w tym punkcie sg rowne zero obecnos¢ potencjatu delty
nic nie zmieni, wiec beda to wciaz poprawne rozwiazania i te energie (n parzyste) sie nie zmienia.
Rozwazmy wiec tylko rozwigzania symetryczne. W tym przypadku funkcja po lewej i prawej strony
bariery ma postac:

odpowiednio: ¥, (r) =

odpowiadajgce im energie to: E, =

AeloT 4 Be~T 1 < ()
Qﬂ(ﬂf) - —itox o
Ae " + Be'** x>0

gdzie o = /2mFE /h?. Warunek zszycia pochodnych uwzgledniajac skok zwiagzany z funkcja delta implikuje

2mA
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Warunek znikania funkcji w punktach z = +a/2 daje warunek:

—iaA + iaB —iaA+iBa = (A+ B)

Ae—iaa/? + Beiaa/? -0
Laczac powyzsze dwa réwnania otrzymujemy:

o cot (%> = —Tg—;\

2
Co jest jednoczesnie warunkiem na dopuszczalne energie. W przypadku braku potencjatu A = 0 mieliby$my
rozwiazania aa/2 = nn/2 (dla n nieparzystych) i odtwarzamy znany wynik. Poniewaz funkcja o cot aa/2
jest malejaca z a to dla A > 0 dopuszczalne rozwiazania o beda przesuniete do wiekszych wartosci w porow-
naniu z przypadkiem braku potencjalu—wyzsze energie. W przypadku A < 0 energie beda odpowiednio
obnizone.

Zadanie 2 Stany zwigzane beda odpowiadaé¢ energiom —Vj < E/ < 0. Warunek znikania funkcji w 2 = 0
i zanikania w x = oo implikuje

W(z) = {Asinaa;, r<a

Be b, T >a

gdzie oo = \/2m(E + V) /W2, B = /—2mE/h? Warunki zszycia:
Asinaa = Be P, aAcosaa = —FBe P

Dostajemy warunek

2mVj )
-«
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Analizujac graficznie rozwiazanie powyzszego rownania (przeciecie funkeji a cot aa z fragmentem okregu
o promieniu /2mV;/h?) wnioskujemy, ze nie bedzie zadnego stanu wtasnego wtedy i tylko wtedy gdy

a\/2mVy/R? < /2.

—acotaa = =



Zadanie 3 Piszemy rozwigzanie odpowiadajace fali padajacej na bariere z lewej strony postaci:

b(x) {Aeim—l—Be_i‘“, r<0,a=+/2mE/h?
xT) =

Cetf, x>0,8=+2m(E—Vp)/h?

Warunki zszycia daja:
A+B=C, iadA—iaB=1p,

7z czego wynika:

C 2« B a-p

A a+p A T a+p
Pamietamy, ze wspotczynnik transmisji i odbicia do stosunek odpowiednich pradéw prawdopodbieristwa
czyli:

o s g |8

_ 4o C_(a-pp
a (a+p)?

Al (a+B)?

Widaé, ze T+ R = 1.

Zadanie 4 Wiemy, ze dla prostokatnej bariery potencjatu, wspolczynnik transmisji dla silnych thumien
zalezy od szerokosci bariery jak e 2V 2m(V=E)/W*a sytuacji gdy mamy bariere nieprostokatna, i po-
tencjal zmienia sie wraz z x mozemy przyblizy¢ to serig waskich barier prostokatnych o zmieniajacej sie
wartosci potencjalu i oszacowaé¢ wspolczynnik transmisji jako e ™2 St dar/2m(V (2)=B)/1? (tak naprawde ro-
bimy tu nieformalnie co$ co sie nazywa przyblizeniem WKB). Gdzie dolna granica catkowania odpowiada
poczatkowi bariery potencjatu, a gorna granica polozeniu x dla ktorego V(x) = 5MeV, czyli miejsca w
ktorym czastka ,,juz uwolnila sie ze studni potencjatu’. Stad mozemy oszacowaé, ze wspoOtczynnik trans-
misji przez taka bariere Coulombowska wynosi okolo T' ~ =8 ~ 10738, Aby oszacowaé czas zycia jadra,
musimy obliczy¢ wielkosé, ktora mozna by zinterpretowac jako czestotliwosé ,uderzania czastki w bariere".
Czastka o wewnatrz studni ma energie kinetyczng rowng 35 MeV. Traktujac czastke klasycznie i uwzgled-
niajac jej mase m = 4 - 1.610~2"kg odpowiadatoby to predkosci v = 8- 10"m/s. Klasyczna czastka o takiej
predkosci odbijataby sie v/(2a) &~ 10*! razy na sekunde. Stad prawdopodobieristwo rozpadu na sekunde
1073810%! = 10~'"s. Wychodzi nam czas zycia 10'"s ~ 3mld lat. Faktyczna wartosé¢ to 4.5 mld lat. Czyli
widzimy, ze rzad wielkosci sie zgadza.

Zadanie 5 Stan gaussowski mozemy roztozyc na fale plaskie, czyli zapisa¢ go w reprezentacji pedowe;j:

N S
1 g +ipzo/h

U(p) = (@ro2)i°

, gdzie 0, = h/(20). W wyniku rozpraszania, uzyskamy na wyjsciu superpozycje fal ptaskich, z ktorych
kazda bedzie miata odpowiednio przemnozong amplitude zgodnie z rozwigzaniem dla rozpraszania fal ptas-

kich na potencjale delty, czyli z czynnikiem 1/(1 — —=22_—) = L Prawdopodobieiistwo transmisji
z\/2mE/h2h2 -5

bedzie wynosi¢:
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Jako sensowne przyblizenie mozna przyjac¢ wspotczynnik transmisji odpowiadajacy p = po:
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~ m2\2
1+ =
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Zadanie 6 Rozwiazanie jest analogiczne jak dla A > 0. W sytuacji gdy £ > 0, dochodzimy do tego
samego rownania:

sin(gd) mAd

R + cos(qd) = cos(kd)

gdzie ¢ = \/2mE/h2?. Ujemna warto$¢ A w powyzszym rOwnaniu nie zmienia jakosciowo faktu istnienia
pasm. Nie mniej w sytuacji ujemnej A\ mozemy réwniez szukaé rozwigzan odpowiadajacych £ < 0.
Warunek na dopuszczalne energie ma wtedy postac:

sinh(qd) mAd
qd h?

+ cosh(gd) = cos(kd)

gdzie ¢ = \/—2mE/h?. Dzieki temu, ze A < 0 to rownanie tez moze by¢ spelnione i bedzie co najmniej
jedno dodatkowe pasmo odpowiadajace ujemnym energiom.



