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Zadanie 1 W przypadku braku potencjaªu delty mamy rozwi¡zania symetryczne i antymsymetryczne

odpowiednio: ψn(x) =
√

2
a
cos(xnπ/a) (dla n nieparzystych) i ψn(x) =

√
2
a
sin(xnπ/a) (dla n parzystych),

odpowiadaj¡ce im energie to: En = n2π2~2
2ma2

. Obecno±¢ delty powoduje skok pochodnej w punkcie x = 0 o
2mλ
~2 ψ(0). Dla funkcji antysymetrycznych, które w tym punkcie s¡ równe zero obecno±¢ potencjaªu delty
nic nie zmieni, wi¦c b¦d¡ to wci¡» poprawne rozwi¡zania i te energie (n parzyste) si¦ nie zmieni¡.

Rozwa»my wi¦c tylko rozwi¡zania symetryczne. W tym przypadku funkcja po lewej i prawej strony
bariery ma posta¢:

ψ(x) =

{
Aeiαx +Be−iαx, x < 0

Ae−iαx +Beiαx, x > 0

gdzie α =
√
2mE/~2. Warunek zszycia pochodnych uwzgl¦dniaj¡c skok zwi¡zany z funkcj¡ delta implikuje

−iαA+ iαB − iαA+ iBα =
2mλ

~2
(A+B)

Warunek znikania funkcji w punktach x = ±a/2 daje warunek:

Ae−iαa/2 +Beiαa/2 = 0

�¡cz¡c powy»sze dwa równania otrzymujemy:

α cot
(αa

2

)
= −mλ

~2

Co jest jednocze±nie warunkiem na dopuszczalne energie. W przypadku braku potencjaªu λ = 0mieliby±my
rozwi¡zania αa/2 = nπ/2 (dla n nieparzystych) i odtwarzamy znany wynik. Poniewa» funkcja α cotαa/2
jest malej¡ca z α to dla λ > 0 dopuszczalne rozwi¡zania α b¦d¡ przesuni¦te do wi¦kszych warto±ci w porów-
naniu z przypadkiem braku potencjaªu�wy»sze energie. W przypadku λ < 0 energie b¦d¡ odpowiednio
obni»one.

Zadanie 2 Stany zwi¡zane b¦d¡ odpowiada¢ energiom −V0 < E ≤ 0. Warunek znikania funkcji w x = 0
i zanikania w x = ∞ implikuje

ψ(x) =

{
A sinαx, x < a

Be−βx, x > a

gdzie α =
√
2m(E + V0)/~2, β =

√
−2mE/~2 Warunki zszycia:

A sinαa = Be−βa, αA cosαa = −βBe−βa

Dostajemy warunek

−α cotαa = β =

√
2mV0
~2

− α2

Analizuj¡c gra�cznie rozwi¡zanie powy»szego równania (przeci¦cie funkcji α cotαa z fragmentem okr¦gu
o promieniu

√
2mV0/~2) wnioskujemy, »e nie b¦dzie »adnego stanu wªasnego wtedy i tylko wtedy gdy

a
√

2mV0/~2 < π/2.



Zadanie 3 Piszemy rozwi¡zanie odpowiadaj¡ce fali padaj¡cej na barier¦ z lewej strony postaci:

ψ(x) =

{
Aeiαx +Be−iαx, x < 0, α =

√
2mE/~2

Ceiβx, x > 0, β =
√
2m(E − V0)/~2

Warunki zszycia daj¡:
A+B = C, iαA− iαB = iβ,

z czego wynika:
C

A
=

2α

α + β
,

B

A
=
α− β

α + β

Pami¦tamy, »e wspóªczynnik transmisji i odbicia do stosunek odpowiednich pr¡dów prawdopodbie«stwa
czyli:

T =

∣∣∣∣CA
∣∣∣∣2 βα =

4αβ

(α + β)2
, R =

∣∣∣∣BA
∣∣∣∣2 = (α− β)2

(α + β)2

Wida¢, »e T +R = 1.

Zadanie 4 Wiemy, »e dla prostok¡tnej bariery potencjaªu, wspóªczynnik transmisji dla silnych tªumie«

zale»y od szeroko±ci bariery jak e−2
√

2m(V−E)/~2a. W sytuacji gdy mamy barier¦ nieprostok¡tn¡, i po-
tencjaª zmienia si¦ wraz z x mo»emy przybli»y¢ to seri¡ w¡skich barier prostok¡tnych o zmieniaj¡cej si¦

warto±ci potencjaªu i oszacowa¢ wspóªczynnik transmisji jako e−2
∫ 50 fm
10 fm dx

√
2m(V (x)−E)/~2 (tak naprawd¦ ro-

bimy tu nieformalnie co± co si¦ nazywa przybli»eniem WKB). Gdzie dolna granica caªkowania odpowiada
pocz¡tkowi bariery potencjaªu, a górna granica poªo»eniu x dla którego V (x) = 5MeV, czyli miejsca w
którym cz¡stka � ju» uwolniªa si¦ ze studni potencjaªu'. St¡d mo»emy oszacowa¢, »e wspóªczynnik trans-
misji przez tak¡ barier¦ Coulombowsk¡ wynosi okoªo T ≈ e−88 ≈ 10−38. Aby oszacowa¢ czas »ycia j¡dra,
musimy obliczy¢ wielko±¢, któr¡ mo»na by zinterpretowa¢ jako cz¦stotliwo±¢ �uderzania cz¡stki w barier¦".
Cz¡stka α wewn¡trz studni ma energi¦ kinetyczn¡ równ¡ 35MeV. Traktuj¡c cz¡stk¦ klasycznie i uwzgl¦d-
niaj¡c jej mas¦ m = 4 · 1.610−27kg odpowiadaªoby to pr¦dko±ci v = 8 · 107m/s. Klasyczna cz¡stka o takiej
pr¦dko±ci odbijaªaby si¦ v/(2a) ≈ 1021 razy na sekund¦. St¡d prawdopodobie«stwo rozpadu na sekund¦
10−381021 = 10−17 s. Wychodzi nam czas »ycia 1017s ≈ 3mld lat. Faktyczna warto±¢ to 4.5mld lat. Czyli
widzimy, »e rz¡d wielko±ci si¦ zgadza.

Zadanie 5 Stan gaussowski mo»emy rozªo»yc na fale pªaskie, czyli zapisa¢ go w reprezentacji p¦dowej:

ψ̃(p) =
1

(2πσ2
p)

1/4
e
− p−p0

4σ2
p

+ipx0/~

, gdzie σp = ~/(2σ). W wyniku rozpraszania, uzyskamy na wyj±ciu superpozycj¦ fal pªaskich, z których
ka»da b¦dzie miaªa odpowiednio przemno»on¡ amplitud¦ zgodnie z rozwi¡zaniem dla rozpraszania fal pªas-
kich na potencjale delty, czyli z czynnikiem 1/(1 − mλ

i
√

2mE/~2~2
) = 1

1−mλ
ip~

. Prawdopodobie«stwo transmisji

b¦dzie wynosi¢:

T =

∫
dp |ψ̃(p)|2 1

1 + m2λ2

p2~2
=

1√
2πσ2

p

∫
dp

e
− (p−p0)

2

2σ2
p

1 + m2λ2

p2~2



Jako sensowne przybli»enie mo»na przyj¡¢ wspóªczynnik transmisji odpowiadaj¡cy p = p0:

T ≈ 1

1 + m2λ2

p20~2

Zadanie 6 Rozwi¡zanie jest analogiczne jak dla λ > 0. W sytuacji gdy E > 0, dochodzimy do tego
samego równania:

sin(qd)

qd

mλd

~2
+ cos(qd) = cos(kd)

gdzie q =
√

2mE/~2. Ujemna warto±¢ λ w powy»szym równaniu nie zmienia jako±ciowo faktu istnienia
pasm. Nie mniej w sytuacji ujemnej λ mo»emy równie» szuka¢ rozwi¡za« odpowiadaj¡cych E < 0.
Warunek na dopuszczalne energie ma wtedy posta¢:

sinh(qd)

qd

mλd

~2
+ cosh(qd) = cos(kd)

gdzie q =
√
−2mE/~2. Dzi¦ki temu, »e λ < 0 to równanie te» mo»e by¢ speªnione i b¦dzie co najmniej

jedno dodatkowe pasmo odpowiadaj¡ce ujemnym energiom.


