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Zadanie 1 Cz¡stka o masie m porusza si¦ w pªaszczy¹nie xy w polu siªy o potencjale:

V (x, y) =
k1
2
(x2 + y2) +

k2
2
(x− y)2,

gdzie k1, k2 s¡ pewnymi staªymi dodatnimi. Znale¹¢ widmo energii cz¡stki i wypisa¢ posta¢ funkcji
wªasnych odpowiadaj¡cych poszczególnym energiom. Dla jakich warto±ci parametrów k1 i k2 w widmie
pojawi si¦ degeneracja.

Zadanie 2 Rozwa» cz¡stk¦ w sferycznie symetrycznej sko«czonej jamie potencjaªu

V (r) =

{
−V0 r ≤ a

0 r > a
.

Wyprowad¹ warunek na istnienie co najmniej jednego stanu zwi¡zanego. Wskazówka: stan o najni»szej
energii zawsze b¦dzie zwi¡zany z warto±ci¡ caªkowitego momentu p¦du l = 0.

Zadanie 3 Cz¡stka o masie m poruszaj¡ca si¦ z zerowym caªkowitym momentem p¦du jest uwi¦ziona
pomi¦dzy dwoma nieprzenikliwymi sferami o promieniach a i b, czyli:

V (r) =


+∞ dla r < a

0 dla a < r < b

+∞ dla r > b

.

a) Znajd¹ poziomy energetyczne i unormowane funkcje falowe.

b) Dla stanu o najni»szej energii, znajd¹ ±rednie poªo»enie cz¡stki od centrum potencjaªu oraz odlegªo±¢
najbardziej prawdopodobn¡

Zadanie 4 Znajd¹ stany zwi¡zane o momencie p¦du l = 0 w potencjale �ba«ki mydlanej"

V (r) = −λδ(r −R),

gdzie λ > 0. Czy stany zwi¡zane zawsze istniej¡?

Zadanie 5 Rozwa» funkcj¦ falow¡:

ψ(r, θ, φ) = A sin θ cosφe−αr.

a) Znajd¹ staª¡ normalizacyjn¡ A

b) Zapisz stan cz¡stki poprzez rozkªad na harmoniki sferyczne Yl,m(θ, φ)

c) Dokonuj¡c na cz¡stce jednoczesnego pomiaru L̂2 i Lz, jakie wyniki pomiaru i z jakimi prawdopodobie«st-
wami mo»na uzyska¢



Zadanie 6 Rozwa» stan cz¡stki o momencie p¦du l = 1, który w standardowej bazie |l,m⟩ ma posta¢

|ψ⟩ = 1√
14

 −
√
3

2
√
2√
3


Jakie warto±ci i z jakimi prawdopodobie«stwami mo»na uzyska¢ mierz¡c y-kow¡ skªadow¡ momentu Ly.

Zadanie 7 Rozwa» cz¡stk¦ o masiem w izotropowym potencjale oscylatora harmonicznego V = 1
2
mω2r2.

Rozwa» podprzestrze« stanów o energii E = 7
2
~ω (drugi poziom wzbudzony). W ramach tej podprzestrzeni

znajd¹ stany wªasne Lz oraz L2.

Zadanie 8 Rozwa» dwie cz¡stki o spinie 1. Skonstruuj bezpo±rednim rachunkiem (nie u»ywaj¡c wyra»e«
na wspóªczynniki Clebscha-Gordana) stany maj¡ce dobrze okre±lon¡ caªkowit¡ warto±¢ spinu oraz rzut
caªkowitego spinu na o± z.

Zadanie 9 Rozwa» stan wªasny operatorów L̂2 i L̂z, |l,m⟩. Oblicz warto±¢ oczekiwan¡ i dyspersj¦
operatora rzutu momentu p¦du na kierunek n⃗ = (sin θ0 cosφ0, sin θ0 sinφ0, cos θ0) w stanie |l,m⟩.

Zadanie 10 W chwili t = 0 atom wodoru znajduje si¦ w stanie:

ψ(r⃗, t = 0) =
4

(2a)3/2

[
e−

r
aY0,0 + A

r

a
e−

r
2a

(
−iY1,1 + Y1,−1 +

√
7Y1,0

)]
gdzie a jest promieniem Bohra.

a) Oblicz staª¡ normalizacyjna A

b) Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e w wyniku pomiaru L̂2 otrzymamy warto±¢ ~2l(l + 1), gdzie l =
0, 1, 2

c) Jaka jest g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa ρ(r), »e elektron znajdziemy w odlegªo±ci r od j¡dra.

d) Dla jakiej warto±ci r, ρ(r) ma maksimum?

e) Zapisz posta¢ funkcji falowej w chwili t.

f) Zapisz unormowany stan cz¡stki w chwili t na której wykonano pomiar Lz daj¡cy wynik ~.

Zadanie 11 Cz¡stka znajduje si¦ w stanie kwantowym opisanym nast¦puj¡ca funkcj¡ falow¡:

ψ(r⃗) = N e−r/a

(
z

r
+ i

√
3

2

x2 − y2

r2

)

Znajd¹ rozkªad prawdopodobie«stwa pomiaru P (l,m), gdzie l, m s¡ liczbami kwantowymi caªkowitego
momentu p¦du oraz jego rzutu na o± z.



Zadanie 12 Rozwa» cz¡stk¦ w stanie opisanym funkcj¡ falow¡:

ψ(r⃗) = Ae−r/ae2iφ

a) Wyznacz staª¡ normalizacyjn¡ A

b) Znajd¹ prawdopodobie«stwa P (l,m) zmierzenia warto±ci liczb kwantowych l, m.

Wskazówka: Aby uzyska¢ ogólny wzór, skorzystaj z funkcji tworz¡cej wielomianów Legendra: 1√
1−2sw+s2

=∑
l Pl(w)s

l.


