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Zadanie 1 Wprowadzamy nowe zmienne ξ = x+y√
2
, χ = x−y√

2
. Laplasjan w tych zmiennych wygl¡da tak

samy jak w x, y (obrót ukªadu wspóªrz¦dnych), a potencjaª sie separuje: V (ξ, χ) = k1
2
ξ2 + k2

2
χ2. St¡d

mamy ogólne rozwi¡zanie:

ψn1,n2(x, y) = ψn1 [(x+ y)/
√
2]ψn2 [(x− y)/

√
2],

gdzie ψni
rozwi¡zania dla jednwymiarowego oscylatora harmonicznego z cz¦sto±ci¡ wªasn¡ ωi =

√
ki
m
.

Odpowiednia energia:
En1,n2 = ~ω1(n1 +

1
2
) + ~ω2(n2 +

1
2
).

Degeneracja b¦dzie si¦ pojawia¢ gdy ω1/ω2 jest liczb¡ wymiern¡. Gdy ω1 = ω2 mamy dla poziomu o energii
En = ~ω(n+ 1) mamy n+ 1 krotn¡ degeneracj¦.

Zadanie 2 Szukamy stanów zwi¡zanych, czyli E < 0. Intuicja: je±li ma by¢ jaki± stan zwi¡zany to nale»y
go szuka¢ dla l = 0 (dla l > 0 mamy dodatkowy czªon "od±rodkowy" w potencjale który czyni potencjaª
efektywnie pªytszym). W obszarze r ≤ a:

RI(r) = A
sin kr

kr
, k =

√
2m(V0 + E)

~2

gdy» odrzucamy podobnie jak w poprzednim zadaniu rozwi¡zanie wybuchaj¡ce w r = 0. W obszarze r > a
mamy

RII(r) = B
ek

′r

r
+ C

e−k′r

r
, k′ =

√
2m|E|
~2

Kªadziemy B = 0 aby nie mie¢ rozwi¡zania wybuchaj¡cego w r → ∞. Zszywamy funkcj¦ i pochodn¡ i
dostajemy warunek

−ka cot ka = k′a, k′a =

√
2mV 2

0 a
2

~2
− k2a2

Analizuj¡c powy»sze równanie gra�cznie (przeci¦cie funkcji −x cotx z okr¦giem o promieniu
√

2mV 2
0 a

2/~2)

widzimy, »e b¦dzie co najmniej jedno rozwi¡zanie gdy

√
2mV 2

0 a2

~2 > π
2
.

Zadanie 3 W obszarze a < r < b mamy ogólne rozwi¡zanie postaci:

ψ(r) = A
sin kr

r
+B

cos kr

r

Nakªadamy warunek ψ(a) = ψ(b) = 0. Otrzymujemy:

ψ(r) = C
sin[k(r − a)]

r
, k(b− a) = nπ.

Warunek unormowania:

4πC2

∫ ∞

0

dr r2
(
sin[k(r − a)]

r

)2

= 2π(b− a)C2 = 1



Czyli C = 1√
2π(b−a)

a dopuszczalne energie:

En =
~2π2n2

2m(b− a)2
.

Zadanie 4 Analizuj¡c równanie Schroedingera na radialn¡ zale»no±¢ funkncji falowej w potencjaªach
symetrycznych,

− ~2

2m

d2rψ

dr2
+ V (r)rψ = Erψ

wida¢, »e obecno±c delty Diraca b¦dzie prowadzi¢ do takiego samego skoku pochodnej radialnej jak to byªy
w przypadku jednowymiarowym je±li rozwa»ay funkcje u(r) = rψ(r). Szukamy stanów zwi¡zanych, E < 0.
Zapisujemy wi¦c radialn¡ funkcj¦ falow¡ w obu obszarach:

ψ(r) =

{
A sinh kr

r
+ r < R

C e−kr

r
r > R

gdzie k =
√
2m|E|/~2 i odrzucili±my rozwi¡zanie wybuchaj¡ce w r = ∞ oraz w r = 0. Warunek zszycia

funkcji falowych oraz skoku pochodnej prowadzi do równa«:

A sinh kR = Ce−kR

Ak cosh kR + kCe−kR =
2mλR

~2
Ce−kR.

Rozwiazuj¡c równania dochodzimy:

k =
mλR

~2
(1− e−2kr).

Aby istniaªo rozwi¡zanie funkcja po prawej stronie musi mie¢ w k = 0 pochodna wieksz¡ ni» 1, st¡d
warunek: 2mλR

~2 > 1.

Zadanie 5 Staªa normalizacyjna A =
√

3α3

8π
. Wygodnie jest zapisa¢ osobno unormowan¡ cz¦±¢ k¡tow¡

funkcji falowej ψ(θ, φ) =
√

3
4π

sin θ cosφ. Mo»emy teraz rozpisa¢ t¦ funkcje jako:

ψ(θ, φ) =

√
3

4π
sin θ

1

2
(eiφ + e−iφ) =

1√
2
(Y1,1(θ, φ)− Y1,−1(θ, φ)).

Wida¢ z ego rozkªadu, »e mierz¡c caªkowity moment p¦du jedyna mo»liwa to uzyskania warto±¢ to l = 1,
a mierz¡c rzut na o± z mamy równe prawdopodobie«stwo zmierzenia m = ±1.

Zadanie 6 Dla l = 1, operator Ly zapisany w bazie wªasnej Lz, |l,m⟩ ma posta¢:

Ly =
i~√
2

 0 −1 0
1 0 −1
0 1 0

 ,



Warto±ci wªasne s¡ oczywi±cie postaci ~, 0,−~. Odpowiadaj¡ce im stany wªasne:

|+⟩y =
1

2

 1

i
√
2

−1

 , |0⟩y =
1√
2

 1
0
1

 , |−⟩y =
1

2

 1

−i
√
2

−1

 ,
Odpowiednie prawdopodobie«stwa wynosz¡:

p+ = |y⟨+|ψ⟩|2 = 1

2
, p0 = 0 p− =

1

2
.

Zadanie 7 Zapisuj¡c stany wªasne oscylatora harmonicznego w postaci |nx, ny, nz⟩, widzimy, »e dla
drugiego poziomu wzbudzonego nx + ny + nz = 2 mamy 6 stanów:

|0, 0, 2⟩, |0, 1, 1⟩, |0, 2, 0⟩, |1, 0, 1⟩, |1, 1, 0⟩, |2, 0, 0⟩.

Operator rzutu momentu p¦du na o± z ma posta¢:

Lz = xpy − ypx =
~
i
(a†xay − a†yax),

gdzie ai sa operatorami anihilacji zwi¡zanymi z kierunkiem i. Zapisuj¡c operator Lz w tej bazie otrzymu-
jemy nast¦puj¡c¡ macierz:

Lz =
~
i



0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 −
√
2 0

0 1 0 0 0 0

0 0
√
2 0 0 −

√
2

0 0 0 0
√
2 0


Macierz ta ma nast¦puj¡ce warto±ci wªasne: m = 2, 1, 0, 0,−1,−2. Wida¢ st¡d, »e przestrze« musi si¦ w
takim razie skªada¢ z 5-cio wymiarowej przestrzeni odpowiadaj¡cej l = 2 oraz jednowymiarowej przestrzeni
odpowiadaj¡cej l = 0. Wszystkie stany wªasne poza tymi odpowiadaj¡cymi m = 0 jednoznacznie mo»na
otrzyma¢ z rozkªadu wªasnego powy»szej macierzy:

|l = 2,m = 2⟩ = 1

2
(|0, 2, 0⟩ − i

√
2|1, 1, 0⟩ − |2, 0, 0⟩)

|l = 2,m = 1⟩ = 1√
2
(|1, 0, 1⟩+ i|0, 1, 1⟩)

|l = 2,m = −1⟩ = 1√
2
(|1, 0, 1⟩ − i|0, 1, 1⟩)

|l = 2,m = 1⟩ = 1

2
(|0, 2, 0⟩+ i

√
2|1, 1, 0⟩ − |2, 0, 0⟩)

Aby zidenty�kowa¢ stany |l = 2,m = 0⟩ od |l = 0,m = 0⟩ mo»na albo zapisa¢ operator kwadratu
caªkowitego momentu p¦du L2 albo co ªatwiejsze podziaªa¢ operatorem L− = Lx+iLy na stan |l = 2,m = 1⟩
co da nam stan |l = 2,m = 0⟩ a wtedy jednoznacznie zidenty�kujemy te» |l = 0,m = 0⟩ jako stan
ortogonalny do wszystkich pozostaªych. Mamy

L− = Lx − iLy =
~
i
(a†yaz − a†zay − ia†zax + ia†xaz).



Dziaªaj¡c na |l = 2,m = 1⟩ dostajemy:

L−|l = 2,m = 1⟩ = ~
i
√
2
(|1, 1, 0⟩+

√
2i|0, 2, 0⟩ −

√
2i|0, 0, 2⟩ − i

√
2|0, 0, 2⟩ − |1, 1, 0⟩+ i

√
2|2, 0, 0⟩)

Czyli:

|l = 2,m = 0⟩ = 1√
6
(|2, 0, 0⟩ − 2|0, 0, 2⟩+ |0, 2, 0⟩),

Z czego wynika, »e:

|l = 0,m = 0⟩ = 1√
3
(|2, 0, 0⟩+ |0, 0, 2⟩+ |0, 2, 0⟩).

Wida¢, »e tak jak by¢ powinno stan z l = 0 nie wyró»nia »adnego z kierunków.

Zadanie 8 Niech |m1,m2⟩ b¦dzie baz¡ stanów wªasnych oepratorów spinu sz poszczególnych cz¡stek:
sz,1|m1,m2⟩ = ~m1|m1,m2⟩, sz,2|m1,m2⟩ = ~m2|m1,m2⟩. Szukamy bazy |s,m⟩ takiej, »e Sz|s,m⟩ =

~m|s,m⟩, S2|s,m⟩ = ~2s(s + 1)|s,m⟩, gdzie S⃗ = s⃗1 + s⃗2, . . . . Oczywiste jest »e najwy»szy spin s = 2
(pozatym spodziewamy si¦ spinów s = 1 i s = 0). Dla tego spinu jedyny stan który b¦dzie miaª m = 2 to:
|s = 2,m = 2⟩ = |m1 = 1,m2 = 1⟩ gdy oba rzuty spinów skierowane w t¦ sam¡ stron¦. Stan |s = 2,m = 1⟩
uzyskamy dziaªaj¡c operatorem S− na stan |s = 2,m = 2⟩. Z jednej strony S−|s = 2,m = 2⟩ = 2~|s =
2,m = 1⟩, z drugiej S−|s = 2,m = 2⟩ = (s−,1 + s−,2)|1, 1⟩ = ~

√
2(|1, 0⟩ + |0, 1⟩). St¡d dostajemy:

|s = 2,m = 1⟩ = (|1, 0⟩+ |0, 1⟩)/
√
2. Post¦puj¡c dalej w ten sposób uzyskamy wszytskie stany |s = 2,m⟩:

|s = 2,m = 2⟩ = |1, 1⟩
|s = 2,m = 1⟩ = (|1, 0⟩+ |0, 1⟩)/

√
2

|s = 2,m = 0⟩ = (|1,−1⟩+ 2|0, 0⟩+ | − 1, 1⟩)/
√
6

|s = 2,m = −1⟩ = (| − 1, 0⟩+ |0,−1⟩)/
√
2

|s = 2,m = −2⟩ = | − 1,−1⟩

Chc¡c teraz znale¹¢ stan |s = 1,m = 1⟩. W ramach podprzestrzeni o m = 1, czyli podprzestrzeni
rozpi¦tej przez |1, 0⟩ i |0, 1⟩ szukamy stany ortogonalnego do |s = 2,m = 1⟩. Jest to |s = 1,m =
1⟩ = (|1, 0⟩ − |0, 1⟩)/

√
2. Pozostaªe stany |s = 1,m⟩ dostajemy dziaªaj¡c operatorem obni»aj¡cym S−

otrzymuj¡c:

|s = 1,m = 1⟩ = (|1, 0⟩ − |0, 1⟩)/
√
2

|s = 1,m = 0⟩ = (|1,−1⟩ − | − 1, 1⟩)/
√
2

|s = 1,m = −1⟩ = (| − 1, 0⟩ − |0,−1⟩)/
√
2

Pozostaje ostatni stan ortogonalny do |s = 2,m = 0⟩, |s = 1,m = 0⟩ i »yj¡cy w podprzestrzeni o m = 0:

|s = 0,m = 0⟩ = (|1,−1⟩ − |0, 0⟩+ | − 1, 1⟩)/
√
3.



Zadanie 9 Operator momentu p¦du na kierunek n⃗ma posta¢: Ln⃗ = L⃗·n⃗ = sin θ0 cosφ0Lx+sin θ0 sinφ0Ly+
cos θ0Lz. Korzystamy z faktu, »e Lx = (L++L−)/2, Ly = (L+−L−)/2i, a jednocze±nie wiemy jak dziaªaj¡

operatory L± na stany |l,m⟩: L+|l,m⟩ = ~
√
l(l + 1)−m(m+ 1)|l,m+1⟩, L−|l,m⟩ = ~

√
l(l + 1)−m(m− 1)|l,m−

1⟩. St¡d mamy:
⟨l,m|Ln⃗|l,m⟩ = cos θ0~m

Liczymy teraz:

⟨l,m|L2
n⃗|l,m⟩ = ⟨l,m|

[
sin θ0
2

(
e−iφ0L+ + L−e

iφ0
)
+ cos θ0Lz

]2
|l,m⟩ =

~2
[
m2 cos2 θ0 +

sin2 θ0
2

(l(l + 1)−m2)

]
(1)

Wi¦c dyspersja

∆Ln⃗ = ~
√
sin2 θ0[l(l + 1)−m2]/2

Zadanie 10 Korzystaj¡c z pstaci stanów wªasnych atomu wodoru, które zapisujemy jako |n, l,m⟩ mamy:

|ψ⟩ = 1√
2
|1, 0, 0⟩+ A

√
3(−i|2, 1, 1⟩+ |2, 1,−1⟩+

√
7|2, 1, 0⟩)

St¡d mamy, »e A = 1/(3
√
6) i stan ma posta¢:

|ψ⟩ = 1√
2
|1, 0, 0⟩+ 1

3
√
2
(−i|2, 1, 1⟩+ |2, 1,−1⟩+

√
7|2, 1, 0⟩)

Prawdopodobie«stwo pomiaru l = 0 i l = 1 wynosi 1/2. Licz¡c g¦sto±ci prawdopodobienstwa w r mo»emy
sumowa¢ g¦sto±ci od poszczególnych wkªadów odpowiadaj¡cym ró»nym l z odpowiednimi wagami (pami¦-
tamy o r2 z Jacobianu).

ρ(r) = r2
(
1

2

4

a3
e−

2r
a +

1

2

1

(2a)3
r2

3a2
e−

r
a

)
=
r2

a3

(
2e−

2r
a +

r2

48a2
e−

r
a

)
Maksimum tej funkcji mo»emy znale¹c jedynie numerycznie. Wiemy, »e wszystko si¦ b¦dzie skalowaªo lin-
iowo z a wiec wstawiamy a = 1maksymalizujmy numerycznie i stwierdzamy, »e najbardziej prawdopodobna
odlegªo±¢ to r+ = 1.048a. Funkcja falowa w chwili t ma posta¢:

|ψ(t)⟩ = 1√
2
|1, 0, 0⟩eiR0t/~ +

1

3
√
2
(−i|2, 1, 1⟩+ |2, 1,−1⟩+

√
7|2, 1, 0⟩)eiR0t/4~

gdzie R0 = 13.6eV staªa Rydberga. Je±li w chwili t wykonano pomiar Lz dajacy wynik ~ oznacza to, »e
stan zostaª zrzutowany na |2, 1, 1⟩.

Zadanie 11 Podstawiamy z = r cos θ, x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ i otrzymujemy:

ψ(r, θφ) = N e−r/a
(
cos θ + i

√
3/2 sin2 θ cos 2φ

)



Rozpoznajemy obecno±¢ harmonik sferycznych Y10 =
√

3/4π cos θ, Y2±2 =
√

15/32π sin2 θe±2iφ. Ignoruj¡c,
cz¦±c radialn¡ funkcji falowej piszemy unormowan¡ funkcj¦ falow¡ w k¡tach θ, φ:

ψ(θ, φ) = A[
√

4π/3Y10(θ, φ) + i
√

3/2
√
32π/15(Y22 + Y2−2)/2] =

1√
11

(Y10
√
5 + i(Y22 + Y2,−2)

√
3)

St¡d wida¢ jakie s¡ prawdopodobie«stwa:

P (1, 0) = 5/11, P (2, 2) = P (2,−2) = 3/11.

Zadanie 12 Wyznaczamy staª¡ normalizacyjn¡ z warunku:

A24π

∫ ∞

0

r2e−2r/a = 1

co daje A = 1/
√
πa3. Unormowany fragment k¡towy funkcji falowej ma posta¢ ψ(θ, φ) = e2iφ/

√
4π.

Widzimy, »e funkcja ma dobrze okre±lony rzut momentu p¦du na o± z, m = 2, a wi¦c szukaj¡c rozkªadu na
harmoniki sferyczne mo»emy si¦ ograniczy¢ do Yl,2, l ≥ 2. Aby obliczy¢ amplitudy rozkªadu ψ =

∑
l≥2 clYl,2

musimy umie¢ liczy¢:

cl =

∫
dθdφ sin θY ∗

l,2ψ(θ, φ) =

√
(2l + 1)(l − 2)!

(l + 2)!

∫
dθ sin θP 2

l (cos θ),

gdzie P 2
l s¡ stowarzyszonymi wielomianami Legendra, które wyra»aj¡ si¦ przez wielomiany Legendre'a

poprzez P 2
l (cos θ) = sin2 θ d2

dw2Pl(w)
∣∣∣
w=cos θ

. Znamy funkcje tworz¡c¡ Pl(w):
√
1− 2sw + s2 =

∑
l Pl(w)s

l,

to nam by pozwoliªo liczy¢ caªki z Pl(w), ale my chcemy liczy¢∫
dθ sin θP 2

l (cosθ) =

∫
dw1

−1 =

∫ 1

−1

(1− w2)
d2

dw2
Pl(w)

Ró»niczkuj¡c dwukrotnie funkcj¦ tworz¡ca Pl(w) po w mamy:

3s

(1− 2sw + s2)5/2
=

∑
l

d2Pl(w)

dw2
sl

Teraz mo»emy znale¹¢ f. tworz¡c¡ dla stowarzyszonych wielomianó Legendra P 2
l :∫

−
11d(1− w2)frac3s(1− 2sw + s2)5/2 =

3s2(1− w2)

1− 2sw + s2
=

∞∑
l=2

P 2
l (w)s

l

Interesuje nas
∫ 1

−1
dw,P 2

l (w) wi¦c caªkujemy powy»sz¡ f. tworz¡c¡ po w i patrzymy na wyraz stoj¡cy przy

pot¦dze sl: ∫ 1

−1

dw
3s2(1− w2)

1− 2sw + s2
=

4s2

1− s2



Rozwijaj¡c w szereg 1/(1− s2) widzimy, »e przy pot¦dze sl stoi wspoªczynnik 4 (dla l parzystych) i 0 (dla
l nieparzystych). St¡d ostatecznie

cl =

{
2
√

(2l+1)(l−2)!
(l+2)!

dla l parzystych

0 dla l nieparzystych

Odpowiednie prawdopodobie«stwa:

P (l, 2) =

{
4 (2l+1)(l−2)!

(l+2)!
dla l parzystych

0 dla l nieparzystych


