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Zadanie 1 Wprowadzamy nowe zmienne & = 2t y = Z2¥ Laplasjan w tych zmiennych wyglada tak
72 72 J) y y ygla

samy jak w z, y (obrét uktadu wspotrzednych), a potencjal sie separuje: V (€, x) = ]“2—152 + %X2. Stad
mamy ogolne rozwiazanie:

Y (€,9) = U [(@ +9) V2o (2 — )/ V2],

gdzie v, rozwiazania dla jednwymiarowego oscylatora harmonicznego z czestoScia wilasng w; = /.
Odpowiednia energia:

Eryng = hwi(ng + 3) + hws(ns + 3).
Degeneracja bedzie sie pojawia¢ gdy wq /ws jest liczbg wymierng. Gdy w; = we mamy dla poziomu o energii
E, = hw(n + 1) mamy n + 1 krotng degeneracje.

Zadanie 2 Szukamy stanow zwigzanych, czyli £ < 0. Intuicja: jesli ma by¢ jakis stan zwigzany to nalezy
go szukaé¢ dla [ = 0 (dla [ > 0 mamy dodatkowy czlon "odsrodkowy" w potencjale ktory czyni potencjat
efektywnie plytszym). W obszarze r < a:

_ sinkr _ 2m(Vp+ E)
Rilr) = A= b=

gdyz odrzucamy podobnie jak w poprzednim zadaniu rozwigzanie wybuchajace w r = 0. W obszarze r > a
mamy

k'r —k'r omlE

Ru(r) = B 4 0 = 2IE
r r h?

Kladziemy B = 0 aby nie mie¢ rozwigzania wybuchajacego w r — oo. Zszywamy funkcje i pochodng i

dostajemy warunek

2mV3ia?
—kacotka = ka, Ka= \/% — k2a?
Analizujac powyzsze rownanie graficznie (przecigcie funkcji —x cot x z okregiem o promieniu /2mVgZa?/h?)
widzimy, ze bedzie co najmniej jedno rozwigzanie gdy Zm,‘fﬁ > 3.
Zadanie 3 W obszarze a < r < b mamy ogolne rozwigzanie postaci:
sin kr cos kr
W(r)=A + B
r r
Naktadamy warunek ¢ (a) = ¢ (b) = 0. Otrzymujemy:
sin|k(r —
)= ¢SEC Ay~

r

Warunek unormowania;:

r

4w C? /Ooo dr (M>2 =2n(b—a)C*=1



Czyli C' = ﬁ a dopuszczalne energie:
B - h2m?n? '
2m(b — a)?

Zadanie 4 Analizujac réwnanie Schroedingera na radialna zalezno$¢ funkncji falowej w potencjatach
symetrycznych,
h? d*r
2m dr?
widac, ze obecno$c delty Diraca bedzie prowadzi¢ do takiego samego skoku pochodnej radialnej jak to bytly
w przypadku jednowymiarowym jesli rozwazay funkcje u(r) = r(r). Szukamy stanow zwiazanych, £ < 0.
Zapisujemy wiec radialng funkcje falowa w obu obszarach:

Asinhkr_l_ r< R
o= o

+ V(r)ry = Ery

i r>R

r

gdzie k = /2m|E|/h? i odrzuciliémy rozwiazanie wybuchajace w r = oo oraz w r = 0. Warunek zszycia
funkcji falowych oraz skoku pochodnej prowadzi do réwnarn:

Asinh kR = Ce *E
2mAR

2 Ce FE,

Ak cosh kR + kCe ™ R =

Rozwiazujac rownania dochodzimy:
mAR ok
k= 2 (1 —e ).

Aby istnialo rozwigzanie funkcja po prawej stronie musi mie¢ w k = 0 pochodna wiekszg niz 1, stad

warunek: 2";1# > 1.

303

< Wygodnie jest zapisa¢ osobno unormowana cze¢$¢ katowa

Zadanie 5 Stata normalizacyjna A =

funkcji falowej (6, p) = 1/ sinf cos . Mozemy teraz rozpisaé te funkcje jako:

50,9 = 0L +e7) = T 0,9) ~ ¥is0.0)

Widaé z ego rozktadu, ze mierzac catkowity moment pedu jedyna mozliwa to uzyskania warto$é to [ =1,
a mierzac rzut na o§ z mamy roéwne prawdopodobienistwo zmierzenia m = +£1.

Zadanie 6 Dla ! =1, operator L, zapisany w bazie wlasnej L., |[,m) ma postaé:

2 [0 -1 0
Ly=— |1 0 -1],
V2o 1 o0



Wartoéci wlasne sa oczywiscie postaci h, 0, —h. Odpowiadajace im stany wtasne:

1 1 1 1 1
|+>y — Z\/§ ) |0>y = = 0 ’ |_>y -5 _2.\/5 )
21 V2 21

Odpowiednie prawdopodobiefistwa wynosza:

1
Py = |y (HV)|* = 3 Po= 0p_ =

N | —

Zadanie 7 Zapisujac stany wlasne oscylatora harmonicznego w postaci |n,,ny,n.), widzimy, ze dla
drugiego poziomu wzbudzonego n, + ny + n, = 2 mamy 6 stanow:

10,0,2),10,1,1),]0,2,0),|1,0,1),]1,1,0), 2,0, 0).

Operator rzutu momentu pedu na o§ z ma postac:

h
Lz = TPy — YPz = ;(alay - CLLCLI),

gdzie a; sa operatorami anihilacji zwigzanymi z kierunkiem . Zapisujac operator L, w tej bazie otrzymu-
jemy nastepujaca macierz:

00 0 0 0 0
00 0 -1 0 0
;_hf00 0 0 —vZ 0
75101 0 0 0 0
00+v2 0 0 —V2
(00 0 0 Vv2 0 |

Macierz ta ma nastepujace wartosci wtasne: m = 2,1,0,0, —1, —2. Wida¢ stad, ze przestrzen musi sie w
takim razie sktada¢ z 5-cio wymiarowej przestrzeni odpowiadajacej [ = 2 oraz jednowymiarowej przestrzeni
odpowiadajacej | = 0. Wszystkie stany wlasne poza tymi odpowiadajacymi m = 0 jednoznacznie mozna
otrzymac z rozktadu wlasnego powyzszej macierzy:

1
[1=2,m=2) =(|0,2,0) - iv/2[1,1,0) — [2,0,0))
1
l=2m=1)=—(|1,0,1) +4/0,1,1
| ) \/5(\ ) +1[0,1,1))
1
[=2m=-1)=—(|1,0,1) —¢]0,1,1
| ) ﬁ(l ) —i0,1,1))
1
1=2,m=1) =(|0,2,0) +iv/2[1,1,0) —[2,0,0))
Aby zidentyfikowaé¢ stany || = 2,m = 0) od |l = 0,m = 0) mozna albo zapisa¢ operator kwadratu
calkowitego momentu pedu L? albo co tatwiejsze podziata¢ operatorem L_ = L,+iLynastan |l =2,m = 1)

co da nam stan |l = 2,;m = 0) a wtedy jednoznacznie zidentyfikujemy tez |l = 0,m = 0) jako stan
ortogonalny do wszystkich pozostatych. Mamy

h
L_=L,—iL,=—(a !
]

—_ _iql ot
a, —ala, —iala, +iala,).



Dzialajac na |l = 2, m = 1) dostajemy:
L |l=2m=1)= %(\1, 1,0) 4+ v/2i]0,2,0) — v/2i[0,0,2) — i7v/2(0,0,2) — [1,1,0) +iv/2[2,0,0))
Cazyli:
1= 2m=0)— i6(|2,o,o> —200,0,2) + [0,2,0)),
7 czego wynika, ze: .

V3

Widac¢, ze tak jak by¢ powinno stan z [ = 0 nie wyrédznia zadnego z kierunkow.

Il =0,m =0) (12,0,0) +10,0,2) + |0,2,0)).

Zadanie 8 Niech |m;, my) bedzie baza stanéw wlasnych oepratorow spinu s, poszczegélnych czastek:
Sz1lmi,me) = hmy|my,ma), S.2|mi,ma) = hms|my,my). Szukamy bazy |s,m) takiej, ze S,|s,m) =
hmls,m), S2|s,m) = h2s(s + 1)|s,m), gdzie S = & + &, .... Oczywiste jest ze najwyzszy spin s = 2
(pozatym spodziewamy sie spinéw s = 11 s = 0). Dla tego spinu jedyny stan ktory bedzie mial m = 2 to:
|s =2,m =2) = |m; = 1,my = 1) gdy oba rzuty spinéw skierowane w te sama strone. Stan |s =2, m = 1)
uzyskamy dzialajac operatorem S_ na stan |s = 2,m = 2). Z jednej strony S_|s = 2,m = 2) = 2Ah|s =
2,m = 1), z drugiej S_|s = 2,m = 2) = (s_; +s_5)|1,1) = h/2(]1,0) +|0,1)). Stad dostajemy:
s =2,m=1) = (|]1,0) +|0,1))/+/2. Postepujac dalej w ten sposob uzyskamy wszytskie stany |s = 2, m):

ls=2,m=2)=11,1)
s =2,m=1) = (]1,0) +[0,1))/v2
ls=2,m=0

Cheac teraz znalezé stan |s = 1,m = 1). W ramach podprzestrzeni o m = 1, czyli podprzestrzeni
rozpietej przez |1,0) i |0,1) szukamy stany ortogonalnego do [s = 2,m = 1). Jest to |[s = 1I,m =
1) = (]1,0) — |0,1))/v/2. Pozostale stany |s = 1,m) dostajemy dzialajac operatorem obnizajacym S_
otrzymujac:

s =1,m=1) = ([1,0) = [0,1))/v2

s =1,m=0)= (|1, -1) = | = 1,1))/vV2

Pozostaje ostatni stan ortogonalny do |s =2,m = 0),|s = 1,m = 0) i zyjacy w podprzestrzeni o m = 0:

ls =0,m =0)=(]1,=1) — [0,0) +| — 1,1))/V/3.



Zadanie 9 Operator momentu pedu na kierunek 77 ma posta¢: Ly = L7l = sin 8 cos o Ly+sin g sin oLy, +

cos 6y L,. Korzystamy z faktu, ze L, = (Ly +L_)/2, L, = (L4 — L_)/2i, a jednoczesnie wiemy jak dzialaja
operatory Ly nastany |l,m): Ly|l,m) = h\/I(l+ 1) — m(m + 1)|[l, m+1), L_|l,m) = h\/I(l+ 1) — m(m — 1)|l,m
1). Stad mamy:

(I, m|Lz|l,m) = cos6phm

Liczymy teraz:

(1 m|L2|t,m) = (1, m]| | 220

2
(e7°Ly + L_e"°) + cos QOLz} |l,m) =

SiIl2 90

h? [mQ cos® By + (11 +1)—m*)| (1)

Wiec dyspersja

ALy = hy/sin® 6o[I(1 + 1) — m?)/2
Zadanie 10 Korzystajac z pstaci stanéw whasnych atomu wodoru, ktore zapisujemy jako |n, [, m) mamy:
) = %u, 0,0) + AV3(—i2,1,1) + 2,1, -1) + V7[2,1,0))
Stad mamy, ze A = 1/(3v/6) i stan ma postac:

1 1
= —[1,0,0) + —=(—i[2,1,1) + |2, 1, —1) + V7|2, 1,0
\/§| ) 3\/5( | )+ | ) | )

Prawdopodobieristwo pomiaru [ = 01l = 1 wynosi 1/2. Liczac gestosci prawdopodobienstwa w r mozemy
sumowa¢ gestosci od poszczegolnych wktadow odpowiadajacym réoznym [ z odpowiednimi wagami (pamie-
tamy o 7 z Jacobianu).

|¥)

(r) o (14 _o n 1 1 2 . r? 5 o n r2 .
ry=r ——e a — —€ a | = — e a € a
p 2a3 2 (2a)3 3a? ad 48a?

Maksimum tej funkcji mozemy znalezc jedynie numerycznie. Wiemy, ze wszystko sie bedzie skalowalo lin-
iowo z a wiec wstawiamy a = 1 maksymalizujmy numerycznie i stwierdzamy, ze najbardziej prawdopodobna
odlegtosé to r. = 1.048a. Funkcja falowa w chwili £ ma postac:

1 , 1 '
() = 510,000 4 == (=il2, 1, 1) 42,1, —1) + V|2, 1, 0))e

3v2

gdzie Ry = 13.6eV stala Rydberga. Jesli w chwili ¢ wykonano pomiar L, dajacy wynik h oznacza to, ze
stan zostal zrzutowany na |2,1,1).

Zadanie 11 Podstawiamy z = rcosf, x = rsinf cos ¢, y = rsinfsin ¢ i otrzymujemy:

U(r,00) = Ne "/ (cos O + ir/3/2sin? 0 cos 2
¥ @



Rozpoznajemy obecnogé¢ harmonik sferycznych Yig = 1/3/4m cos 6, Yaoiy = 1/15/327 sin? fe2%. Ignorujac,
czesc radialng funkcji falowej piszemy unormowana funkcje falowa w katach 6, ¢:

= A[\/47/3Y10(0, @) + i\/3/2+/321/15(Yay + Ya_3) /2] =

Stad widac jakie sa prawdopodobienistwa:

1 .
—,H(Ym\/g + (Yoo + 3/'2,72)\/5)
P(1,0) =5/11, P(2,2) = P(2,—2) = 3/11.
Zadanie 12 Wyznaczamy stata normalizacyjna z warunku:

A247T/ rle”?/e =1
0

co daje A = 1/v/7ma3. Unormowany fragment katowy funkeji falowej ma postac¢ (6, p) = €*¢/\/4x.
Widzimy, ze funkcja ma dobrze okre$lony rzut momentu pedu na o$ z, m = 2, a wiec szukajac rozktadu na
harmoniki sferyczne mozemy si¢ ograniczy¢ do Y, 2, { > 2. Aby obliczy¢ amplitudy rozktadu ¢ = > "o, Yo
musimy umie¢ liczy¢: -

/ dfde sin 0Y;59(0, ) = \/(21 —i(_l 1—1)-(;; 2 / df sin 0 P?(cos ),

gdzie P? sy stowarzyszonymi wielomianami Legendra, ktore wyrazaja si¢ przez wielomiany Legendre’a
poprzez P?(cosf) = sin? Q%Pl(w)‘ . Znamy funkcje tworzaca P(w): V1 —2sw +s2 =Y, P(w)s',

w oS
to nam by pozwolilo liczy¢ calki z Pj(w), ale my chcemy liczy¢

' 1 d2
/d@smHPf(cosH) = /dwl1 = /_1(1 - )wPl( w)
Rozniczkujac dwukrotnie funkcje tworzaca P(w) po w mamy:

(1 —2sw + s2)5/2 — dw?

3s d*Py(w) J

Teraz mozemy znalez¢ f. tworzaca dla stowarzyszonych wielomian6 Legendra P?:

3s%(
1 5/2 2
/_1 d(1 — w?) frac3s(l — 2sw + s2)°/? = 1—23w+s2 E Pr(

Interesuje nas fjl dw, P?(w) wigc catkujemy powyzsza f. tworzaca po w i patrzymy na wyraz stojacy przy

/1 dw 3s%(1 — w?) _ 452
-1

potedze s':

1—2sw+s2 1— 2



Rozwijajac w szereg 1/(1 — s?) widzimy, ze przy potedze s' stoi wspotczynnik 4 (dla [ parzystych) i 0 (dla
[ nieparzystych). Stad ostatecznie

(1+2)!

2,/ B 10 parzystych
C =
0 dla [ nieparzystych

Odpowiednie prawdopodobienstwa:

PL2) = 4% dla [ parzystych
0 dla [ nieparzystych



