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Zadanie 1 Poniewa» funkcja ma znika¢ w x = 0 nie jest zbyt rozs¡dnie bra¢ funkcji Gaussa. Bierzemy
wi¦c

ψ(x) =

{
Axe−α2x2/2 x ≥ 0

0 x < 0

. Normalizacja daje A2 = 4α3/
√
π. Warto±¢ oczekiwana energii

⟨H⟩ = 3

4

(
~2α2

m
+
mω2

α2

)
Minimalizacja po α dale α2 = mω

~ co odpowiada energii 3
2
~ω czyli dokªadnie pierwszemu stanowi wzbudzo-

nemu peªnego oscylatora. Jest to jednocze±nie rozwi¡zanie ±cisªe.
Stosuj¡c warunek WKB (jedna ±ciana sztywna):∫ x0

0

p(x)dx = (n+ 3/4)~π,

gdzie x0 =
√

2E/mω2, p(x) =
√

2m(E − 1
2
mω2x2) dostajemy E = 2(n+3/4)~ω, czyli dla n = 0, E = 3

2
~ω.

Dostajemy jednocze±nie wszystkie pozostaªe poziomy poprawnie�co drugi poziom peªnego oscylatora.

Zadanie 2 Warunek WKB: ∫ x+

x−

√
2mE(1− V0

E
cot2

πx

a
) = ~π(n+

1

2
)

gdzie x± speªniaj¡ ± =
√
V0/E cot(πx±/a) Po »mudnym caªkowaniu (przepraszam za to zadanie...) do-

stajemy (chyba)

E = V0

[
1 +

π~(n+ 1/2)√
2mV0a

]2
.

Zadanie 3 Wspóªczynnik transmisji wynosi w przybli»eniu WKB:

T ≈ e
− 2

~
∫ x+
x−

√
2m[V0(1−x2/a2)−E]

dx,

gdzie x± = ±a
√

1− E/V0, otrzymujemy:

T ≈ e−
πa
2~

√
2mV0(1−E/V0).

Zadanie 4 W przypadku a) zgodnie z twierdzeniem adiabatycznym stan przeewoluje do stanu podstawo-

wego nowej studni czyli ψ(x) =
√

1
4a
sin(πx/8a), a odpowiadaj¡ca temu stanowi energia wynosi E = ~2π2

128ma2
,

czyli 64 razy mniejsza ni» w stanie pocz¡tkowym.



W przypadku b), posta¢ funkcji falowej si¦ nie zmieni. Poniewa» energia w tym przypadku to wy-
ª¡cznie wkªad od energii kinetycznej warto±¢ oczekiwana energii pozostanie niezmieniona ⟨H⟩ = ~2π2

2ma2
.

Prawdopodobie«stwo, »e zmierzymy nasz¡ cz¡stk¦ w stanie podstawowym nowej studni:

p1 =
2

a

1

4a
|
∫ a

0

sin(πx/8a) sin(πx/a)|2 = 512(2−
√
2)

3969π2
≈ 0.76%

W pierwszym stanie wzbudzonym:

p1 =
2

a

1

2a
|
∫ a

0

sin(πx/4a) sin(πx/a)|2 = 64

225π2
≈ 2.9%

Zadanie 5 Stan pocz¡tkowy to |0, 0, 0⟩. Rozwa»aj¡c ⟨nx, ny, nz|V ′|0, 0, 0⟩ i pami¦taj¡c, »e x =
√

~
2mω

(ax+

a†x) widzimy, »e jedny niezerowy wkªad da stan |1, 0, 0⟩V ′|0, 0, 0⟩. Amplituda przej±cia do tego stanu w
pierwszym rz¦dzie rachunku zaburze« ma posta¢:

c100 =
−ia
~

∫ t

0

eiωt
′
cosω′t′

√
~

2mω

Caªkuj¡c otrzymujemy prawdopodobie«stwo przej±cia do innego stanu:

p = |c100|2 =
a2

8mω~

∣∣∣∣ei(ω+ω′)t − 1

ω + ω′ +
ei(ω−ω′)t − 1

ω − ω′

∣∣∣∣2
Zadanie 6 Zapisujemy jawnie hamiltonian w bazie |s1,z⟩ ⊗ |s2,z⟩

H = ∆(σx ⊗ σx + σy ⊗ σy + σz ⊗ σz) = ∆


1 0 0 0
0 −1 2 0
0 2 −1 0
0 0 0 1


Wida¢ st¡d, »e stanami wªasnymi s¡ |+⟩⊗|+⟩, |ψ±⟩ = (|+⟩⊗|−⟩±|−⟩⊗+)/

√
2, |−⟩⊗|−⟩ z odpowiednimi

warto±ciami wªasnymi ∆,∆,−3∆,∆. Stan pocz¡tkowy mo»emy zapisa¢ jako

ψ(0) = |+⟩ ⊗ |−⟩ = 1√
2
(|ψ+⟩+ |ψ−⟩)

St¡d stan po czasie t ma posta¢

ψ(t) =
1√
2
(e−i∆t/~|ψ+⟩+ ei3∆t/~|ψ−⟩) ≡ cos(2∆t/~)|+⟩ ⊗ |−⟩ − i sin(2∆t/~)|−⟩ ⊗ |+⟩

Czyli prawdopodobie«stwo znalezienia cz¡stki w stanie |−⟩ ⊗ |+⟩ b¦dzie p|+−⟩→|−+⟩ = sin2(2∆t/~).
Licz¡c to sam prawdopodbienstwo stosuj¡c rachunek zaburze« (zauwa»my, »e hamiltonian niezabu-

rzony jest trywialny) dostajeym p|+−⟩→|−+⟩ = |−i
~

∫ t

0
∆dt|2 = 4t2∆2

~2 . Co zgadza sie w pierwszym rzedzie z
rozwi¡zaniem ±cisªym.



Zadanie 7 Amplituda rozpraszania w przybli»eniu Borna:

f(θ) =
m

2π~2

∫
d3r′V0e

−r′2/a2ei(k⃗0−k⃗)r⃗′

Mimo, »e potencjaª jest sferycznie symetryczny wygodniej bedzie caªkowac w ukªadzie kartezja«skim bo
e−r2/a2 = e−x2/a2e−y2/a2e−z2/a2 . Oznaczaj¡c K⃗ = k⃗0 − k⃗ dostajemy:

f(θ) =
mV0
2π~2

(πa2)3/2e−K2a2/4

Oznaczaj¡c k¡t rozporszenia (kat pomi¦dzy k⃗0) i k⃗ jako θ, mamyK2 = 4k20 sin
2 θ/2 i ostatecznie ró»niczkowy

przekrój czynny
dσ

dΩ
= |f(θ)|2 = πV 2

0 m
2a6

4~2
e−2k20a

2 sin2 θ/2

w granicy fal dªugich k0a ≪ 1 eksponens przybli»amy jedynk¡ i otrzymujemy caªkowy przekrój czynny
równy:

σ =
2π2V 2

0 m
2a6

~4
.

Zadanie 8 Niech a⃗, −⃗a oznaczaj¡ odpowiednio wektory zaczepione w pocz¡tku ukªadu wzpóªrz¦dnych
a wsakzuj¡ce poªo»enia ªadunków odpowiednio +e i −e tworz¡cych dipol. Zapisujemy amplitud¦ rozpra-
szania:

f(θ) =
m

2π~2

∫
d3r′e2

(
1

|r⃗′ − a⃗|
− 1

|r⃗′ + a⃗|

)
eiK⃗r⃗′

Caªkuj¡c dwa czªony pod caªk¡ robimy odpowiednio zamiany zmiennych r⃗′−a⃗→ r⃗′ i r⃗′+a⃗→ r⃗′ dostajemy:

f(θ)
me2

2π~2

∫
d3r′

1

r′

(
eiK⃗(r⃗′+a⃗) − eiK⃗(r⃗′−a⃗)

)
.

Caªkowanie sprowadza si¦ wi¦c do caªkowania potencjaªu Coulmbowskiego. Przyjmujemy kierunek osi z w
kierunku k⃗0, a keirunek dipola w kierunku x. Otrzymujmemy:

f(θ) =
me2

2~2k20 sin2 θ/2

(
eiK⃗a⃗ − eiK⃗a⃗

)
=

ime2

~2k20 sin2 θ/2
sin(k0a sin θ cosφ)

Czyli ró»niczkowy przekrój czynny m2e4

~4k40 sin4 θ/2
sin2(k0a sin θ cosφ)


