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Zadanie 1 Udowonij, ze kazda macierz unitarng mozna zapisa¢ jako U = e, gdzie H jest pewng
macierza hermitowska.

Zadanie 2 Udowodnij, ze wszystkie macierze hermitowskie 2x2 mozna zapisa¢ jako rzeczywiste kom-
binacje macierzy Pauliego o; oraz 1. Na tej podstawie uzasadnij, ze wszystkie fizycznie istotne operacje
unitarne w przestrzeni dwuwymiarowej da sie zapisa¢ jako U = €7/2 gdzie o € [0,27]. Przypomina-
jac, sobie interpretacje takich operacji jako reprezentacji tréjwymiarowego obrotu o kat o wokot osi 7 w
zespolonej przestrzeni dwuwymiarowej, zastanéw sie nad przypadkiem o = 2. Czy U w tym przypadku
jest macierzg jednostkowa? Zadumaj sie nad tym.

Zadanie 3 Na ¢wiczeniach udowodnili$émy, ze probujac optymalnie rozroznié dwa stany kwantowe [i1),
|1ho) przesylane do nas z rownymi prawdopodobieristwami, minimalny blad jaki popeliamy to ¢ =
%(1 — /1 = [{¥1]|19)]?). Uogdlnij to rozwiazanie na przypadek, gdy stany sa przysylane z nierownymi
prawdopodobienistwami pi, ps.

Zadanie 4 Jedna z fizycznych realizacji qubitu, jest polaryzacja fotonu. Mozemy mysle¢ o stanie po-
laryzacyjnym fotonu jako o superpozycji |[¢) = «| <) + 5| )—w analogii do superpozycji dwoch fal
ptaskich o prostopadtych liniowych polaryzacjach, ktére moga dawaé rézne stany polaryzacyjne. Zastanow
sie w jezyku sfery Blocha, gdzie beda znajdowac sie stany o polaryzacji liniowej pod katem a do poziomu, a
gdzie stany o polaryzacji kolowej—przy czym utozsamiamy |0) = | <»), |1) = | J). Jesli teraz chciat(a)by$
napisa¢ operacje unitarng dziatajaca w przestrzeni Hilberta odpowiadajaca obrotowi polaryacji swiatta
wokot osi jego propagacji, jaka posta¢ mialaby ta operacja—poréwnaj z operacja odpowiadajaca obrotowi
spinu 1/2 o dany kat wokol pewnej osi w przestrzeni trojwymiarowej.

Zadanie 5 Rozwaz atom dwupoziomowy, gdzie |0), |1) sa stanami o okreslonej energii wynoszacej
odpowiednio F i 2E. Niech stan atomu w chwili poczatkowej bedzie postaci: |(0)) = (|0) + |1))/v/2.

a) Znajdz posta¢ stanu w chwili ¢

b) Po czasie t dokonano pomiaru czastki, w ktorym rzutowano stan czastki na stan poczatkowy |¢(0)).
Jakie jest prawdopodobieristwo, ze istotnie zmierzono stan [1(0))

Zadanie 6 Rozwaz uklad dwupoziomowy, przygotowany w chwili poczatkowej w stanie J0> W chwili
t = 0 zostal ,wlaczony” nastepujacy ciagg Hamiltonianow: H,; = puo, dla t € (O,Z—ﬁ), Hy = po, dla

t e (Z—Z, 5h) oraz Hy = po, dlat e (%‘, %) Wyznacz prawdopodobienstwo, ze w chwili ¢ = %i spin
byt nadal w stanie |0). Wyznacz pojedynczy Hamiltonian niezalezny od czasu i taki, ze jego dzialanie na

czastke w przedziale czasowym t € (0, %i) doprowadzitby ja do tego samego stanu koricowego, co ciag

Hamiltonianow Hy, Hy, Hj.



Zadanie 7 Na ¢wiczeniach omawiany byt eksperyment z kwantowym wykrywaniem bomby przy pomocy
interfereomtru Macha-Zehndera, gdzie mozna bylo z prawdopodobieristwem 1/4 wykry¢ bombe (ktora
wybucha przy kontakcie z pojedynczym fotonem) bez powodowania wybuchu. Sformuluj réwnowazny
schemat dla ewoluujacego qubitu. Przyjmujemy, ze bomba wybucha gdy ,zmierzy” stan czastki |0).
Wyobrazamy sobie, ze qubit mozemy przygotowa¢ w dowolnym stanie poczatkowym, oraz ze mozemy
ewoluowa¢ go zgodnie z dowolnym Hamiltonianem i kiedy chcemy umieszczamy go w miejscu podejrzanym
o istnienie w nim bomby. Czy mozna ten schemat usprawnic¢, tak zeby prawdopodobienstwo sukcesu (czyli
wykrycie bomby lub stwierdzenie jej nieobecnosci, nie powodujac przy tym wybuchu) bylo dowolnie bliskie
1. Wskazowka: pomysl o efekcie Zenona...

Zadanie 8 Rozwaz atom dwupoziomowy gdzie Hamiltonian zapisany w bazie |0), |1) ma postaé:
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gdzie E, g pewne parametry rzeczywiste—obecnos¢ g moze by¢ interpretowana jako pewne zaburzenie
sytuacji w ktorej oba poziomy mialy te sama energie F.

a) Znajdz stany wlasne i energie wlasne uktadu

b) Napisz ewolucje czasowa stanu |1 (¢)) jesli w chwili ¢ = 0: [¢(0)) = |0). Po jakim czasie stan powroci
do stanu poczatkowego

Zadanie 9 Udowodnij, ze transformata Fouriera zachowuje iloczyn skalarny funkcji (innymi stowy, ze
jest operacja unitarna), czyli ze:
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Zadanie 10 Rozwaz czastke swobodng o masie m przygotowang w stanie opisanym funkcja falowa
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U(x) = Aze a2 (2)
a) Wyznacz stala normalizacyjna A
b) Oblicz A%z, A?p i sprawdz spelnienie zasady nieoznaczono$ci Heisenberga

¢) Znajdz funkcje falowa tej czastki po czasie t. Wyznacz, tez A’z(t), A%p(t). Poréwnaj, czy stan
tego typu doznaje szybszego rozptywania sie, co analogiczny stan gaussowski, tzn. stan gaussowski
o takim samym poczatkowym rozrzucie polozen.

Zadanie 11 Udowodnij, ze dla funkcji ¥ (z) czysto rzeczywistej (p) = 0.



Zadanie 12 Rozwaz uklad odniesienia X oraz fale elektromagnetyczna fale ptaska poruszajaca sie z
predkoscia ¢ w kierunku z. Rozwazmy nastepnie wirtualny szescian o oboku a wspolporuszajacy sie
z ta fala. Oznaczmy przez E energie promieniowania zawartg w tym sze$cianie. Nastepnie rozwazmy
obserwatora X' poruszajacego sie z predkoscig v w kierunku z wzgledem X. Przechodzac do ukladu X',
e
Jest to dokladnie taka sama reguta transformacji jakiej podlega czestotliwo$¢ fali elektro-magnetyczne;j
zgodnie z relatywistycznym efektem Dopplera. Pokazuje to, ze jesli faktycznie energia fotonu jest funkcja
czestotliwosci musi to by¢ zaleznos¢ o charakterze proporcjonalnosci — Jest to argument z pracy Einsteina,
Zur Elektrodynamik bewegter Korper, Annalen der Physik 17, 891 (1905). Wskazéwka: Transformacje pot

e-m przy przejsciu do uktadu primowanego:

wykaz, ze w tym ukladzie odniesienia energia zawarta w wirtualnym szescianie wynosi ' =
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gdzie v = 1/4/1 —0v%/c?, a gﬂ, £, oznacza skladowe roOwnolegte i prostopadte pola do kierunku wyznac-
zonego przez .



