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Zadanie 1 - estymator najwi¦kszej wiarygodno±ci Rozwa» N niezale»nych realizacji (i = 0, . . . , N−
1) dwuwarto±ciowej zmiennej losowej xi ∈ {0, 1}, gdzie p(xi = 0) = p, p(xi = 1) = 1 − p. Rozwa»
zagadnienie estymacji parametru p. Zwró¢ uwag¦, »e interesowa¢ nas b¦dzie tylko liczba zer i jedynek
uzyskanych w N realizacjach a nie kolejno±¢ w jakiej wyst¦powaªy.

a) Co mówi nierówno±¢ Cramera-Rao na temat najlepszej mo»liwej precyzji estymacji p

b) Czy nierówno±¢ Cramera-Rao da si¦ wysyci¢ dla sko«czonego N? Jaki jest optymalny estymator?

c) Czy w zwi¡zku z tym rozwa»any rozkªad prawdopodobie«stwa nale»y do wykªadniczej rodziny
rozkªadów prawdopodobie«stwa (patrz zadanie 4 seria 3)

d) Wyobra¹ sobie, »e w istocie p = sin2(θ/2), gdzie θ ∈ [0, π] i interesuje nas estymacja parametru θ, a
nie po prostu p. Wyprowad¹ ograniczenie Cramera-Rao na ∆θ̃

e) Okazuje si¦ (sprawd¹), »e tym razem nie istnieje estymator φ wysycaj¡cy ograniczenie Cramera-
Rao dla sko«czonego N? Mo»emy jednak spróbowa¢ zastosowa¢ numerycznie metod¦ estymatora
najwi¦kszej wiarygodno±ci w celu estymowania θ. Zrób co nast¦puje:

• Napisz program generuj¡cy N realizacji zmiennej losowej xi, t.»e p(xi = 0) = sin2(θ/2), p(xi =
1) = cos2(θ/2), dla pewnego ustalonego θ (np. π/3, π/2, 2/3π) i N (np. N = 10). Takie N
realizacji nazwiemy pojedynczym eksperymentem

• Wygeneruj dane dla k (k ≈ 1000, albo wi¦cej) eksperymentów

• Dla ka»dego z eksperymentów znajd¹ estymator najwi¦kszej wiarygodno±ci θ̃ML

• Wykonaj histogram uzyskanych warto±ci estymatorów i oblicz rozrzut (odchylenie standardowe)
- b¦dzie to dobre przybli»enie niepewno±ci estymacji ∆θ̃. Porównaj z ograniczeniem Cramera-
Rao

• Powtórz powy»sze kroki dla ró»nych N , np w przedziale od 1 do 10000 (oczywi±cie nie dla
wszystkich N tylko co które±...). Narysuj wykres: precyzja estymatora w funkcji N naªo»one
na ograniczenie Cramera-Rao i oce« na oko kiedy estymator najwi¦kszej wiarygodno±ci zacznie
asymptotycznie wysyca¢ nierówno±¢ Cramera-Rao (np. przyjmuj¡c kryterium, »e b¦dzie wysy-
ca¢ gdy niepewno±¢ estymatora b¦dzie si¦ ró»ni¢ nie bardziej ni» 1% od ograniczenia Cramera-
Rao). Najlepiej rysowa¢ ∆θ̃

√
N , zamiast ∆θ̃, i porównywa¢ z ograniczeniem Cramera-Rao dla

pojedynczej realizacji »eby wszystko nie spadaªo na wykresie do zera.


